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Рассматривается реализация булевых функций схемами из ненадёжных функци-
ональных элементов в некоторых полных конечных базисах. Предполагается, что
каждый из элементов схемы независимо от других элементов подвержен дизъюнк-
тивным (конъюнктивным) слипаниям входов. Показано, что в некоторых базисах
любую булеву функцию можно реализовать схемой сколь угодно высокой надёж-
ности, а в некоторых— схемой, ненадёжность которой равна нулю.
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ненадёжность схемы, слипание входов элементов.

Задача синтеза надёжных схем, реализующих булевы функции, при константных
неисправностях одного типа (например, только типа 0 на входах элементов) реше-
на в полных неприводимых базисах из двухвходовых элементов [1], при константных
неисправностях двух типов [2 – 4], при константных неисправностях четырёх типов на
входах и выходах [5, 6].

В этой работе рассмотрим реализацию булевых функций схемами из ненадёжных
элементов в полном конечном базисе B и исследуем модель неисправностей, в кото-
рой каждый элемент схемы подвержен дизъюнктивным (конъюнктивным) слипаниям
входов, когда на оба входа базисного элемента при наличии неисправности подается
дизъюнкция (конъюнкция) входных значений. Различные слипания переменных ис-
следовались, например, в работах [7 – 10] при построении тестов.

Считаем, что схема из ненадёжных элементов реализует функцию f(x1, . . . , xn),
n ∈ N, если при поступлении на входы схемы набора ãn = (a1, . . . , an) при отсутствии
неисправностей в схеме на её выходе появляется значение f(ãn). Предполагаем, что
в неисправные состояния элементы схемы переходят независимо друг от друга с веро-
ятностью ε ∈ (0, 1/2). Пусть схема S реализует булеву функцию f(x̃n). Обозначим че-
рез Pf(ãn)(S, ã

n) вероятность появления значения f(ãn) на выходе схемы S при входном
наборе ãn. Ненадёжность P (S) схемы S равна максимальному из чисел Pf(ãn)(S, ã

n)

по всем входным наборам ãn схемы S. Надёжность схемы S равна 1− P (S).
1Работа поддержана грантом РФФИ, проект №14-01-00273.
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1. Дизъюнктивные слипания входов элементов
1.1. Пусть базис B = {x|y} (где x|y = x&y—штрих Шеффера) и на входах ба-

зисных элементов с вероятностью ε появляются дизъюнктивные слипания. Учиты-
вая характер этих неисправностей, вычислим вероятности появления ошибок на вы-
ходе базисного элемента E при всех входных наборах этого элемента: P0(E, (00)) = 0,
P0(E, (01)) = P0(E, (10)) = ε, P1(E, (11)) = 0. В этом случае [11] любую булеву функ-
цию можно реализовать схемой сколь угодно высокой надёжности, т. е. схемой нена-
дёжность которой стремится к нулю. Построение такой схемы можно сделать так же,
как в [2 – 7], причём для повышения надёжности используется одна и та же схема.

1.2. Пусть базис B содержит x&y, x̄ и на входах базисных элементов с веро-
ятностью ε появляются дизъюнктивные слипания. Заметим, что инвертор при та-
кой неисправности работает абсолютно надёжно. Возьмём конъюнктор и инвертор
и соединим выход конъюнктора со входом инвертора. Построенная схема D реали-
зует штрих Шеффера, а вероятности появления ошибок на выходе схемы D таковы:
P0(D, (00)) = 0, P0(D, (01)) = P0(D, (10)) = ε, P1(D, (11)) = 0. В этом случае [11] лю-
бую булеву функцию можно реализовать схемой сколь угодно высокой надёжности,
т. е. схемой, ненадёжность которой стремится к нулю.

1.3. Пусть базис B = {x ↓ y} (где x ↓ y = x ∨ y— стрелка Пирса) и на входах ба-
зисных элементов с вероятностью ε появляются дизъюнктивные слипания. Поскольку
в неисправном состоянии базисный элемент также реализует стрелку Пирса, вероят-
ность появления ошибки на выходе базисного элемента на каждом входном наборе
равна нулю. Поэтому любую булеву функцию можно реализовать схемой, ненадёж-
ность которой равна нулю.

1.4. Пусть базис B содержит x ∨ y, x̄ и на входах базисных элементов с веро-
ятностью ε появляются дизъюнктивные слипания. Заметим, что инвертор при такой
неисправности работает абсолютно надёжно. Возьмем дизъюнктор и инвертор и соеди-
ним выход дизъюнктора со входом инвертора. Построенная схема реализует стрелку
Пирса, причём вероятность появления ошибки на выходе этой схемы на каждом вход-
ном наборе равна нулю. Поэтому любую булеву функцию можно реализовать схемой,
ненадёжность которой равна нулю.

2. Конъюнктивные слипания входов элементов
2.1. Пусть базис B = {x|y} и на входах базисных элементов с вероятностью ε появ-

ляются конъюнктивные слипания. Учитывая характер этих неисправностей, нетрудно
проверить, что вероятность появления ошибки на каждом входном наборе равна нулю.
Поэтому любую булеву функцию можно реализовать схемой, ненадёжность которой
равна нулю.

2.2. Пусть базис B содержит x&y, x̄ и на входах базисных элементов с вероят-
ностью ε появляются конъюнктивные слипания. Заметим, что инвертор при такой
неисправности работает абсолютно надёжно. Возьмем конъюнктор и инвертор и со-
единим выход конъюнктора со входом инвертора. Построенная схема реализует штрих
Шеффера, причём вероятность появления ошибки равна нулю на каждом из входных
наборов. Поэтому любую булеву функцию можно реализовать схемой, ненадёжность
которой равна нулю.

2.3. Пусть базис B = {x ↓ y} и на входах базисных элементов с вероятностью ε по-
являются конъюнктивные слипания. Учитывая характер этих неисправностей, вычис-
лим вероятности появления ошибок на выходе базисного элемента E при всех входных
наборах этого элемента: P0(E, (00)) = 0, P1(E, (01)) = P1(E, (10)) = ε, P1(E, (11)) = 0.
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В этом случае [11] любую булеву функцию можно реализовать схемой сколь угодно вы-
сокой надёжности, т. е. схемой, ненадёжность которой стремится к нулю. Построение
такой схемы можно сделать так же, как в [2 – 7], причём для повышения надёжности
используется одна и та же схема.

2.4. Пусть базис B содержит x ∨ y, x̄ и на входах базисных элементов с веро-
ятностью ε появляются конъюнктивные слипания. Заметим, что инвертор при та-
кой неисправности работает абсолютно надёжно. Возьмем конъюнктор и инвертор
и соединим выход конъюнктора со входом инвертора. Построенная схема C реализу-
ет стрелку Пирса, причём вероятности появления ошибок на выходе схемы C равны
P0(C, (00)) = 0, P1(C, (01)) = P1(C, (10)) = ε, P1(C, (11)) = 0. В этом случае [11] любую
булеву функцию можно реализовать схемой сколь угодно высокой надёжности, т. е.
схемой, ненадёжность которой стремится к нулю.

Вывод: при дизъюнктивных (конъюнктивных) слипаниях входов элементов
в некоторых базисах любую булеву функцию можно реализовать схемой сколь угодно
высокой надёжности, а в некоторых— схемой, ненадёжность которой равна нулю.
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