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Рассматривается двумерное уравнение Монжа – Ампера, включающее нели-
нейность произвольного вида от искомой функции и степенные нелинейно-
сти по первым производным. Для решения данного уравнения используется
метод функционального разделения переменных. Исследованы случаи, ко-
гда одна из неизвестных функций, используемых в методе разделения пере-
менных, является линейной, а также когда эти функции являются произ-
вольными. Проанализированы решения для различных значений парамет-
ров, характеризующих нелинейность.
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Уравнение Монжа – Ампера  является одним из наиболее интенсивно иссле-
дуемых уравнений нелинейной математической физики благодаря многочислен-
ным приложениям в различных областях науки, в том числе в газовой динамике,
метеорологии, дифференциальной геометрии  и других [1−4]. Наряду с классиче-
ским видом этого уравнения представляет интерес его дальнейшие обобщения,
связанные с усложнением входящего в его состав нелинейного дифференциально-
го оператора. Целью настоящей работы является изучение точных решений мо-
дифицированного уравнения Монжа – Ампера, правая часть которого содержит
степенные нелинейности по производным и произвольную нелинейность от иско-
мой функции. При этом  в качестве основного метода исследования применяется
метод разделения переменных, который остается  одним из самых эффективных
методов решения нелинейных  дифференциальных уравнений в частных произ-
водных  [5−13].

1.Постановка задачи

Рассмотрим уравнение Монжа – Ампера с нелинейной правой частью сле-
дующего вида:

21
22 2 2

2 2 ( )u u u u ug u
x y x yx y

ββ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. (1)

Здесь ( )g u – некоторая заданная функция, β1,β2 – вещественные параметры.
Для нахождения решений уравнения (1) будем использовать функциональное

разделение переменных [5] аддитивного типа, т.е.  решения этого уравнения  бу-
дем искать в виде

( )( , )u x y U z= ; (2)

( ) ( )z X x Y y= + , (3)
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где ( ), ( ), ( )U z X x Y y – неизвестные функции, которые должны быть определены в
дальнейшем. Подстановка выражений (2), (3) в уравнение (1) после некоторых
преобразований дает

[ ] [ ] [ ]{ }
[ ] [ ] [ ]1 2

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

U z X x Y y U z U z X x Y y X x Y y

g U U z X x Y yΣβ β β

′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′+ + =

′ ′ ′= (4)

Здесь и далее всюду 1 2Σβ =β +β .
Рассмотрим решения уравнения (4) для частных случаев, когда одна из неиз-

вестных функций ( ), ( ), ( )U z X x Y y  является линейной.
1. 2( )Y y c y= . Тогда указанное уравнение принимает вид

[ ] [ ] 1
2

1
2

2
( ) ( ) ( )

( ) ( )
U z U z X x

c
g U X x

Σ−β β
β −′′ ′ ′

=
′′

(5)

Уравнение (5) продифференцируем почленно по y , откуда следует уравнение
для ( )U z :

[ ]1( ) ( )
( )

U z U z
g U

Σ−β′′ ′
=α , (6)

где α – некоторая постоянная. Учитывая (6), из (5) получаем уравнение для ( )X x :

[ ] 1
1

( )
( )

X x A
X x β

′′
=

′
,  

2 2
2

1
c

A
β −

=
α

. (7)

Решение уравнения (7) выражается следующими формулами:

при 1 1β = :

0 1 1( ) exp( )X x X X A x= + ; (8)

при 1 2β = :

0 0
1

1( ) ln( )X x X x x
A

= − − ; (9)

при 1 1β ≠ , 1 2β ≠ :

1
0 0( ) ( )

V
X x X x x θ= + −

θ
, (10)

где  1

1

2
1

β −
θ=

β −
, { } 1

1
11 1 1(1 )V A −β= −β ;  0 1,X X  – произвольные постоянные.

Для нахождения функции ( )U z  используем уравнение (6). Умножив это урав-
нение почленно на ( )U z′ ,  запишем его в виде

[ ]2( ) ( ) ( )dU z U z G U
dz

Σ−β′′ ′ =α , (11)

где ( ) ( )G U g U dU= ∫ .
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Далее рассмотрим частные случаи.

Случай а). 3.Σβ ≠
Понизив порядок уравнения (11), приводим его к уравнению первого порядка:

[ ]3( ) (3 ) ( )U z G U AΣ−β
Σ′ −α −β = , (12)

где A – произвольная постоянная.
Уравнение (12) сводится к уравнению с разделяющимися переменными, реше-

ние которого можно записать в неявной форме:

[ ]0 1 (3 )(3 ) ( )
dUz z

G U A Σ−β
Σ

− =
α −β +∫ . (13)

Здесь и всюду далее 0z – произвольная постоянная.

Случай б). 3.Σβ =
Тогда уравнение (11) принимает вид

( ) ( )
( )

U z d G U
U z dz
′′

=α
′

. (14)

Понижая порядок уравнения (14) и решая полученное уравнение первого по-
рядка, находим решение в неявной форме:

( )0 exp ( )z z A G U dU− = −α∫ . (15)

Учитывая выражение (3), окончательно получаем следующие решения в неяв-
ной форме для случая линейной зависимости от переменной y :

[ ]2 0 1 (3 )( )
(3 ) ( )

dUX x c y z
G U A Σ−β

Σ

+ − =
α −β +∫ (16)

для 3Σβ ≠ ;

( )2 0( ) exp ( )X x c y z A G U dU+ − = −α∫ (17)

для 3.Σβ =
Функция ( )X x , входящая в (16) и (17), определяется одним из выражений (8),

(9) и (10) в зависимости от значения 1β .
Для некоторых простейших случаев из (16) и (17) можно получить решения

уравнения (1) в явном виде. Пусть 0( ) constg u g= = , т.е. уравнение (1) не содержит
явно искомой функции. Тогда, вычисляя интегралы в (16) и (17), получим сле-
дующие решения:

1)  при 2:Σβ =

( )[ ]0 0 2( , ) exp ( )u x y U g X x c y= α + ,

где 0U  – новая произвольная постоянная;
2) при 3:Σβ =

( )2 0
0

1( , ) ln ( )u x y X x c y z
g

=− + −
α

;
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3) при 2, 3:Σ Σβ ≠ β ≠

( )[ ]
3
20 2 0

0

1( , ) (2 ) ( )
(3 )

u x y g X x c y z
g

Σ

Σ

−β
−βΣ

Σ
= α −β + −
α −β

.

Проводя аналогичные рассуждения, можно получить решения, аналогичные
приведенным выше, для случая линейной зависимости 1( )X x c x= .

2. ( )U z z=
В этом случае уравнение (4) можно привести к виду

[ ]{ } [ ]{ }1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )X x X x Y y Y y g U−β −β′ ′′ ′ ′′⋅ = . (18)

Далее, введем обозначения

[ ] 1( ) ( ) ( )X x X x x−β′ ′′ =ϕ  , [ ] 2( ) ( ) ( )Y y Y y y−β′ ′′ =ψ ,
с учетом которых (18) принимает вид

( ) ( ) ( )x y g zϕ ψ = (18а)
Логарифмируя (18а) и дифференцируя полученное соотношение по x  и по y ,

с учетом (3) получаем
2

2 ln ( ) 0d g z
dz

= ,

откуда находим

0( ) exp( )g z g z= λ . (19)

Из (18) и (19)  следуют уравнения для функций ( ), ( )X x Y y :

[ ]
[ ]

1

2

1

2

( ) ( ) exp( ),
( ) ( ) exp( ),

X x X x A X
Y y Y y A Y

−β

−β

′ ′′ = λ

′ ′′ = λ
(20)

где 1 2,A A – некоторые постоянные, связанные соотношением 1 2 0.A A g=
а)  0.λ=  Тогда первое из уравнений (20) совпадает с уравнением (7), поэтому

его решение определяется формулами (8), (9) и (10). Второе из уравнений (20)
также с точностью до обозначений совпадает с (7), поэтому выражения для ( )Y y
получаются из (8), (9) и (10) путем замены  x y→ , 0 1 0 1, ,X X Y Y→ , 1 2A A→ ,

1 2β →β .
б) 0.λ≠  В этом случае решение первого из уравнений (20)  можно записать в

неявном виде

( )
( )

11 ( 2)
1 1 1

0
1 1 1

exp( ) при  2,

exp exp( ) при  2,

A X B dX
x x

B A X dX

β −⎧ λ + β ≠⎪− =⎨
λ β =⎪⎩

∫
∫

�

� (21)

где 1B – произвольная постоянная,

{ 1 1 1
1

1 1

(2 ) при  2,
при  2.

AA
A
−β λ β ≠

=
λ β =

�

Аналогичный вид имеет решение для второго уравнения (20).
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2. Общий случай уравнения Монжа – Ампера
со степенными нелинейностями

В данном параграфе рассмотрим общий случай уравнения (1), причем будем
предполагать, что для всех неизвестных функций  выполнены  условия

( ) const, ( ) const, ( ) constU z X x Y y′ ′ ′≠ ≠ ≠ (22)
(альтернативные случаи рассмотрены в предыдущем разделе).

Тогда, разделив почленно уравнение (4) на ( ) ( ) ( ) ( )U z U z X x Y y′ ′′ ′′ ′′  , преобразу-
ем его к виду

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 22 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

X x Y y g U U z X x Y yU z
U z X x Y y U z X x Y y

Σβ − β β′ ′ ′ ′ ′′
+ + = ⋅ ⋅

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′
. (23)

Уравнение (1) допускает разделение переменных, если каждая из функций
( ), ( ), ( )U z X x Y y  может быть определена в результате решения некоторого обык-

новенного дифференциального уравнения (ОДУ). Уравнение (23)  может быть
сведено к ОДУ относительно ( )U z  только в том случае, если функции

( ), ( )X x Y y удовлетворяют условиям

[ ] [ ]2 2( ) ( )
( )

( ) ( )
X x Y y

z
X x Y y
′ ′

+ = ξ
′′ ′′

,  [ ] [ ]1 2( ) ( )
( )

( ) ( )
X x Y y

z
X x Y y

β β′ ′
⋅ =η

′′ ′′
, (24)

где ( )zξ , ( )zη  – некоторые неизвестные функции.
Дифференцируя первое из уравнений (24) по x  и по y , получаем уравнение

( ) 0z′′ξ = . Подставляя его решение 0( )z az aξ = +  в первое из уравнений (24),
получаем

[ ] [ ]2 2

0
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

X x Y y
aX x aY y a

X x Y y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (25)

Из (25) следует, что функции ( ), ( )X x Y y  должны удовлетворять уравнениям

[ ]2
1

( )
( )

( )
X x

aX x a
X x
′

= +
′′

; (26а)

[ ]2
2

( )
( )

( )
Y y

aY y a
Y y
′

= +
′′

, (26б)

где постоянные  1 2,a a  связаны соотношением 1 2 0a a a+ = .
Аналогичным образом, логарифмируя второе из уравнений (24) и дифферен-

цируя его по x  и по y , получаем

( ) exp( )z b zη = λ , (27)

где ,b λ – произвольные постоянные. Подставляя (27) во второе уравнение (24), с
учетом (3), находим

[ ] [ ]1 2( ) ( )
exp( ( )) exp( ( ))

( ) ( )
X x Y y

X x Y y b
X x Y y

β β⎧ ⎫ ⎧ ⎫′ ′⎪ ⎪ ⎪ ⎪⋅ −λ ⋅ ⋅ −λ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬′′ ′′⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
. (28)
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Из (28) следует вторая пара уравнений, которым должны удовлетворять
( ), ( )X x Y y :

[ ] 1

1
( )

exp( ( )),
( )

X x
b X x

X x

β′
= λ

′′
(29а)

[ ] 2

2
( )

exp( ( ))
( )

Y y
b Y y

Y y

β′
= λ

′′
, (29б)

причем постоянные  1 2,b b  связаны соотношением 1 2b b b= .
Из приведенных выше рассуждений следует, что функция ( )X x  должна удов-

летворять системе двух уравнений (26а), (29а), а функция ( )Y y  – системе уравне-
ний (26б), (29б), причем каждая из этих систем является переопределенной. Из
(23) и (24) следует  уравнение для функции ( )U z :

[ ] 1( ) ( )( ) ( ) ( ) 0
( ) ( )

g U U zU z z z
U z U z

Σβ −′′
+ ξ − η =

′′ ′′

или, с учетом выражений для ( )zξ , ( )zη :

[ ] 1
0( )( ) ( ) ( ) ( ) exp( ) 0U z az a U z bg U U z zΣβ −′′ ′ ′+ + − λ = . (30)

Для нахождения функций ( ), ( )X x Y y  рассмотрим системы уравнений (26а),
(29а) и (26б), (29б) соответственно. Исключая ( )X x′′  из системы (26а), (29а), по-
лучаем ОДУ первого порядка:

( ) 1
1 1 1( ) ( ) exp( ( )),X x p X x q X xν′ = + −λ (31)

где 1
1
,ap

b
=  1

1
1

a
q

b
= , 1 1

1 1

1,
2 2
λ

λ = ν =
−β −β

. (31а)

Из уравнения (31) следует

[ ]
( )

2
1 1

1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

X x p X x q
X x p X x q
′ +

=
′′ ν −λ +

. (32)

Аналогичным образом, исключая ( )Y y′′  из системы (26б), (29б), получаем
уравнение:

( ) 2
2 2 2( ) ( ) exp( ( )),Y y p Y y q Y yν′ = + −λ (33)

где 2
2

,ap
b

=  2
2

2

a
q

b
= , 2 2

2 2

1,
2 2
λ

λ = ν =
−β −β

. (33а)

Аналогично уравнению (32), из (33) находим

[ ]
( )

2
2 2

2 2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

Y y p Y y q
Y y p Y y q
′ +

=
′′ ν −λ +

. (34)

Используя уравнения (32) и (34), найдем условия совместности систем (26а),
(29а) и (26б), (29б).
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Сравнивая правые части уравнений (32) и (26а), (34) и (26б), находим, что сис-
темы уравнений (26а), (29а) и (26б), (29б) являются совместными в следующих
случаях:

Случай 1)

0,λ= 1 2

1 2
,

p p
a= =

ν ν
  1 2

1 2
1 2

,
q q

a a= =
ν ν

. (35)

Из соотношений (35) с учетом (31а) следует, что 1 1 2 22 , 2b b= −β = −β .
Функцию ( )X x  определяем в результате решения уравнения (31):

1
1 1

1
( ) ( )

q
X x k S x

p
= − ; (36)

1

1

2
1

0 11

1 1

( ) при 1,( )
exp( ) при 1.
x xS x

p x

−β
−β

⎧⎪ − β ≠=⎨
⎪ β =⎩

(36а)

При этом 
1

11

21
11 1

1 1
1

1
2

k p

−β
−β−β −β⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−β⎝ ⎠
в случае 1 1β ≠  и 1k – произвольное в случае 1 1β = .

Подставив (36) в уравнение (26а), находим

12a= −β . (36б)

Аналогичным образом находим функцию ( )Y y  из уравнения (33):

2
2 2

2
( ) ( )

q
Y y k S y

p
= − ;  (37)

2

2

2
1

0 22

2 2

( ) при 1,( )
exp( ) при 1.
y yS y

p y

−β
−β

⎧⎪ − β ≠=⎨
⎪ β =⎩

(37а)

Здесь 
2

22

21
11 2

2 2
2

1
2

k p

−β
−β−β −β⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−β⎝ ⎠
в случае 2 1β ≠  и 2k – произвольное в случае 2 1β = .

Подставив (37) в уравнение (26б), находим

22a= −β . (37б)

Из сопоставления (37а) и (37б) следует, что в рассматриваемом случае реше-
ние существует, только  если выполняется условие 1 2β =β =β . Отсюда с учетом
(31а) и (33а) следует, что 1 2 1,p p= =  1 2k k k= = .

Для данного случая уравнение (30) для функции ( )U z  приводится к виду

[ ] 1( ) ( ) ( ) ( ) 0azU z U z bg U U z Σβ −′′ ′ ′+ − =� � � � . (38)

При этом использована замена переменной  0a
z z

a
= +� .

Рассмотрим случай, когда 0( )g u g uγ= , т.е. уравнение содержит степенные не-
линейности как по производным, так и по неизвестной функции. Покажем, что в
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этом случае уравнение (38) имеет частное решение вида

0U U zσ= � . (39)
Подставляя (39) в уравнение (38), находим

2( 1)
2 2

β−
σ=

β+ γ −
, 

1
2 2

0
0

1 1 ( 1)aU
bg

β+γ−
σ

⎛ ⎞+ σ−
= ⎜ ⎟
σ ⎝ ⎠

. (40)

Тогда из (36), (37) и (39), возвращаясь к старой переменной z, окончательно
получаем решение уравнения (1):

( )0 1 2( , ) ( ) ( )u x y u S x S y σ= + , (41)

где 1 2( ), ( )S x S y  определяются выражениями (36а), (37а), 0 0u U kσ= .
Рассмотрим решение при особых значениях параметров, определяемых соот-

ношениями
1β= ; (42а)

2 2 0β+ γ − = . (42б)
а) Если выполнено условие (42а),  а условие (42б) не выполняется, т.е. 1β= ,
0γ ≠  , то решение (41) вырождается в константу  0( , )u x y u= ;
б) Если выполнено условие (42б),  а условие (42а) не выполняется , то решение

(41) не существует;
в) Если выполняются оба условия (42а), (42б), то уравнение (1) имеет решение

следующего вида:

( )
0

1 21 1 2 2( , ) exp( ) exp( )
g

p pu x y k p x k p y= + ,

где 1 2, ,p p  1 2,k k  – произвольные постоянные.
Случай 2)

0,a=   1
1

1 1 1

q
a

q
=

ν −λ
,  2

2
2 2 2

q
a

q
=

ν −λ
. (43)

Тогда из уравнений (26а) и (29а) с учетом (43) находим функцию ( )X x ; из урав-
нений (26б) и (29б) с учетом (43) находим функцию ( )Y y :

0 1 0( ) ln( )X x X a x x= − − ; (44)

0 2 0( ) ln( )Y y Y a y y= − − . (45)

Здесь 0 0,x y  – произвольные постоянные; 0X , 0Y  определяются выражениями

1 1
1

0
1

( )1 ln
a

X
b

β −⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

,  
2 1

2
0

2

( )1 ln
a

Y
b

β −⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

.

При этом уравнение (30) принимает вид

[ ] 1 2 1
0 ( ) ( ) ( ) ( ) exp( ) 0a U z U z bg U U z zβ +β −′′ ′ ′+ − λ = . (46)

Таким образом, в данном случае решение (2) содержит функции ( )X x , ( )Y y ,
определяемые выражениями (44), (45) и функцию ( )U z , являющуюся решением
уравнения (46).
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Случай 3)

1 2 2β =β = , 0,λ=  0,a=   1 1 2 2,b a b a= = . (47)
Тогда уравнение (30) упрощается так:

[ ]3
0 ( ) ( ) ( ) ( ) 0a U z U z bg U U z′′ ′ ′+ − = , (48)

а функции ( ), ( )X x Y y  находим  из уравнений (26а) и (26б) с учетом (47). Решая
уравнение (48) и опуская промежуточные преобразования, находим

( )
1 2

0
0

1( , ) arcsin ( , )u x y a w x y
bg
⎛ ⎞

=± ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при  0 00, 0a bg≠ > ; (49)

{ }
1 2

2
0

0

1( , ) ln ( , ) 1 ( , )u x y a w x y w x y
bg

⎛ ⎞
=± − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 при  0 00, 0a bg≠ < ; (50)

{ }
1 2

0 1 0 2 0
0

1( , ) ln lnu x y a a x x a y y
bg
⎛ ⎞

=± − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при  0 00, 0a bg= < , (51)

где ( ) ( )1 0 2 0
0 0 0( , ) a a a aw x y C x x y y− −= − − . Решения уравнения (1), определяемые

формулами(49) – (51), получены в предположении, что 0( )g u g= .

Заключение

Таким образом, в данной работе исследовано двумерное уравнение Монжа –
Ампера, содержащее степенные нелинейности по первым производным и нели-
нейность произвольного вида по неизвестной функции. С помощью метода функ-
ционального разделения переменных получен ряд точных решений данного урав-
нения.  В частности, рассмотрен случай, когда одна из функций ( ), ( ), ( )U z X x Y y ,
вводимых при разделении переменных, является линейной, а также общий слу-
чай, когда указанные функции могут быть произвольными. Получены точные ре-
шения в явном виде для уравнения, не содержащего явно искомой функции. Про-
анализирован вид решений в зависимости от значений параметров, характери-
зующих нелинейность.
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