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ПРИЛИПАНИЕ – СКОЛЬЖЕНИЕ НА ТВЕРДОЙ СТЕНКЕ1

Исследуется плоское течение вязкой несжимаемой жидкости в Т-образном
канале. Рассматриваются три модели взаимодействия жидкости с твердой
стенкой: условие прилипания, условие проскальзывания Навье и условие
проскальзывания с предельным напряжением. Движение жидкости обеспе-
чивается заданием однородных профилей давления в граничных сечениях
канала. Задача решается численно методом контрольного объема с исполь-
зованием процедуры SIMPLE. В результате проведенного исследования вы-
явлены характерные режимы течений для рассматриваемых моделей взаи-
модействия жидкости с твердой стенкой. Продемонстрировано влияние ос-
новных параметров задачи на картину течения. Построены критериальные
зависимости, описывающие характеристики течения в условиях математи-
ческой постановки, сформулированной в настоящей работе.
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Технология переработки полимерных композиций, которые в текучем состоя-
нии представляют собой вязкие среды, сопровождается сложными гидродинами-
ческими и теплофизическими процессами; дополнительные трудности вносит
геометрия области течения. При изучении течений жидкости в каналах различной
конфигурации необходимо знать механизм взаимодействия жидкости с твердой
поверхностью. При математическом моделировании задач о течении вязкой жид-
кости на стенке традиционно используется условие прилипания. Однако экспери-
ментальные данные [1, 2] показывают нарушение условия прилипания на твердой
границе, в результате чего реализуется условие скольжения.

В работе [3] исследуется задача об установившемся ламинарном течении вяз-
кой жидкости в микроканалах с учетом условия скольжения Максвелла на твер-
дых стенках. Численная реализация условия скольжения Навье для метода конеч-
ных элементов применительно к плоским и пространственным течениям подроб-
но рассмотрена в [4]. Авторы работы [5] исследуют течение ньютоновской не-
сжимаемой жидкости в Т-образном канале, как с учетом прилипания, так и с уче-
том скольжения по закону Навье на твердых границах. Различные модели взаимо-

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (№15-08-02256 а) и в рамках государственного задания № 2014/223 (код проекта 1943).
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действия жидкости с твердой стенкой в случае течения ньютоновской несжимае-
мой жидкости в изогнутом под прямым углом канале описываются в [6].

В настоящей работе реализуются три модели взаимодействия вязкой жидкости
с твердой стенкой: условие прилипания, условие скольжения Навье и условие
скольжения с предельным напряжением. Выявлены характерные режимы течений
для рассматриваемых моделей взаимодействия жидкости с твердой стенкой c об-
разованием циркуляционных зон в потоке. Выполнена оценка степени влияния
основных параметров на картину течения. Построены критериальные зависимо-
сти, описывающие характеристики течения в условиях математической постанов-
ки, сформулированной в настоящей работе.

Постановка задачи

Рассматривается плоское установившееся течение ньютоновской несжимае-
мой жидкости в Т-образном канале. Область течения ограничивается твердыми
стенками MNF, EGC, AB и граничными сечениями AM, FE, BC (рис. 1). В сечени-
ях AM, FE и BC задаются однородные профили давления, которые обеспечивают
движение жидкости. При этом расстояние от этих сечений до угловых точек N и G
должно быть достаточно большим для того, чтобы избежать влияния течения в
окрестности этих точек на характер течения вблизи границ.
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Рис. 1. Область течения
Fig. 1. Flow region

Математическая постановка включает в себя уравнения Навье – Стокса и не-
разрывности, которые в безразмерных переменных в векторном виде записывают-
ся следующим образом:

( ){Re Re ,
0,

p⋅∇ =− ∇ +∆
∇⋅ =

U U U
U

(1)

где U – вектор скорости с компонентами (U,V) в декартовой системе координат,

p – давление, 0Re
U Lρ

=
μ

 – число Рейнольдса, ρ – плотность жидкости, µ – дина-

мическая вязкость. В качестве безразмерных масштабов длины и скорости ис-

пользуются величины: L – ширина граничного сечения AM и 0
pU =
ρ
+  соответст-
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венно, где AM BCp p p= −+  – перепад давлений между граничными сечениями AM

и BC. Безразмерное давление определяется соотношением 
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−
−
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На твердых стенках реализуются три вида граничных условий, соответствую-
щие следующим моделям взаимодействия жидкости с твердой стенкой:

Модель I: Традиционное условие прилипания, состоящее в равенстве нулю
вектора скорости на твердых границах.

Модель II: Условие проскальзывания Навье, согласно которому касательная
скорость на стенке прямо пропорциональна касательному напряжению, а нор-
мальная скорость равна нулю.

Модель III: Условие проскальзывания с предельным напряжением подразуме-
вает, что значение касательной скорости равно нулю в случае, если касательное
напряжение не превышает некоего предельного значения τ0, а в случае его пре-
вышения – поведение жидкости аналогично модели Навье.

В табл. 1 представлена математическая запись граничных условий на твердых
стенках в безразмерных переменных, а рис. 2 демонстрирует зависимость каса-
тельной скорости на твердой стенке от касательного напряжения для исследуемых
моделей взаимодействия жидкости с твердой стенкой.

Т а б л и ц а  1

Математическая запись граничных условий в безразмерных переменных
для исследуемых моделей взаимодействия жидкости с твердой стенкой

Номер модели Название модели (условия) Математическая запись
граничного условия

Модель I Условие прилипания 0, 0s nU U= =

Модель II Условие проскальзывания
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Модель III Условие проскальзывания
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Здесь β = β*μ/L – безразмерный коэффициент проскальзывания, β* – размер-
ный коэффициент проскальзывания, sU  – касательная скорость, nU  – нормальная

скорость, 
*
0

0
0

L
U
τ

τ =
μ

 – безразмерное предельное напряжение, *
0τ  – размерное пре-

дельное напряжение.
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Рис. 2. Зависимость касательной скорости на твердой стенке от касательного напряжения
для различных моделей взаимодействия жидкости с твердой стенкой: а – условие прилипа-
ния, б – условие проскальзывания Навье, в – условие проскальзывания с предельным на-
пряжением
Fig. 2. Tangential velocity on the solid wall as a function of shear stress for different models of
fluid interaction with solid walls: (a) no-slip boundary condition, (б) Navier slip boundary condi-
tion, and (в) slip boundary condition with the limit stress

Решение поставленной задачи сводится к отысканию полей скорости и давле-
ния, которые будут удовлетворять уравнениям системы (1) с заданными гранич-
ными условиями.

Метод решения

Задача решается численно. Для нахождения стационарных полей скорости и
давления используется метод установления. Выбранный метод подразумевает до-
бавление производной искомой функции U по времени в первое уравнение систе-
мы (1). Полученная система дискретизируется конечно-разностным методом с ис-
пользованием процедуры SIMPLE [7]; используется квадратная разнесенная сет-
ка. Расчет на каждом шаге по времени сопровождается организацией итерацион-
ного процесса, состоящего из двух стадий. На первом этапе рассчитываются поля
скорости, удовлетворяющие разностным аналогам уравнений движения. На вто-
рой стадии корректируются поля давления и скорости, с целью удовлетворения
уравнению неразрывности.

В ходе верификации численной методики, разработанной для исследования
поставленной задачи, были выполнены тестовые расчеты. Для проверки аппрок-
симационной сходимости был проведен ряд расчетов на последовательности се-
ток. На рис.3 представлено распределение скорости U в сечении протекания BC.
Результаты на сетке с шагом по пространству 1/20 и 1/40 практически не отлича-
ются, поэтому все дальнейшие расчеты проводились на сетке с шагом по про-
странству 1/20.

Кроме того, для подтверждения работоспособности программы была решена
задача о плоском течении ньютоновской несжимаемой жидкости в Т-образном
канале, исследованная в работе [8]. В соответствии с ее постановкой в граничном
сечении BC задается параболический профиль скорости Пуазейля, в граничных
сечениях AM и FE – нулевое давление, а на твердых стенках выполняется условие
прилипания. Сравнение результатов расчета течения по описанной методике с ре-
зультатами, полученными с помощью программного модуля Ansys Fluent, исполь-
зуемого авторами работы [8], представлены на рис. 4 и 5. Наблюдается качествен-
ное согласование результатов.
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Рис. 3. Распределение скорости U
в граничном сечении BC (модель I,
Re = 30, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3,
p1 = 1,  p2 = 1.2)
Fig. 3. Distribution of the velocity U
in boundary section BC (model I,
Re = 30, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3,
p1 = 1, p2 = 1.2)
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Рис. 4. Распределение линий тока при
Re = 5 (L1 = 30, L2 = 10, L3 = 26, а – настоя-
щая работа, б – расчеты [8])
Fig. 4. Streamline distribution for Re = 5
(L1 = 30, L2 = 10, L3 = 26, (а) present paper,
(б) results from [8])

Рис. 5. Распределение линий тока при
Re = 30 (L1 = 30, L2 = 10, L3 = 26, а – на-
стоящая работа, б – расчеты [8])
Fig. 5. Streamline distribution for Re = 30
(L1 = 30, L2 = 10, L3 = 26, (а) present paper,
(б) results from paper [8])
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Результаты расчетов

Численные расчеты показали, что для описанных выше моделей взаимодейст-
вия жидкости с твердой стенкой формируется установившийся режим течения.
В окрестностях границ AM, FE и BC реализуется плоскопараллельное течение
с параболическим профилем скорости и однородным распределением давления.
В окрестности сечений, содержащих угловые точки, формируются переходные
участки течения. На рис. 6 представлена картина течения при Re = 30 для моде-
ли I с условием прилипания, а на рис. 7 – соответствующее поле давления.
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Рис. 6. Распределение линий тока при Re = 30 (модель I, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2)
Fig. 6. Streamline distribution for Re = 30 (model I, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2)
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Рис. 7. Поле давления при Re = 30 (модель I, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2)
Fig. 7. Pressure field for Re = 30 (model I, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2)

Сначала проводились параметрические исследования для модели I. На рис. 8
представлено распределение линий тока при различных значениях числа Re. Из
рисунка видно, что увеличение значения этого безразмерного критерия приводит
к изменению режима течения. Так, при Re<30 в канале реализуется движение без
образования циркуляционных зон в потоке жидкости. Через сечения AM и FE
жидкость втекает, а через сечение BC вытекает. Увеличение числа Re приводит к
росту влияния инерционных сил, в результате чего поток жидкости, движущийся
от границы FE, начинает сильнее прижимать поток от границы AM, что приводит
к образованию циркуляционной зоны вблизи твердой границы AB и уменьшению
расхода через сечение BC. Дальнейшее поведение течения жидкости характеризу-
ется ростом размеров образовавшейся циркуляционной зоны. При достижении
критического значения Re = 43 высота циркуляционной зоны достигает 1 безраз-
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мерной единицы и происходит изменение режима течения, для которого харак-
терно разделение потока, движущегося от границы FE, на две части. В результате
через сечение FE жидкость подается в канал, а через сечения AM и BC вытекает из
него. При этом происходит уменьшение размеров циркуляционной зоны с увели-
чением значений числа Re.
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Рис. 8. Распределение линий тока при различных значениях числа Re (модель I, L1 = 3,
L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2, а – Re = 1, б – Re = 30, в – Re = 40, г – Re = 43, д – Re = 43.5,
е – Re = 50)
Fig. 8. Streamline distribution for different values of Reynolds number (model I, L1 = 3, L2 = 4,
L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2, Re = (a) 1, (б) 30, (в) 40, (г) 43, (д) 43.5, and (е) 50)

Соответствующее поведение дополнительно описывается зависимостью рас-
хода через граничные сечения AM, FE и BC от числа Re, представленного на
рис. 9. Таким образом, увеличение значения числа Re приводит к возрастанию
расхода через сечение BC и уменьшению его значения через сечение EF. В свою
очередь расход через сечение AM сначала плавно возрастает, достигая своего мак-
симального значения 0.5 безразмерных единиц, а затем уменьшается до отрица-
тельных значений, проходя при этом через нулевое значение при Re = 43 безраз-
мерных единиц, что свидетельствует о смене режима течения.

В рамках параметрических исследований модели I также были изучены рас-
ходно-напорные характеристики течения. Рис. 10 демонстрирует зависимость
расхода через сечения AM, FE и BC от давления на границе FE, задаваемого в
диапазоне значений 1−2 безразмерных единиц. Исследования показали, что увели-
чение давления на границе FE приводит к увеличению количества жидкости, про-
текающей через сечение BC, и уменьшению расхода через сечение FE. При этом
расход через сечение AM также уменьшается, достигая нулевого значения при
pFE = 1.295, что свидетельствует о переходе из одного режима течения в другой.
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Рис. 9. Зависимость расхода через сечения
AM, FE и BC от числа Re (модель I, L1 = 3,
L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2, а –QBC, б –
QAM, в – QEF, г – Q = 0)
Fig. 9. Flow rate through the sections AM, FE,
and BC as a function of Reynolds number
(model I, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1,
p2 = 1.2, (а) QBC, (б) QAM, (в) QEF, and (г)
Q = 0)

Рис. 10. Зависимость расхода через сечения
AM, FE и BC от давления на границе FE
(модель I, Re = 30, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3,
p1 = 1, p2 = 1.2, а –QBC, б – QAM, в – QEF, г –
Q = 0)
Fig. 10. Flow rate through the sections AM,
FE, and BC as a function of pressure on the
boundary FE (model I, Re = 30, L1 = 3, L2 = 4,
L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2, (а) QBC, (б) QAM, (в)
QEF, and (г) Q = 0)

Новый режим течения характеризуется разделением потока жидкости, движуще-
гося от границы FE. При этом характер зависимости картины течения от давле-
ния, задаваемого в этом сечении, аналогичен тому, что наблюдается при исследо-
вании влияния числа Re на картину течения, описанную выше.

Далее были проведены параметрические исследования модели с условием
проскальзывания Навье (модель II). Было установлено, что характер изменения
картины течения в зависимости от коэффициента проскальзывания β подобен то-
му, что имеет место в случае модели с условием прилипания в зависимости от
числа Re. На рис.11 представлена зависимость расхода через граничные сечения
AM, FE и BC от коэффициента проскальзывания для модели II (β = 0−4 безраз-
мерных единиц). Из рис.11 видно, что изменение режима течения происходит при
β = 0.136 безразмерных единиц, которое является критическим значением для
этой модели взаимодействия жидкости с твердой стенкой.

Параметрические исследования для модели проскальзывания с предельным
напряжением показали, что для модели III также существует критическое значе-
ние параметра τ0, соответствующее смене режима течения. На рис. 12 представле-
на зависимость расхода через граничные сечения AM, FE и BC от предельного на-
пряжения при β = 0.2 безразмерных единиц. Переход из одного режима в другой
происходит при τ0 = 0.72 безразмерных единиц. Рис. 12 показывает, что для каж-
дого сечения протекания существует такое значение предельного напряжения, по-
сле которого не происходит количественного изменения в расходе жидкости. Рас-
пределение линий тока при различных значениях параметра модели τ0 (рис. 13)
свидетельствует о том, что новый режим течения характеризуется увеличением
размеров циркуляционной зоны, которая образуется вблизи угла MNF, если пре-
дельное напряжение τ0 не превышает своего критического значения.
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Рис. 11. Зависимость расхода через сечения
AM, FE и BC от коэффициента проскальзы-
вания β (модель II, Re = 30, L1 = 3, L2 = 4,
L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2, а – QBC, б – QAM, в –
QEF, г – Q = 0)
Fig.11. Flow rate through the sections AM,
FE, and BC as a function of slip coefficient β
(model II, Re = 30, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3,
p1 = 1, p2 = 1.2, (а) QBC, (б) QAM, (в) QEF, and
(г) Q = 0)

Рис. 12. Зависимость расхода через сечения
AM, FE и BC от предельного напряжения τ0
(модель III, Re = 30, β = 0.2, L1 = 3, L2 = 4,
L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2, а – QBC, б – QAM, в –
QEF, г – Q = 0)
Fig.12. Flow rate through the sections AM,
FE, and BC as a function of ultimate stress τ0
(model III, Re = 30, β = 0.2, L1 = 3, L2 = 4,
L3 = 3, p1 = 1, p2 = = 1.2, (а) QBC, (б) QAM, (в)
QEF, and (г) Q = 0)
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Рис. 13. Распределение линий тока при различных значениях предельного напряжения τ0
(модель III, Re = 30, β = 0.2, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2, а – τ0 = 0, б – τ0 = 0.4, в –
τ0 = 0.72, г – τ0 = 0.8, д – τ0 = 2, е – τ0 = 4)
Fig. 13. Streamline distribution for different values of ultimate stress τ0 (model III, Re = 30,
β = 0.2, L1 = 3, L2 = 4, L3 = 3, p1 = 1, p2 = 1.2, τ0 = (а) 0, (б) 0.4, (в) 0.72, (г) 0.8, (д) 2, and (е) 4)
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Дальнейшее увеличение τ0 приводит к смене режима, при этом циркуляцион-
ная зона уменьшается и смещается в сторону границы AB, полностью исчезая при
τ0 = 2 безразмерным единицам.

Заключение

Исследовано плоское установившееся течение ньютоновской несжимаемой
жидкости в Т-образном канале. В рамках работы реализована математическая по-
становка, учитывающая различные модели взаимодействия жидкости с твердой
стенкой: условие прилипания, условие проскальзывания Навье и условие про-
скальзывания с предельным напряжением. Для модели с условием прилипания
(модель I) были проведены параметрические исследования картины течения в за-
висимости от числа Re, изменяющегося в диапазоне от 0.1 до 50 безразмерных
единиц, а также в зависимости от значения давления, задаваемого на границе EF
(pFE = 1−2 безразмерные единицы). Для модели с условием проскальзывания На-
вье (модель II) было исследовано, как меняется характер течения в зависимости от
коэффициента проскальзывания β, изменяющегося в диапазоне от 0 до 0.4 безраз-
мерных единиц. Третий этап исследований был посвящен модели проскальзыва-
ния с предельным напряжением (модель III). В частности, были проведены пара-
метрические исследования картины течения в зависимости от предельного на-
пряжения τ0 = 0−6 безразмерных единиц.

В результате проведенного исследования выявлены характерные режимы те-
чений для описанных моделей взаимодействия жидкости с твердой стенкой c об-
разованием циркуляционных зон в потоке. Выполнена оценка степени влияния
основных параметров на картину течения. Построены критериальные зависимо-
сти, описывающие характеристики течения в условиях постановки настоящей ра-
боты.
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WALL. Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 4(42). pp. 58−69

DOI 10.17223/19988621/42/6

The planar flow of a Newtonian incompressible fluid in a T-shaped channel is investigated.
Three models of fluid interaction with solid walls are considered:

(a) Traditional no-slip boundary condition implying the vanishing velocity vector on the solid
walls.

(b) Navier slip boundary condition according to which the tangential velocity on the solid
wall is linearly proportional to the shear stress and the normal velocity is equal to zero.

(c) Slip boundary condition with ultimate shear stress supposes that the tangential velocity on
the solid wall is equal to zero when the shear stress does not exceed a certain ultimate shear stress;
if the shear stress is more than the ultimate shear stress, the behavior of the fluid is similar to the
Navier model.

The fluid flow is provided by uniform pressure profiles in boundary sections of the channel.
The problem is numerically solved using the finite difference method based on the SIMPLE
procedure.

As a result, the characteristic flow regimes have been found for described models of fluid
interaction with a solid wall. The effect of Reynolds number, pressure of boundary sections, and
parameters of the models on the flow pattern was performed. The criterion dependences
describing the main flow characteristics under mathematical conditions of the present work have
been plotted.
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