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Принцип максимума Понтрягина для стохастических задач оптимального управления получен в 

работах [1–3 и др.]. В работе [4] получено необходимое условие оптимальности в форме принципа мак-
симума Понтрягина в задаче управления стохастическими системами с запаздывающим аргументом и 
рассмотрен случай вырождения условия максимума (особый случай). 

Предлагаемая работа посвящена выводу необходимых условий оптимальности квазиособых 
управлений в задаче оптимального управления, описываемых стохастическими системами. 

 
1. Постановка задачи 

 

Пусть  PF ,,  – полное вероятностное пространство;  tw  – n -мерный стандартный винеров-

ский процесс, определенный на полном вероятном пространстве  PF ,, ;  n
F RttL ;, 10
2  – пространство 

измеримых по  ,t   случайных процессов  , :x t    nRtt :, 10 , для которых   
1

0

2
t

t

dttxE . 

Здесь и в дальнейшем знак E  – математическое ожидание. 
Пусть динамика стохастического управляемого процесса на фиксированном отрезке времени 

 10 , ttT   описывается системой дифференциальных уравнений 

           , , ,dx t f t x t u t dt t x t dw t  ,   Tt  10 , tt ,                                (1) 

с начальным условием 
  00 xtx  ,                                                                        (2) 

где  uxtf ,,  заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с 

частными производными по  ux,  до второго порядка включительно;  σ , :t x )( nnRRT nnn   -

матричная функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными производными по x  
до второго порядка включительно, причем 

        rr
Fd RUtuRttLuUtu  ;, 10
2 ,                                              (3) 

где U  – заданное непустое, ограниченное и выпуклое множество. dU  назовем множеством допустимых 

управлений. 



5 

В дальнейшем предполагается, что каждому допустимому управлению    r
F RttLtu ;, 10
2  соот-

ветствует единственное решение  tx  системы (1)–(2) с п.н. непрерывными траекториями, определен-

ными на T . 
Целью управления является минимизация терминального критерия качества  

     ,1txhEuI                                                                         (4) 

где  xh  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая скалярная функция. 

Основной задачей является вывод необходимых условий оптимальности первого и второго по-
рядков для выпуклой области управлений. 

 
2. Необходимое условие оптимальности первого порядка 

 
Предположим, что     txtu ,  – фиксированный допустимый процесс. Через 

            txtxtxtututu  ,  обозначим произвольный допустимый процесс. Запишем формулу 

для приращения функционала: 
        .)()( 11 txhtxhEuIuIuI                                                      (5) 

Приращение  tx  траектории  tx  удовлетворяет системе  

                
        

, , , ,

, σ , , ,

d x t d x t x t f t x t u t f t x t u t dt

t x t t x t dw t t T

        

   
                                  (6) 

  00  tx .                                                                             (7) 

Пусть    2
0 1, ; n

Ft L t t R    случайный процесс, стохастический дифференциал которого имеет 

вид 

       β .d t t dt t dw t     

Здесь по определению  α t n -мерная непрерывная вектор-функция,    2
0 1β , ; .n n

Ft L t t R    

Тогда на основании формулы Ито (см. например, 5) получается 

                        β , ,d t x t d t x t t d x t t t x t t x t dt d t x t                        

                      
       

, , , , , ,

, σ , .

t f t x t u t f t x t u t dt t x t t x t dw t

t t x t t x t dt

     

    
                  (8) 

Здесь и в дальнейшем (	′	) – знак транспонирования. 
Положим 

   , , ,ψ , , ,H t x u f t x u           , , ,ψx xH t H t x t u t t ,         , , ,ψ ,u uH t H t x t u t t  

        , , , ,xx xxH t H t x t u t t           , , ,ψuu uuH t H t x t u t t , 

      tutxtftf xx ,, ,       tutxtftf uu ,, ,     σ ,x xt t x t  ,     σ ,xx xxt t x t  . 

Используя формулу Тейлора, тождества (8можно записать в следующем виде: 

                

                 

                   

          

2
1

2
2

1 1

2 2

, , σ

1
( ) .

2

x u

xx ux uu

x

xx

d t x t d t x t H t x t dt H t u t dt

x t H t x t dt u t H t x t dt u t H t u t dt

z t dt t t x t t x t dw t t t x t dt

x t t t x t dt t x t dt

            

           

         

        

                        (9) 

Здесь величины  o (.) 1,2i   определяются, соответственно, из разложения 
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		                      

                    2
1

, , ,ψ , , ,

1 1
,

2 2

x u

xx ux uu

H t x t u t t H t x t u t t H t x t H t u t

x t H t x t u t H t x t u t H t u t z t

       

             
 

                  2
2

1
, σ ,

2x xxt x t t x t t x t x t t x t x t             , 

где        txtutz , . 

С учетом (7) и (9) формула приращения (5) принимает следующий вид: 

                     

                   

           

1

0

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
1

2

1

2

1 1
( )β( ) [ ] ( )

2 2

t

x xx
t

t t t t

x u xx ux
t t t t

t t t

uu x xx
t t t

I u E h x t x t x t h x t x t t x t d t x t

H t x t dt H t u t dt x t H t x t dt u t H t x t dt

u t H t u t dt t t x t dt x t t t x t dt

                


                

              ( ).u
   


      (10) 

Здесь по определению 

            1 1

0 0

2 2 2
1 2 3 1β

t t

t t
u E z t dt t x t dt x t

               
  

, 

где   2

3 1x t   определяется из разложения  

                    2
1 1 1 1 1 1 1 3 1

1

2x xxh x t h x t h x t x t x t h x t x t x t          . 

Если предположить, что случайные процессы    2
0 1, ; n

Ft L t t R  ,    2
0 1β , ; n n

Ft L t t R   являются 

решением сопряженной системы 

            
    1 1

β ,

,

x x

x

d t H t t t dt t dw t

t h x t

      

  

 

то формула приращения (10) примет следующий вид: 

                  

                     

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 1
1 1

2 2

1 1
σ .

2 2

t t

u xx xx
t t

t t t

xx ux uu
t t t

I u E H t u t dt x t h x t x t x t H t x t dt

x t t t x t dt u t H t x t dt u t H t u t dt u

              


                 


      (11) 

Специальное приращение оптимального управления  tu  в силу выпуклости области управления 

U  можно определить по формуле 

     ; εu t v t u t       ,   Tt ,                                                  (12) 

где    2
0 1, ; r

Fv t L t t R   произвольный вектор, а  ε 0,1  – произвольное число. 

Обозначим через  ;x t    специальное приращение траектории ),(tx  отвечающее приращению  

( ; )u t   управления ).(tu  

Из (6), используя условие Липшица, при помощи леммы Гронуолла–Белмана (см. например, 6) 
получается оценка 

  2 2; ε ,E x t N                                                                (13) 

где const 0N   . 

Лемма. Пусть  t  является решением задачи 



7 

                   σx u xd t f t t f t v t u t dt t t dw t       ,                               (14) 

  00 t . 

Тогда справедливо разложение 

     ε ;x t t t     .                                                           (15) 

Принимая во внимание (15) и оценку (13), из (11) получим, что 

                

                    

 

1

0

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

2

1 1 1

ε

2

( ) ( ) [ ] ( ) 2 ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) [ ]( ( ) ( ))

t

u
t

t t

xx xx xx
t t

t t t

xx xu uu
t t t

I u I u t u t I u t E H t v t u t dt

t h x t t t H t t dt t t t t dt

l t t t l t dt l t H t u t v t dt u t v t H t v t u t dt

 

           
 

         



           

     

 2 .  


(16) 

Из разложения (16) в силу произвольности   сразу следует справедливость следующего утвер-
ждения. 

Теорема 1. При сделанных предположениях для оптимальности допустимого управления  tu , 

,t T  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство 

       0
1

0


t

t
u dttutvtHE                                                         (17) 

выполнялось для всех    r
F RttLtv ;, 10
2 . 

Неравенство (17) является линеаризованным интегральным условием  максимума для задачи (1)–(4). 
Можно доказать, что оно имеет место тогда и только тогда, когда почти для всех 0 1θ [ , )t t  и 

 r
F RttLv ;, 10
2  выполняется неравенство  

    θ 0uH v u    .                                                            (18) 

Здесь и в дальнейшем 0 1θ [ , )t t  произвольная точка Лебега управления  tu . 

Неравенство (18) есть поточечный линеаризованный принцип максимума в рассматриваемой за-
даче и представляет собой необходимое условие оптимальности первого порядка. 

Перейдем к изучению случая вырождения линеаризованного условия максимума. 
 

3. Необходимые условия оптимальности квазиособых управлений 
 

Будем исследовать случай вырождения линеаризованного условия максимума (18). По аналогии с 
[7] введем следующее определение. 

Определение. Допустимое управление  tu  назовем квазиособым, если вдоль процесса     txtu ,  

для всех dUv  и 0 1θ [ , )t t  выполняется следующее условие: 

    θ θ 0uH v u   ,  п.н.                                                        (19) 

Ясно, что в квазиособом случае линеаризованное необходимое условие оптимальности (18) теряет 
свое содержательное значение, в связи с чем надо иметь новые необходимые условия оптимальности, 
работающие в квазиособом случае. 

Пусть  tu , ,t T  – квазиособое оптимальное управление. Тогда из разложения (16) в силу (19) и 

произвольности  0,1  следует, что 

                

                    

1

0

1 1

0 0

1 1 1

2 0.

t

xx xx xx
t

t t

ux uu
t t

E t h x t t t H t t t t dt

v t u t H t t dt v t u t H t v t u t dt

         


       




 

   



                        (20) 
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Теорема 2. Если  tu , ,t T  – квазиособое управление,  то для его оптимальности в задаче (1)–(4) 

необходимо, чтобы неравенство (20) выполнялось для всех   dUtv  , Tt . 

Неравенство (20) является довольно общим, но вместе с тем  неявным необходимым условием 
оптимальности квазиособых управлений. Однако с его помощью удается получить ряд необходимых 
условий оптимальности квазиособых управлений, выраженных непосредственно через параметры зада-
чи (1)–(4). 

Уравнение (14) является линейным неоднородным стохастическим дифференциальным уравнени-
ем. Поэтому, применяя результаты, например, работ [8] получаем, что решение  t   задачи (14) допус-

кает представление 

        
0

,
t

t

t Q t v u d      .                                                          (21) 

Здесь по определению  

     , , uQ t R t f    , 

где  nn  матрица  ,R s  является решением задачи 

           , , ,x xdR t s f t R t s t R t s dw t   , 

 , ( ( )-n nR s s E E n n   мерная единичная матрица). 

С помощью представления (21) следуя схеме предложенный, например, в 9–11 доказывается 
справедливость тождеств: 

      

                
1 1

0 0

1 1 1

1 1 1, , ,

xx

t t

xx
t t

t h x t t

v u Q t h x t Q t s v s u s d ds

 


       

 
                                 (22) 

         
1

0

β
t

xx xx
t

t H t t t t dt         

              
 

    
1 1 1

0 0 max ,
, β , ,

t t t

xx xx
t t s

v u Q t H t t t Q t s dt v s u s ds d


 
              

  
                (23) 

                       .,
1

0

11

0

dttutvdtQHuvdtttHtutv
t

t

t

t
ux

t

t
ux 











                  (24) 

Пусть по определению 

           
 

1

1 1 1
max ,

, ( , ) ( ( )) ( , ) , β , .
t

xx xx xx
s

K s Q t h x t Q t s Q t H t t t Q t s dt


            

Заметим что, матричная функция ( , )K s  является стохастическим аналогом, матричной функции, 

которая впервые введена в детерминированном случае в работах К.Б. Мансимова (см., например 9–11 и 
др.). 

Принимая во внимание тождества (22)–(24), неравенство (20) преобразуем к виду 

           

             

1 1

0 0

1 1 1

0 0

,

2 , ( ( ) ( )) [ ]( ( ) ( )) 0.

t t

t t

t t t

ux uu
t t t

E v u K s v s u s ds d

v u H Q t d v t u t dt v t u t H t v t u t dt

         


                 
  

     (25) 

Следовательно, справедлива следующая теорема. 

Теорема 3. Если  tu , ,t T  – квазиособое управление в задаче (1)–(4), то для его оптимальности  

необходимо, чтобы неравенство (25) выполнялось для всех   ., TtUtv d   
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Неравенство (25) является общим интегральным необходимым условием оптимальности для ква-
зиособых управлений. 

Кроме того, определяя  tv  конкретным образом, можно получить поточечные условия оптималь-

ности квазиособых управлений. 

Следствие. Если    , ,u t t T  – квазиособое управление в задаче (1)–(4), то для его оптимальности 

необходимо, чтобы неравенство 

       θ 0uuv u H v u
                                                        (26) 

выполнялось почти для всех  0 1θ ,t t  и .dUv  

Для доказательства неравенства (26) достаточно в (25)  tv  определить по формуле 

 
 

 
, , ,

, \ ,

v t T
v t

u t t T T





       


 

где 0   – достаточно малое произвольное число. 
 

Заключение 
 

При помощи стохастического аналога метода приращений получено линеаризованное необходи-
мое условие оптимальности, а также исследован квазиособый случай. Установлены необходимые усло-
вия оптимальности квазиособых управлений. 
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In the report we consider a stochastic optimal control problem whose mathematical model is given by stochastic differential equa-

tion Ito. 
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Let  , ,F P be a complete probability space. ( )w t be n dimensional standard Winer process determined on the space  , ,F P .

 2
0 1, ; n

FL t t R  be a space of measurable with respect by  ,t  random processes  ,ω :x t  0 1, : nt t R   such that 

 
1

0

2t

t
E x t dt   . 

Here and follows sign E  is mathematical expectation. 

Let on a fixed time interval  0 1,t t T   the control process be described by the following stochastic differential system: 

           , , σ ,dx t f t x t u t dt t x t dw t  , t T , 

 0 0x t x . 

Here f(t,x,u) is the given n dimensional vector-function continuous in totality of variables together with partial derivatives with re-

spect by  ux,  to second order inclusively,  σ ,t x  is a matrix function of sizes ( )n n   continues in totality of variables together 

with partial derivatives with respect by x   to second order inclusively. 

        2
0 1, ; r r

d Fu t U u L t t R u t U R      , 

where U  is the given nonempty, bounded and convex set. Call dU  set of admissible controls. 

Our goal by minimize the functional 

     1 ,I u E h x t  

on the set of admissible controls. Here  xh  is the given twice continuously differentiable scalar function. By means of the stochastic 

analogue of the method suggested and developed in the papers of K.B. Mansimov, we get a linearized necessary optimality condition, 
and also study the quasi-singular case. Necessary optimality condition of quasi-singular controls is established. Then investigated par-
ticular cases. 
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