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ОБОБЩЕННОМ ПОЛУСИНХРОННОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ  
 

Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, являющийся одной из матема-
тических моделей информационных потоков заявок, функционирующих в телекоммуникационных и информа-
ционно-вычислительных сетях связи, и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий (DSPPs). 
Функционирование потока рассматривается в условиях непродлевающегося мертвого времени. Проводится 
сравнение качества получаемых по наблюдениям за моментами наступления событий потока оценок длительно-
сти мертвого времени методом максимального правдоподобия (МП-оценки) и методом моментов (ММ-оценки). 
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Условия функционирования реальных систем массового обслуживания таковы, что если в отно-
шении параметров обслуживающих устройств, как правило, можно утверждать, что они известны и с 
течением времени не меняются, то в отношении интенсивностей входящих потоков этого сказать во 
многих случаях нельзя. Более того, интенсивности входящих потоков заявок обычно меняются со вре-
менем, часто эти изменения носят случайный характер, что приводит к рассмотрению математических 
моделей дважды стохастических потоков событий (DSPPs) [1–9]. Интерес к рассмотрению дважды сто-
хастических потоков событий проявляется неслучайно. Все это находит широкое применение в различ-
ных отраслях науки и техники, таких как теория сетей, P2P-сети и адаптивное вещание видео, системы 
оптической связи, статистическое моделирование, финансовая математика и др. [10–16]. В реальных 
ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны либо частично, либо вообще неиз-
вестны, либо, что еще более ухудшает ситуацию, изменяются со временем случайным образом. Поэто-
му при реализации адаптивного управления системой массового обслуживания возникают, в частности, 
следующие задачи: 1) задача фильтрации интенсивности потока (или задача оценивания состояний по-
тока по наблюдениям за моментами наступления событий) [17–26]; 2) задача оценивания параметров 
потока по наблюдениям за моментами наступления событий [27–33]. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока выступает мертвое 
время регистрирующих приборов. Необходимость рассмотрения случая мертвого времени вызвана тем, 
что на практике любое регистрирующее устройство затрачивает на измерение и регистрацию события 
некоторое конечное время, в течение которого оно не способно правильно обработать следующее собы-
тие, т.е. событие, поступившее на обслуживающий прибор, порождает период так называемого мертво-
го времени [34–42], в течение которого другие наступившие события потока недоступны наблюдению 
(теряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродле-
вающееся мертвое время). В частности, подобные ситуации встречаются в компьютерных сетях, напри-
мер, при использовании протокола случайного множественного доступа с обнаружением конфликта 
(протокол CSMA/CD). В момент регистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети 
по сети рассылается сигнал «заглушки»; в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, по-
ступившие в данный узел сети, получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных 
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вызовов. Здесь время, в течение которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в 
него после обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего 
конфликт в узле сети. 

В настоящей работе рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток со-
бытий, являющийся обобщением полусинхронного потока [43–46] и обобщенного полусинхронного 
потока событий [47–49] и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий с кусочно-
постоянной интенсивностью. Достаточно обширная литература по исследованию подобных потоков 
событий (асинхронных, синхронных и полусинхронных) приведена в [21, 22, 50, 51], при этом в [50] 
показано, что данные потоки могут быть представлены в виде моделей MAP-потоков событий. В насто-
ящей статье, являющейся непосредственным развитием работ [51–54], проводится сравнение оценок 
длительности мертвого времени в модулированном обобщенном полусинхронном потоке событий, по-
лученных методом максимального правдоподобия (МП-оценки) и методом моментов (ММ-оценки) по 
наблюдениям за моментами наступления событий в потоке. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий (далее – поток 

или поток событий), интенсивность которого является кусочно-постоянным стационарным случайным 

процессом )(t  с двумя состояниями 1  и 2  )0( 21  . Будем говорить, что имеет место первое 

состояние процесса (потока), если 1)(  t , и второе состояние процесса (потока), если 2)(  t . 

В течение временного интервала случайной длительности, когда процесс )(t  находится в состоянии 

i  ( it  )( ), имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью i , 2,1i . Переход из 

первого состояния процесса )(t  во второе возможен в момент наступления события пуассоновского 

потока интенсивности 1 , при этом переход осуществляется с вероятностью р  )10(  p ; с вероятно-

стью р1  процесс )(t  остается в первом состоянии. Переход из первого состояния процесса )(t  во 

второе также возможен в произвольный момент времени, не совпадающий с моментом наступления со-
бытия, при этом длительность пребывания процесса )(t  в первом состоянии распределена по экспо-

ненциальному закону с параметром  :  eF 1)( , 0 . Тогда длительность пребывания процесса 

)(t  в первом состоянии есть случайная величина с экспоненциальной функцией распределения 
  11)(1

peF , 0 . Переход из второго состояния процесса )(t  в первое в момент наступления 

события пуассоновского потока интенсивности 2  невозможен и может осуществляться только в про-

извольный момент времени. При этом длительность пребывания процесса )(t  во втором состоянии 

распределена по экспоненциальному закону с параметром  :  eF 1)(2 , 0 . В момент оконча-

ния второго состояния процесса )(t  при его переходе из второго состояния в первое инициируется с 

вероятностью   )10(   дополнительное событие. Отметим, что события пуассоновских потоков и 

дополнительные события неразличимы для наблюдателя. В сделанных предпосылках )(t  – скрытый 

марковский процесс. При этом матрицы инфинитезимальных характеристик принимают вид 
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Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(t  из состояния в состо-

яние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – это интенсивности переходов 

из состояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 0D  – это интен-

сивности выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком.  

После каждого зарегистрированного в момент времени kt  события наступает период мертвого 

времени фиксированной длительности T , в течение которого другие события потока недоступны 
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наблюдению. По окончании периода мертвого времени первое наступившее событие снова создает пе-
риод мертвого времени длительности T  и т.д. (непродлевающееся мертвое время). Вариант возникаю-
щей ситуации приведен на рис.1, где 1, 2 – состояния процесса )(t ; дополнительные события, которые 

могут наступать при переходе процесса )(t  из второго состояния в первое, помечены буквами δ; пери-

оды мертвого времени длительности T  помечены штриховкой; ненаблюдаемые события отображены 
черными кружками, наблюдаемые 1t , 2, ...t  – белыми. 

Рассматривается установившийся (стационарный) режим функционирования потока событий, по-
этому переходными процессами на полуинтервале наблюдения  tt ,0 , где 0t  – начало наблюдений, t  – 

окончание наблюдений (момент вынесения решения), пренебрегаем. Тогда без потери общности можно 
положить 00 t . Поскольку процесс )(t  является принципиально ненаблюдаемым, то говорить о со-

стоянии потока можно только в вероятностном смысле. Вся доступная информация о потоке – это мо-
менты наступления событий kttt ,...,, 21  с начала наблюдения 0t  до момента t .  

 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Параметры потока 1 , 2 , p ,  ,  ,   полагаются известными, длительность мертвого времени 

T  неизвестна. Необходимо в момент окончания наблюдений (в момент времени t ) на основании вы-

борки kttt ,...,, 21  наблюденных моментов наступления событий потока осуществить методом макси-

мального правдоподобия и методом моментов оценки T̂  длительности мертвого времени и произвести 
сравнение получаемых оценок. 

 
2. Оценка максимального правдоподобия длительности мертвого времени 

 
Обозначим через kkk tt  1 , 1,2, ...,k   значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока ( 0k ). Так как рассматривается стационарный режим, то плотность 

вероятности значений длительности k-го интервала есть )()(  TkT pp , 0 , для любого k (индекс T  

подчеркивает, что плотность вероятности зависит от длительности мертвого времени). В силу этого 
момент времени kt  без потери общности можно положить равным нулю, т.е. момент наступления собы-

тия есть 0 . Тогда одномерная плотность вероятности )(Tp , 0 , примет вид [51, 53]: 
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Пусть 121 tt  , 232 tt  , …, kkk tt  1 , 01  , 02  , …, 0,k   – последовательность 

измеренных в результате наблюдения за потоком в течение интервала наблюдения  t,0  значений дли-

тельностей интервалов между соседними событиями потока. Упорядочим величины 1 , …, k  по воз-

растанию: )()2()1(
min ... k . В силу предпосылок последовательность моментов наступления 

событий 1t , 2 , ...,t  , ...kt  образует вложенную цепь Маркова  )( kt , т.е. поток обладает марковским 

свойством, если его эволюцию рассматривать с момента наступления события kt , ,...2,1k . Тогда 

функция правдоподобия с учетом (1) запишется в виде 

min
1
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Поскольку задача заключается в построении оценки T̂  длительности мертвого времени в предпо-
ложении, что все параметры потока 1 , 2 , p ,  ,  ,   известны, то согласно методу максимального 

правдоподобия [55] ее реализация есть решение оптимизационной задачи 

,0,0,max)(),...,|( minmin
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где )( )( j
Tp   определена в (1) для )( j . Значение T , при котором функция правдоподобия (2) дости-

гает своего глобального максимума, есть оценка максимального правдоподобия МПT̂  длительности 

мертвого времени. 
В [54] аналитически строго решена оптимизационная задача (2): показано, что функции 

)( )( j
Tp  , kj ,2 , являются возрастающими функциями переменной T , )(0 jT  ,  )(0 j , 

kj ,2 , при любых значениях параметров 1 , 2 , p ,  ,  ,   и, следовательно, функция правдоподо-

бия ),...,|( )()1( kTL   достигает своего глобального максимума в точке min
ˆ МПT , т.е. решением опти-

мизационной задачи (2) является оценка длительности мертвого времени min
ˆ МПT . Таким образом, в 

процессе наблюдения за потоком событий (в течение временного интервала  t,0 ) вычисляются величи-

ны k , nk ,1 , после чего находится min min ,k    nk ,1 , и полагается min
ˆ МПT . 

 
3. ММ-оценка длительности мертвого времени 

 
В [51, 53] показано, что модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, функци-

онирующий в условиях непродлевающегося мертвого времени, в общем случае является коррелирован-
ным потоком. Только в частных случаях поток становится рекуррентным. 

Пусть теперь ),( 1kk tt , ),( 21  kk tt  – два смежных интервала с соответствующими значениями дли-

тельностей kkk tt  1 , 121   kkk tt , 0k , 01  k . Их расположение на временной оси, в силу 

стационарности потока, произвольно. Тогда можно положить 1k  и рассматривать соседние интерва-

лы ),( 21 tt , ),( 32 tt  с соответствующими значениями длительностей 121 tt  , 232 tt  ; 01  , 02 

, при этом 01   соответствует моменту 1t  наступления события наблюдаемого потока; 02   соответ-

ствует моменту 2t  наступления события наблюдаемого потока. Соответствующая совместная плотность 

вероятностей при этом есть  ),( 21 Тp , 01  , 02   [51, 53]:  
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                

 

где 1z , 2z , 1 , 2 , q , )(TF  определены в (1), )( kTp   определены в (1) для k , 2,1k .  

Теоретическая ковариация значений 1  и 2  запишется в виде [56]: 

 
2

21212121 )(),(,cov 







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T
TT

T T

dpddp .    (4) 

Подставляя (1), (3) в (4), находим явный вид теоретической ковариации 

  TC
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2

21

12
21,cov 




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

 
 ,      (5) 

где TC  определена в (3).  

Пусть за время наблюдения за потоком (в течение временного интервала  t,0 ) реализовалось n  

интервалов ),( 1kk tt  длительности k , nk ,1 . Введем статистику: 

 
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1 1
121

1
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1
,vôc  


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


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,    (6) 

являющуюся оценкой теоретической ковариации (5). Тогда, согласно методу моментов [55], уравнение 
моментов, учитывающее коррелированность потоков событий, запишется в виде 

 21

2

21

12 ,vôc 






 
TC

zz
zz

.      (7) 

Подставляя в (7) выражение для TC  из (3), вводя новую переменную Tex )( 21   и проделывая 

при этом необходимые преобразования, находим (7) в виде   

032
2

1
3

0  axaxaxa ,     (8) 

 
   1 2 1 1 2 1 1 22
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( )

qh p p
z z

                
  

, 

  2121210 )1()(  pzzha ;     21
2

2121211 vôc))((2  ,qzzzzha , 

  21212 vôc2  ,qhzza ;    21
2

213 vôc  ,zza , 

где 1z , 2z , 1 , 2 , q  определены в (1). 

Решение уравнения (8) определяет три корня 1x , 2x , 3x , которые, в свою очередь, определяют три 

ММ-оценки длительности мертвого времени 

i
i

MM xT ln
1ˆ

21

)(


 , 3,2,1i .  

Сформулируем алгоритм нахождения единственной оценки MMT̂  длительности мертвого времени: 

1) Для определенного набора параметров 1 , 2 , p ,  ,  ,  , T  осуществляется имитационное 

моделирование наблюдаемого потока событий в течение времени моделирования mT . 

2) Результатом работы имитационной модели является выборка 1 , 2 , …, n  длительностей ин-

тервалов между соседними событиями наблюдаемого потока, где n  принимает одно из целых значений 
( 2n ). По данной выборке строится оценка теоретической ковариации (6). 
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3) Решается кубическое уравнение (8) [57], т.е. находятся корни 1x , 2x , 3x ; рассматривается слу-

чай 00 a . 

4) Далее возможны три случая: 

4.1) Вещественный корень один – 1x , при этом 2x , 3x  – комплексно сопряженные корни, тогда:  

a) если 01 x , то min
ˆ MMT ;  

б) если 01 x , то: б.1) если min
)1(ˆ MMT , то min

ˆ MMT ; б.2) если min
)1(ˆ0  MMT , то )1(ˆˆ

MMMM TT  ; 

б.3) если 0ˆ )1( MMT , то min
ˆ MMT . 

4.2) Вещественных корня три, при этом 32 xx  , т.е. вещественных различных корней два – 1x , 2x  

( 21 xx  ), тогда:  

а) если 021  xx , то min
ˆ MMT ;  

б) если 21 0 xx  , то: б.1) если min
)2(ˆ MMT , то min

ˆ MMT ; б.2) если min
)2(ˆ0  MMT , то 

)2(ˆˆ
MMMM TT  ; б.3) если 0ˆ )2( MMT , то min

ˆ MMT ;  

в) если 210 xx  , то: в.1) если )1()2(
min

ˆˆ
MMMM TT  , то min

ˆ MMT ; в.2) если )1(
min

)2( ˆˆ0 MMMM TT  , 

то )2(ˆˆ
MMMM TT  ; в.3) если min

)1()2( ˆˆ0  MMMM TT , то   2/ˆˆˆ )2()1(
MMMMMM TTT  ; в.4) если 

)1(
min

)2( ˆ0ˆ
MMMM TT  , то min

ˆ MMT ; в.5) если min
)1()2( ˆ0ˆ  MMMM TT , то )1(ˆˆ

MMMM TT  ; в.6) если 

0ˆˆ )1()2(  MMMM TT , то min
ˆ MMT . 

4.3) Вещественных корня три – 1x , 2x , 3x  ( 321 xxx  ), тогда: 

а) если 0321  xxx , то min
ˆ MMT ; 

б) если 321 0 xxx  , то: б.1) если min
)3(ˆ MMT , то min

ˆ MMT ; б.2) если min
)3(ˆ0  MMT , то 

)3(ˆˆ
MMMM TT  ; б.3) если 0ˆ )3( MMT , то min

ˆ MMT ; 

в) если 321 0 xxx  , то: в.1) если )2()3(
min

ˆˆ
MMMM TT  , то min

ˆ MMT ; в.2) если 
)2(

min
)3( ˆˆ0 MMMM TT  , то )3(ˆˆ

MMMM TT  ; в.3) если min
)2()3( ˆˆ0  MMMM TT , то   2/ˆˆˆ )3()2(

MMMMMM TTT  ; 

в.4) если )2(
min

)3( ˆ0ˆ
MMMM TT  , то min

ˆ MMT ; в.5) если min
)2()3( ˆ0ˆ  MMMM TT , то )2(ˆˆ

MMMM TT  ; 

в.6) если 0ˆˆ )2()3(  MMMM TT , то min
ˆ MMT ; 

г) если 3210 xxx  , то: г.1) если )1()2()3(
min

ˆˆˆ
MMMMMM TTT  , то min

ˆ MMT ; г.2) если 
)1()2(

min
)3( ˆˆˆ0 MMMMMM TTT  , то )3(ˆˆ

MMMM TT  ; г.3) если )1(
min

)2()3( ˆˆˆ0 MMMMMM TTT  , то 

  2/ˆˆˆ )3()2(
MMMMMM TTT  ; г.4) если min

)1()2()3( ˆˆˆ0  MMMMMM TTT , то   3/ˆˆˆˆ )3()2()1(
MMMMMMMM TTTT  ; 

г.5) если )1()2(
min

)3( ˆˆ0ˆ
MMMMMM TTT  , то min

ˆ MMT ; г.6) если )1(
min

)2()3( ˆˆ0ˆ
MMMMMM TTT  , то 

)2(ˆˆ
MMMM TT  ; г.7) если min

)1()2()3( ˆˆ0ˆ  MMMMMM TTT , то   2/ˆˆˆ )2()1(
MMMMMM TTT  ; г.8) если 

)1(
min

)2()3( ˆ0ˆˆ
MMMMMM TTT  , то min

ˆ MMT ; г.9) если min
)1()2()3( ˆ0ˆˆ  MMMMMM TTT , то (1)ˆ ˆ ;MM MMT T  

г.10) если 0ˆˆˆ )1()2()3(  MMMMMM TTT , то min
ˆ MMT . 

В результате работы алгоритма осуществляется один из описанных вариантов, тем самым опре-

деляется единственная ММ-оценка длительности мертвого времени MMT̂ . 

 
4. Численное сравнение МП- и ММ-оценок длительности мертвого времени 

 
В настоящем разделе приводятся результаты статистических экспериментов по вычислению оце-

нок длительности мертвого времени методом моментов и методом максимального правдоподобия для 
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различных значений параметров модулированного обобщенного полусинхронного потока событий. 

Приведенный в разделе 3 алгоритм нахождения единственной оценки MMT̂  длительности мертвого вре-

мени положен в основу реализации программы расчета. Программа расчета реализована на языке про-
граммирования C# в интегрированной среде разработки Microsoft Visual Studio 2015 в виде пользова-
тельского приложения и интерфейса командной строки. 

Эксперимент заключается в следующем: 1) при заданных значениях параметров потока 1 , 2 , р, 

 ,  ,  , T  и заданном времени моделирования mT  осуществляется имитационное моделирование по-

тока и как результат – получение истинной траектории интенсивности процесса )(t  и последователь-

ности значений длительностей временных интервалов 1 , 2 , …, n  ( ,...3,2n ); описание алгоритма 

имитационного моделирования здесь не приводится, так как никаких принципиальных трудностей ал-
горитм не содержит; 2) находится оценка максимального правдоподобия длительности мертвого време-

ни min
ˆ МПT  ( k minmin , nk ,1 ); 3) вычисляется статистика (6), решается уравнение (8) и осу-

ществляется реализация алгоритма нахождения единственной оценки MMT̂  длительности мертвого вре-

мени методом моментов; 4) осуществляется повторение N  раз ( Nj ,1 ) шагов 1–3 для получения вы-

борок достаточного объема. 

Результатом выполнения описанного алгоритма являются две выборки:  )()2()1( ˆ,...,ˆ,ˆ N
МПМПМП TTT , 

 )()2()1( ˆ,...,ˆ,ˆ N
MMMMMM TTT , на основании которых вычисляются выборочные средние  
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и выборочные вариации получаемых оценок 

  
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N

j

j
МПМП TT

N
V

1

2)(ˆ1ˆ ,   
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ММMM TT

N
V

1

2)(ˆ1ˆ . 

Первый эксперимент проведен для большого числа параметров модулированного обобщенного 
полусинхронного потока событий при различных значениях длительности мертвого времени 

9,7...,,5,1,1,5,0T  и времени моделирования 1000,900...,,30,20mT ; объем выборки составляет 

100N . В качестве иллюстрации в табл. 1, 2 приведены результаты численного эксперимента для по-

тока в зависимости от времени моделирования mT  при значениях параметров 11  , 5,02  , 5,0 , 

2,0p , 5,0 , 2,0  и длительности мертвого времени 5,0T . Время моделирования mT  изменя-

ется от 20 до 1000. 
 

Т а б л и ц а  1 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   0,5T  ) 
 

mT  20 30 40 50 100 200 300 

ˆ
МПT  0,63132 0,58855 0,57871 0,55004 0,52809 0,51379 0,50708 

ˆ
МПD  0,025561 0,006909 0,006602 0,003162 0,000805 0,000185 0,000036 

М̂ПV  0,04255 0,01468 0,01273 0,00563 0,00159 0,00037 0,00009 

ˆ
MMT  0,63132 0,58486 0,57069 0,54497 0,52809 0,51379 0,50666 

ˆ
MMD  0,025561 0,008502 0,010998 0,006104 0,000805 0,000185 0,000059 

ˆ
MMV  0,04255 0,01562 0,01589 0,00807 0,00159 0,00037 0,00010 
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Т а б л и ц а  2 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   0,5T  ) 

 

mT  400 500 600 700 800 900 1000 

ˆ
МПT  0,50539 0,50365 0,50415 0,50329 0,50304 0,50303 0,50263 

ˆ
МПD  0,000029 0,000018 0,000017 0,000012 0,000008 0,000008 0,000006 

М̂ПV  0,00006 0,00003 0,00003 0,00002 0,00002 0,00002 0,00001 

ˆ
MMT  0,49601 0,49556 0,49990 0,50126 0,49666 0,49923 0,49473 

ˆ
MMD  0,004414 0,002223 0,000958 0,000432 0,001628 0,000678 0,001648 

ˆ
MMV  0,00439 0,00222 0,00095 0,00043 0,00162 0,00067 0,00166 

 

Пример результата численного эксперимента в зависимости от длительности мертвого времени T  

приведен в табл. 3 при значениях параметров 11  , 5,02  , 5,0 , 2,0p , 5,0 , 2,0 , в 

табл. 4 – при значениях параметров 4,01  , 1,02  , 25,0 , 2,0p , 25,0 , 2,0 ;  время моде-

лирования составляет 1000mT ; объем выборки составляет 100N . Длительность мертвого времени 

T  изменяется от 0,5 до 9.  
 

Т а б л и ц а  3 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   1000mT  ) 
 

T 0,5 1 1,5 2 3 5 7 9 
ˆ
МПT  0,50236 1,00257 1,50395 2,00493 3,00532 5,00769 7,01127 9,01534 

ˆ
МПD  0,000006 0,000006 0,000013 0,000021 0,000029 0,000047 0,000124 0,000178 

М̂ПV  0,00001 0,00001 0,00003 0,00005 0,00006 0,00011 0,00025 0,00041 

ˆ
MMT  0,49671 0,99757 1,47580 1,99349 2,86230 4,91269 6,87790 8,67282 

ˆ
MMD  0,002051 0,002533 0,039199 0,012995 0,334228 0,445407 0,885099 2,849317 

ˆ
MMV  0,00204 0,00251 0,03939 0,01291 0,34985 0,44858 0,89116 2,92787 

 

Т а б л и ц а  4 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 0,4,   2 0,1,   0,25,   0,2,p   0,25,   0,2,   1000mT  ) 
 

T 0,5 1 1,5 2 3 5 7 9 
ˆ
МПT  0,51837 1,01873 1,52102 2,02484 3,02529 5,03875 7,04114 9,05422 

ˆ
МПD  0,000257 0,000444 0,000463 0,000563 0,000631 0,001498 0,001451 0,002826 

М̂ПV  0,00059 0,00079 0,00090 0,00117 0,00126 0,00298 0,00313 0,00574 

ˆ
MMT  0,51206 1,00293 1,49634 2,00921 2,93991 4,91482 6,80174 8,88871 

ˆ
MMD  0,002442 0,008810 0,025294 0,022826 0,189082 0,511574 1,456847 1,366464 

ˆ
MMV  0,00256 0,00873 0,02505 0,02268 0,19080 0,51371 1,48159 1,36518 

 

Полученные результаты показывают, во-первых, достаточно высокое качество оценивания дли-

тельности мертвого времени; во-вторых, то, что при малом времени моделирования ( mT  изменяется от 

20 до 100) качество оценивания хуже по таким характеристикам, как выборочные средние, выборочные 
дисперсии и выборочные вариации, при этом по мере увеличения длительности времени моделирования 

( mT  изменяется от 100 до 1000) качество оценивания растет и при времени моделирования mT  от 500 и 
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выше наблюдается достаточная стабильность оценок (см. табл. 1, 2). В-третьих, при заданном значении 

времени моделирования mT  ( mT  выбрано достаточно большим 1000mT  для обеспечения стабильно-

сти оценок) по мере увеличения длительности мертвого времени T  качество оценивания становится 
хуже по таким характеристикам, как выборочные дисперсии и выборочные вариации (см. табл. 3, 4). 
И, наконец, оценка максимального правдоподобия по таким характеристикам, как выборочные диспер-
сии и выборочные вариации, оказывается лучше оценки, полученной методом моментов, по мере уве-
личения длительности мертвого времени T  (T  изменяется от 2 и выше) при фиксированном значении 

времени моделирования mT  ( mT  выбрано достаточно большим ( 1000mT ) для обеспечения стабильно-

сти оценок) (см. табл. 3, 4). 
Результаты второго статистического эксперимента приведены в табл. 5–8. В первой строке таб-

лиц указана длительность имитационного моделирования mT  ( 1000,900...,,30,20,10mT ), во второй и 

третьей строках для каждой длительности имитационного моделирования mT  приведены численные 

значения выборочных вариаций МПV̂  и MMV̂  соответственно. В четвертой строке таблицы приведены 

численные значения разности выборочных вариаций MMМП VV ˆˆ  . Численные результаты для всех таб-

лиц получены для 100N . Путем сравнения значений выборочных вариаций устанавливается, какая из 

оценок при заданных параметрах лучше, какая хуже: если MMМП VV ˆˆ  , то МП-оценка лучше ММ-

оценки, если, наоборот, MMМП VV ˆˆ  , то ММ-оценка лучше МП-оценки. Отметим, что по определению 

оценка максимального правдоподобия длительности мертвого времени при конечных mT  будет всегда 

смещенная ( Tmin ); ее несмещенность реализуется только в асимптотическом случае при mT . 
 

Т а б л и ц а  5 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   0,4T  ) 
 

mT  10 20 30 40 50 

М̂ПV  0,62307 0,05566 0,01911 0,00494 0,00542 

ˆ
MMV  0,61807 0,05541 0,01790 0,00494 0,00542 

ˆ ˆ
МП MMV V  0,00500 0,00025 0,00121 0 0 

 

mT  600 700 800 900 1000 

М̂ПV  0,00003 0,00001 0,00002 0,00001 0,00001 

ˆ
MMV  0,00163 0,00050 0,00183 0,00182 0,00168 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,00160 –0,00049 –0,00181 –0,00181 –0,00167 

 

 

Т а б л и ц а  6 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 0,7,   2 0,2,   0,5,   0,8,p   1,   0,5,   0,2T  )  
 

mT  10 20 30 40 50 

М̂ПV  0,40721 0,08531 0,04087 0,00871 0,00649 

ˆ
MMV  0,40235 0,08448 0,04007 0,00911 0,00671 

ˆ ˆ
МП MMV V  0,00486 0,00083 0,00080 –0,00040 –0,00023 

 

mT  600 700 800 900 1000 

М̂ПV  0,00003 0,00001 0,00001 0,00001 0,00001 

ˆ
MMV  0,00083 0,00121 0,00121 0,00161 0,00161 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,00080 –0,00120 –0,00120 –0,00160 –0,00160 
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Т а б л и ц а  7 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,025,   0,5,p   0,025,   0,5,   2T  ) 

 

mT  10 20 30 40 50 

М̂ПV  – 0,58607 0,28668 0,12089 0,06472 

ˆ
MMV  – 0,58607 0,28668 0,12089 0,06472 

ˆ ˆ
МП MMV V  – 0 0 0 0 

 

mT  600 700 800 900 1000 

М̂ПV  0,00025 0,00016 0,00012 0,00010 0,00009 

ˆ
MMV  0,02417 0,07572 0,03765 0,00010 0,03319 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,02392 –0,07556 –0,03752 0 –0,03309 

 
Т а б л и ц а  8 

Результаты статистического эксперимента  
( 1 5,   2 2,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   0,4T  ) 

 

mT  10 20 30 40 50 

М̂ПV  0,00163 0,00027 0,00014 0,00004 0,00004 

ˆ
MMV  0,00387 0,00150 0,00255 0,00629 0,00338 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,00224 –0,00123 –0,00241 –0,00625 –0,00334 

 

mT  600 700 800 900 1000 

М̂ПV  0,00000019 0,00000015 0,00000013 0,00000012 0,00000010 

ˆ
MMV  0,01108566 0,00667453 0,01380863 0,01520267 0,01732796 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,01109 –0,00667 –0,01381 –0,01520 –0,01733 

 

Анализ приведенных численных результатов показывает: 1) при малых временах наблюдения mT  

за потоком (при малых 50...,,20,10mT ) и малых значениях 11  , 112   (в случае редкого пото-

ка) ММ-оценки лучше МП-оценок (когда разность 0ˆˆ  MMМП VV ) либо, по крайней мере, не хуже МП-

оценок (когда разность 0ˆˆ  MMМП VV ), что является вполне естественным, так как при малых временах 

наблюдения оценка МПT̂  может быть достаточно сильно смещенной относительно T  (см. табл. 5–7); 

2) при больших временах наблюдения за потоком (при больших 600, 700, ...,1000mT  ) МП-оценки 

лучше ММ-оценок (когда разность 0ˆˆ  MMМП VV ) либо, по крайней мере, не хуже ММ-оценок (когда 

разность 0ˆˆ  MMМП VV ), что также является вполне естественным, так как при больших временах 

наблюдения смещение оценки МПT̂  относительно T уменьшается; 3) в остальных случаях оценка мак-

симального правдоподобия МПT̂  оказывается лучше оценки MMT̂ , полученной методом моментов (см. 

табл. 5–8). 
 

Заключение 
 

По результатам проведенного исследования по сравнению оценок длительности мертвого време-
ни методом моментов и методом максимального правдоподобия для различных значений параметров 
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модулированного обобщенного полусинхронного потока событий можно сделать вывод о том, что при 

малых временах наблюдения mT  за потоком и малых значениях 11  , 112   (в случае редкого 

потока) предпочтительнее применять оценку MMT̂ , полученную методом моментов; при больших вре-

менах наблюдения и / или больших значениях 121   (в случае нередкого потока) – оценку МПT̂ , 

полученную методом максимального правдоподобия. Кроме того, оценка максимального правдоподо-

бия МПT̂  по таким характеристикам, как выборочные дисперсии и выборочные вариации, оказывается 

лучше оценки MMT̂ , полученной методом моментов, по мере увеличения длительности мертвого време-

ни T  при фиксированном значении времени моделирования mT . Отдельно стоит отметить, что полу-

ченные результаты демонстрируют достаточно высокое качество оценивания длительности мертвого 
времени для обоих методов оценивания. 
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In this paper we consider the modulated semi-synchronous generalized flow of events, which is one of the mathematical models for 
incoming streams of events in computer communication networks and which is related to the class of doubly stochastic Poisson process-

es (DSPPs). The flow intensity process is a piecewise constant stationary random process )(t  with two states 1, 2 (first, second corre-

spondingly). In the first state 1)(  t  and in the second state 2)(  t  ( 021  ). During the time interval of a random dura-

tion when the process )(t  is in the state i  ( it  )( ), a Poisson flow of events with intensity i , 2,1i , arrives. The transition 

of the process )(t  from the first state to the second state is possible at any moment of a Poisson event occurrence in state, herewith the 

process )(t  can change its state to the second one with probability p  )10(  p  or can stay in state 1 with complementary proba-

bility p1 . The transition of the process )(t  from state 1 to state 2 is also possible at any moment that does not coincide with the 

moment of a Poisson event occurrence, herewith the duration of the process )(t  staying in the first state is distributed according to the 

exponential law with parameter  :  eF 1)( , 0 . Then the duration of the process )(t  staying in the first state is distribut-

ed according to the exponential law with the distribution function   11)(1
peF , 0 . The transition of the process )(t  from 

the second state to the first state at the moment of a Poisson event occurrence in state 2 is impossible and can be done only at a random 

moment. In this case the duration of the process )(t  staying in state 2 is distributed according to the exponential law with parameter 

 :  eF 1)(2 , 0 . At the moment when the state changes from the second to the first one, an additional event is assumed to 

be initiated with probability δ )10(  .  

The registration of the flow events is considered in conditions of a constant (unextendable) dead time. The dead time period of a 

constant duration T  begins after every registered event at the moment kt , 1k . During this period no other events are observed. 

When the dead time period is over, the first coming event causes the next interval of a dead time of duration T  and so on.  

We assume that the flow parameters 021  , 10  p , 0 , 0 , 10  , are known and the duration of the dead time 

period T  is not known. The main problems are to find the maximum likelihood and moments  estimates of the dead time period duration on 
monitoring the time moments of the events occurrence in observable flow of events and further to compare the obtained estimates. 
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