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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ
ВЯЗКОУПРУГОГО ТРУБОПРОВОДА С ЖИДКОСТЬЮ

Приведена математическая модель задачи о нелинейных колебаниях вязко-
упругого трубопровода с протекающей через неё жидкостью. С помощью
метода Бубнова – Галеркина математическая модель задачи сводится
к решению системы обыкновенных интегродифференциальных уравнений,
решаемая численным методом исключения слабосингулярных особенностей
в интегральных и интегродифференциальных уравнениях. Установлено, что
для выявления влияния вязкоупругих свойств материала конструкций на
колебания трубопровода, необходимо использовать слабосингулярные ядра
наследственности типа Абеля.
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В настоящее время нефтегазовая промышленность часто сталкивается с про-
блемами ремонта, реконструкции и восстановления трубопроводов из-за воздей-
ствия на них различных внешних факторов. Одним из путей решения данной про-
блемы является применение современных, ресурсосберегающих, экологически
безопасных технологий, к которым можно отнести использование неметалличе-
ских, в частности полимерных композиционных материалов [1−3].

Целью данной работы является создание математической модели, численного
алгоритма и компьютерной программы для решения задачи о нелинейных коле-
баниях вязкоупругих тонкостенных трубопроводов большого диаметра на базе
теории оболочек [4, 5].

Рассмотрим поведение тонкой круговой вязкоупругой цилиндрической обо-
лочки, внутри которой с постоянной скоростью U движется идеальная жидкость.

Используя в [5] и полагая 10,   ,   x yk k y R
R

= = = θ , уравнение колебаний вязкоуп-

ругой цилиндрической оболочки с учетом геометрической нелинейности запишем
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где μ – коэффициент Пуассона, E – модуль упругости, ρ – плотность материала;
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h – толщина оболочки; R∗– интегральный оператор вида 
0
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где q – давление жидкости на стенку трубопровода.

Решение систем нелинейных интегродифференциальных уравнений в частных
производных (1) при различных граничных условиях и при наличии сингулярных
ядер наследственности представляет собой значительные математические трудно-
сти. Поэтому естественным способом решения этих систем является дискретиза-
ция по пространственным переменным и получение системы разрешающих нели-
нейных ИДУ относительно функций времени.

Приближенное решение системы (1) будем искать в виде
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Подставляя (2) в систему (1) и применяя метод Бубнова – Галёркина, получим
систему интегродифференциальных уравнений (ИДУ):
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Далее к системе (3), описывающей нелинейные задачи о колебаниях вязкоуп-
ругих трубопроводов, применен численный метод [6−8]. Следующим этапом чис-
ленного метода является регуляризация системы ИДУ (3) с сингулярными ядра-
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ми. С помощью замены переменных
1/t z α− τ = , 0 z tα≤ ≤  (0<α<1)

интеграл при ядре Колтунова – Ржаницына с особенностью следующего вида:
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Заметим, что после замены переменных подынтегральная функция относи-
тельно z становится регулярной. Полагая затем t = ti, ti = i∆t, i = 1, 2,… (∆t = const –
шаг интерполяции) и заменяя интегралы некоторыми квадратурными формулами
(в частности, по формуле трапеции), имеем
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На основе этого метода описан алгоритм численного решения системы (3).
Интегрируя систему (3) два раза по t, можно записать ее в интегральной форме и с
помощью рационального преобразования исключим сингулярные особенности
интегрального оператора R*. Затем, полагая t = ti, ti = ih, i = 1, 2,… (h = const) и за-
меняя интегралы квадратурными формулами трапеций для вычисления uikl = ukl(ti),
vikl = vkl(ti) и wikl = wkl(ti), получим рекуррентные формулы для ядра Колтунова –

Ржаницына ( ) ( ) 1exp , 0 1R t A t tα−
⎛ ⎞

= ⋅ −β ⋅ < α <⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Таким образом, согласно численному методу относительно неизвестных полу-
чим систему алгебраических уравнений. Для решения системы используется ме-
тод Гаусса. На базе разработанного алгоритма создан пакет прикладных компью-
терных программ.

Результаты вычислений, полученные для следующих числовых значений ос-
новных параметров трубопровода: μ = 0.32; E = 2·106 кг/см2; ρ = 7.8, представлены
в виде графиков. На рис. 1–4 приведены графики перемещений W, U, V в зависи-
мости от времени t соответственно. Расчеты показали, что при решении данных
задач в разложении метода Бубнова – Галеркина достаточно удерживать 10 пер-
вых гармоник (N = 2; M = 5), так как дальнейшее увеличение количества членов
не оказывает существенного влияния на амплитуду колебания вязкоупругой ци-
линдрической оболочки.

На рис. 1 сопоставлены кривые изменения во времени перемещений W
(рис. 1, а), U (рис. 1, b), V (рис. 1, c) срединной точки упругой (А = 0 – кривая 1) и
вязкоупругой трубопроводов типа цилиндрических оболочек (А = 0.05, 0.1 – кривые
2, 3). Как видно из рисунка, учет вязкоупругих свойств материала трубопровода
приводит к затуханию колебательного процесса, при этом, хотя решение упругой и
вязкоупругой задач в начальный период времени мало отличаются друг от друга, с
течением времени вязкоупругие свойства оказывают существенное влияние.
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Рис. 1. Зависимости перемещений от времени при Α = 0 (1), A = 0.05 (2), A = 0.1 (3);
α = 0.25; β = 0.005; γ = 0.02; δ = 1.2; ρ = 7.8; E = 2·106; N = 2; M = 5; M1 = 0.1.
Fig. 1. Displacement as a function of time at Α = 0 (1), A = 0.05 (2), A = 0.1 (3);
α = 0.25; β = 0.005; γ = 0.02; δ = 1.2; ρ = 7.8; E = 2·106; N = 2; M = 5; M1 = 0.1
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Влияние реологического параметра α на колебательный процесс показано на
рис. 2. Из рисунка видно, что увеличение значения этого параметра приводит к
увеличению амплитуды и частоты колебания.
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Рис. 2. Зависимость прогиба от времени при α = 0.1 (1), α = 0.3 (2), α = 0.7 (3);
А = 0.05; β = 0.005; γ = 0.02; ρ = 7.8; E = 2·106; N = 2; M = 5; M1 = 0.1, δ = 1.2

Fig. 2. Deflection as a function of time at α = 0.1 (1), α = 0.3 (2), α = 0.7 (3);
А = 0.05; β = 0.005; γ = 0.02; ρ = 7.8; E = 2·106; N = 2; M = 5; = 0.1, δ = 1.2

Изучено также влияние геометрического параметра γ, равного отношению ра-
диуса R к длине L трубопровода (рис. 3). Вычисления проводились для вязкоупру-
гих труб с относительной длиной γ = R/L, изменяющейся в пределах от 0.01 до 0.5.
Из рисунка видно, что увеличение этого параметра приводит к уменьшению час-
тоты колебаний и одновременно к увеличению амплитуды изгибных перемеще-
ний W трубопровода.
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Рис. 3. Зависимость прогиба от времени при γ = 0.01 (1), γ = 0.05 (2), γ = 0.5 (3);
А = 0.05; α = 0.25; β = 0.005; δ = 1.2; ρ = 7.8; E = 2·106; N = 2; M = 5; M1 = 0.1

Fig. 3. Deflection as a function of time at γ = 0.01(1), γ = 0.05(2), γ = 0.5(3);
А = 0.05; α = 0.25; β = 0.005; δ = 1.2; ρ = 7.8; E = 2·106; N = 2; M = 5; M1 = 0.1
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На рис. 4 изображены кривые зависимости прогиба W от времени вязкоупру-
гого трубопровода при различных значениях параметра δ = R/h. Вычисление про-
водились для вязкоупругих труб с относительной толщиной δ = R/h, изменяемой в
пределе от 1.1 до 5. Анализ указанных кривых позволяет сделать вывод, что
уменьшению толщины трубопровода способствует повышение частоты колеба-
ний. На рис. 4 наблюдается довольно заметное увеличение амплитуды прогиба
трубопровода в случае δ = 5 (кривая 3).
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3
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Рис. 4. Зависимость прогиба от времени при δ = 1.1 (1), δ = 1.5 (2), δ = 5 (3);
А = 0.05; α = 0.25; β = 0.005; γ = 0.02; ρ = 7.8; E = 2·106; N = 2; M = 5; M1 = 0.1

Fig. 4. Deflection as a function of time at δ = 1.1 (1), δ = 1.5 (2), δ = 5 (3);
А = 0.05; α = 0.25; β = 0.005; γ = 0.02; ρ = 7.8; E = 2·106; N = 2; M = 5; M1 = 0.1

Необходимо отметить, что алгоритм предлагаемого метода позволяет детально
исследовать влияние реологических параметров вязкости на характер колебатель-
ной устойчивости вязкоупругих трубопроводов, в частности при исследовании
свободных колебаний трубопроводов на базе теории идеально-упругих оболочек.
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In this paper, mathematical models of nonlinear dynamic problems with fluid and gas flows
through pipelines have been developed based on the Boltzmann – Volterra integral models with
weakly singular hereditary kernels. Using the Bubnov–Galerkin method for the boundary
conditions, the resulting nonlinear integrodifferential equations with partial derivatives are
reduced to solving systems of nonlinear ordinary integrodifferential equations with both constant
and variable coefficients as functions of time. It is proposed to investigate oscillating processes
occurring in a pipeline by a numerical algorithm for solving the nonlinear integrodifferential
equations with weakly singular hereditary kernels, which is convenient for a computer
implementation. On the basis of the developed computational algorithm, a complex of computer
application programs allowing one to explore a completely new class of mathematic simulation
problems, such as an oscillatory process of viscoelastic thin-walled pipelines with a large
diameter, in terms of the shell theory is designed. The influence of a singularity in the hereditary
kernels on oscillations of the construction with viscoelastic properties has been numerically
investigated. When simulating the nonlinear problems, a number of new dynamic effects were
explored. It was found that the determination of the effect of viscoelastic properties of the
construction material on vibrations of the pipeline with a flowing liquid requires applying weakly
singular hereditary kernels with an Abel type singularity.

Keywords: mathematical model, viscoelasticity, integrodifferential equations, algorithm, pipeline.
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