
73 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
2016            Управление, вычислительная техника и информатика              № 4 (37) 

 
 
УДК 519.24 
DOI: 10.17223/19988605/37/8 

 

В.П. Шуленин 
 

АСИМТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МОДИФИЦИРОВАННЫХ 
СРЕДНИХ РАЗНОСТЕЙ ДЖИНИ 

 
Изучаются свойства робастных оценок масштабного параметра. Показано, что модифицированная оценка 
средних разностей Джини имеет асимтотически нормальное распределение, является B-робастной оценкой и 
имеет ограниченную функцию влияния. Приводятся результаты сравнения оценок масштабного параметра в 
рамках гауссовской модели с засорением. Рассматривается адаптивный вариант предложенной оценки 
масштабного параметра. 
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В класс U-статистик Хёфдинга [1] входят многие конкретные оценки параметров, представляю-

щие практический интерес. Обобщение класса U-статистик, описанное в работе [2], связанное с постро-
ением робастных оценок с ограниченными функциями влияния, приводит к рассмотрению U-статистик, 
основанных на урезанных выборках, что позволяет изучать многие известные в теории робастности 
оценки параметров с единых позиций и открывает широкие возможности для построения новых оценок. 

Например, выборочное α-урезанное среднее X , 0 1/ 2   , обычно применяемое в качестве робаст-

ной оценки параметра положения случайной величины (с.в.) Х с функцией распределения (ф.р.) F, тра-
диционно рассматривалось и изучалось как представитель семейства L-оценок в виде линейных комби-
наций порядковых статистик (1) ( ),..., nX X  исходной выборки 1,..., .nX X  Доказанная ранее асимптотиче-

ская нормальность X -оценок (см., например [3, 4]) также непосредственно следует и из результатов 

работы [2] (см. пример 8.6.15 в [6]). В качестве другого примера приведем выборочную оценку средних 
разностей Джини, которая используется в качестве оценки масштабного параметра, характеризующего 

степень разброса с.в. X, и записывается в виде 1
0

ˆ [ ( 1)] | |i jn n X X     . Эта оценка имеет асимптоти-

чески нормальное распределение [5, 6], её асимптотическая относительная эффективность по отноше-

нию к традиционно применяемой на практике оценке 1 2 1/2
1̂(0) { ( ) }iS n X X    стандартного отклоне-

ния очень высокая, в частности, при нормальном распределении   она равна 0 1̂
ˆ( : (0)) 0,98AOЭ S   . 

И хотя 0̂ -оценка подвержена меньшему влиянию выбросов в выборке, чем 1̂(0)S -оценка, обе они 

имеют неограниченные функции влияния Хампеля [4]. В качестве ещё одного примера оценок мас-

штабного параметра приведём семейство интер- -квантильных размахов 3 ( [ ]) ([ ])
ˆ ( ) [ ] / 2n n nS X X     , 

0 1/ 2    [5, 6]. Эти оценки имеют ограниченные функции влияния, но их асимптотические эффек-
тивности по отношению к оценке стандартного отклонения при нормальном распределении   очень 

низкие. Например, для оценки интерквартильного размаха )25,0(ˆ
3S  асимптотическая относительная 

эффективность равна 3 1
ˆ ˆ( (0,25) : (0)) 0,37AOЭ S S  . По этой причине в литературе (см., например, [5, 

6]) рассматривают различные модификации оценок масштабного параметра с целью обеспечить и огра-

ниченность функции влияния, и высокую эффективность по отношению к 1̂(0)S -оценке при нормаль-

ном распределении Ф. К таким оценкам относится рассматриваемая в данной работе модифицирован-

ная оценка средних разностей Джини ̂ , 2/10  , определённая в (24). Эта оценка является             
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U-статистикой, основанной на урезанной выборке и её асимптотические свойства изучаются с исполь-

зованием результатов работы [2]. В данном исследовании приводятся результаты сравнения ˆ
 -оценок 

с другими оценками масштабного параметра в рамках гауссовской модели с засорением и предлагается 

адаптивный вариант ˆ
 -оценок, для которых параметр α выбирается на основе информации, содержа-

щейся в исходной выборке с использованием выборочной оценки функционала, характеризующего сте-
пень «затянутости хвостов» функции распределения F изучаемой случайной величины X.  

 
1. U-статистики, основанные на урезанных выборках ( U -оценки) 

 

Пусть 1,..., nX X  – последовательность нормальных оценок распределения (н.о.р.) случайных ве-

личин с ф.р. ( )F x  и плотностью ( ),f x  1x R ,    1 ,..., nX X  – упорядоченная статистика исходной вы-

борки 1,..., nX X  и    [ ] 1 [ ],..., ,n n nX X     обозначает αβ-урезанную упорядоченную статистику выборки, 

где α и β – заданные пропорции урезания выборки, причем 0 , 1 / 2    . Обозначим 

[ ] [ ]n n n n      . Пусть задано «ядро» 1( ,..., ),mh X X  m n , которое является симметричной функ-

цией своих аргументов. Множество m-наборов индексов  ,...,i mi i , удовлетворяющих условию 

 1[ ] 1 ,..., [ ] ,mn i i n n         обозначим через ,C  т.е. 

  1 1,..., :[ ] 1 ,..., [ ]m mC i i n i i n n          .                                      (1) 

Следуя работе [2], рассмотрим U-статистики, основанные на αβ-урезанных выборках, которые опреде-
ляются в виде 







 









C
iin m

XXh
m

n
U ),...,( )()(

1

, 1
.                                                 (2) 

Ниже рассмотрим случай    и переобозначим множество индексов С  из (1) через  

1 1{( ,..., ) : [ ] 1 ,..., [ ]}m mС i i n i i n n          .                              (3) 

Далее введем следующие обозначения. Пусть 2[ ],n n n     и определим ограниченную функцию 

( ; ),g x F  0 1 / 2,    1,x R  в виде 
1 1

1 1

1 1 (1 ) (1 ) 1

1 1
1( ) ( )

[ ( ) (1 )]
( ; ) ( ,..., , ) ( )

(1 2 )

F F m
m im iF F

I F x Fg x F h x x x dF x
 

 

    

 
 

   
  

 
 ,           (4) 

где [ ]I A  – индикатор события А. Далее пусть 1( )F 
   , 1(1 )F 

    и значения функции 

( ; )g x F  в точках   и   обозначим соответственно в виде 

( , )A g F     , ( , ).B g F                                                        (5) 

Среднее значение и дисперсию ( ; )g X F  соответственно обозначим в виде 
1 1

1 1

(1 ) (1 )

1
1( ) ( )

1
( ) { ( , )} ( ,..., ) ( )

(1 2 )

F F m
F m im iF F

U F M g X F h x x dF x
 

 

 

 
 

   
 

                 (6) 

и 

2 2( ) { ( , )} ( , ) ( ) ( )FF D g X F g x F dF x U F






   


    .                                  (7) 

Теорема 1. Предположим, что ф.р. F  имеет плотность f , которая непрерывна и ограничена в 

точках   и .  Пусть функция ( ; )g x F  непрерывна в точках  , ,  и предположим, что для неко-

торых a    и b    выполняется условие 
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1

1 0
,...,
sup | ( ,..., ) |

m

m
a x x b

h x x M
 

   .                                                    (8) 

Тогда ,nnU  -статистика имеет асимптотически нормальное распределение, т.е. выполняется выраже-

ние, согласно которому закон (L – Law) распределения вероятностей случайной величины в фигурных 
скобках является стандартным нормальным  

{ [ ( )] / ( , )} (0,1)nL n U U F U F N      при ,n                               (9) 

где ),(2 FU   – асимптотическая дисперсия ,nUn -статистики, вычисляемая по формуле 

2 2 2 2 2( , ) { ( ) (1 )( ) 2 ( )( ) 2 }U F m F A B U F A B A B                    .           (10) 

Доказательство. Схема доказательства этой теоремы основана на использовании результатов 
работы [2], в которой отмечается, что при выполнении предположений для плотности f, функции 

( ; )g x F  и ядра 1( ,..., )mh x x  условия (8) применимы леммы (2.1–2.4) этой работы и при этом выполня-

ется выражение вида 

1 1/2
,

1
( ) ( ; , ) ( )

n
n i p

i
U U F n IF X F U o n 

  


   ,                                     (11) 

в котором ( ; , )IF x F U  обозначает функцию влияния Хампеля [4] оценки ( )nU F  функционала ( ),U F  

определенного формулой (6). Из выражения (11) следует асимптотическая нормальность ,nnU  -статистик 

с использованием теоремы Слуцкого и центральной предельной теоремы с учетом, что элементы выборки 

1,..., nX X  являются последовательностью н.о.р. случайных величин [5, 6]. Справедливость формулы (10) 

проверяется непосредственно, путем вычисления функции влияния ( ; , )IF x F U  с учетом, что 

( ; , ) ( ) 0IF x F U dF x   и 2 2( , ) ( ; , ) ( )U F IF x F U dF x    .                        (12) 

Стандартным способом убеждаемся (см.: [6. С. 195]), что функция влияния ( ; , )IF x F U  имеет вид 

( ; , ) { ( , ) ( ) ( [ ]) (1 [ ])}IF x F U m g x F U F A I x B I x                  .         (13)  

Отметим важное обстоятельство. Учитывая, что функция ( ; )g x F  ограничена, функция влияния 

( ; , )IF x F U  вида (13) также является ограниченной функцией и, следовательно, ,nU  -статистики яв-

ляются B-робастными [4] и подвержены лишь ограниченному влиянию выбросов в выборке. Используя 
приведённое выражение (13) и вторую формулу в (12), после несложных преобразований получаем (10). 
Теорема доказана. 

 
2. Средняя разность Джини и её модифицированный вариант 

 
Обсуждение средней разности Джини как меры разброса случайных величин и её связь с кривой 

Лоренца приводятся в [7. С. 75]. Средняя разность Джини, как и медиана абсолютных разностей, отно-
сится ко второй группе функционалов, определяющих масштабный параметр (см. формулу (10.1.3) в 
[6]). В работах [5–7] функционал ( ),T F  определяющий среднюю разность Джини, записывают в разных 

вариантах. Обычно [7] его записывают в виде 

( ) | | ( ) ( )F T F x y dF x dF y     .                                             (14)  

Другая форма записи функционала )(FT  [5, 6] имеет вид 
1 1

1 1

0 0
( ) ( )(4 2) ( ) ( )F T F F t t dt F t J t dt       , ( ) 4 2J t t  , 0 1t  .            (15) 

Выборочная оценка 0 ( )nT F   средней разности Джини F  вида (14), построенная по выборке 

1,..., nX X  методом подстановки, записывается в виде 

0 2
1 1

1
( ) | |

n n
n i j

i j
T F X X

n  
     .                                                 (16)  
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Если же при построении оценки не используются совпадающие индексы ),( ji , то оценку записывают в 

асимптотически эквивалентном варианте вида 

0
1

1ˆ | |
( 1)

n
i j

i j
X X

n n  
  


.                                                      (17) 

Отметим, что представление функционала ( )T F  в виде (15) позволяет записать оценку в виде линейной 

комбинации порядковых статистик (1) ( ),..., nX X  исходной выборки 1,..., nX X , т.е. в виде  

( )
1

ˆ
n

ni i
i

a X


   ,                                                               (18) 

где весовые коэффициенты nia  вычисляются по формуле 
/ /

2
( 1)/ ( 1)/

2 1
( ) (4 2)

i n i n

ni
i n i n

i na J t dt t dt
n 

 
     ,                                   (19) 

и ( ) 4 2J t t  , 0 1t  , – функция, определяющая L-оценку [5, 6]. Отметим, что оценка 0
ˆ ( )nT F   

средней разности Джини ( )F T F  , согласно теореме (7.1.25) в [6], асимптотически нормальна, т.е. 

выполняется выражение  

0
ˆ{ ( ) / ( )} (0,1)F F nL n N      при n ,                                 (20) 

где асимптотическая дисперсия 0
ˆn -оценки вычисляется по формуле 

 22 2 2
0

ˆ( ) ( ; , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F F FIF x F dF x x dF x x dF x          ,                  (21) 

в которой функция )(xF  определяется в виде 

)(4)1)(2(2)( xxFxx FF  , 



x

F yydFx )()( .                             (22)  

Можно убедиться (см., например, [5, 6]), что функция влияния ),;( FFxIF  оценки )(ˆ
0 nFT  сред-

ней разности Джини )(FTF   записывается в виде  

)(2)()()()(),;( FFFFFF xxdFxxFxIF   , 1Rx .             (23)  

Отметим, что функция влияния ),;( FFxIF   не является ограниченной функцией и, следовательно, 

выборочные оценки средней разности Джини, так же как и оценка 1̂(0)S  стандартного отклонения, под-

вержены сильному влиянию выбросов в выборке.  
Рассмотрим теперь модифицированную оценку средней разности Джини, которая была предложена в [8]. 

Эта оценка является U-статистикой, основанной на урезанной выборке, и имеет вид 

       


 


C
ji XXnnnn 11][2][2ˆ , 2/10  .                      (24) 

Функционал ( )U F  из (6), соответствующий этой оценке при 2m   и ядре 1 2 1 2( , ) | |h x x x x  , записы-

вается в виде 

     
 

 

 
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







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1
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1

1)21(

1
F

F

ydFxdFyxF , 2/10  .                           (25) 

Далее функция ( ; )g x F  из (4) для данного случая при 2m   и 1 2 1 2( , ) | |h x x x x   запишется в виде 

 
 

    FFxxIFxg 


 
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 2/,
21

);(
2

1 ,                                    (26) 

где функция ( , )x F  и ( )F  вычисляются по формулам  

     
 







x

F

yydFxxxFFx
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24, ,    





 

1
1 dttFF .                        (27)  
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Величины A  и B  из (5) в данном случае, соответственно, равны 

     21 2 / 1 2A F             ,      2
11 2 / 1 2B F             .            (28) 

Приведем выражение для функции влияния ˆ( ; , )IF x F   оценки ˆ
  вида (24). Для простоты рассмот-

рим симметричные распределения, т.е. |0SF  , тогда ( ) 0F   и     . Введём дополнительные 

обозначения: 
2

1 1( , ) ( , ) ( ) 2(1 2 ) ( )J J F x F dF x F




         , 2

2 2 ( , ) ( , ) ( )J J F x F dF x




    .      (29) 

С использованием формул (26)–(29), формула (13) для ограниченной функции влияния )ˆ,;( FxIF  

оценки ̂  перепишется в виде 

1
2 2

1

[ ( , ) ( , ) 4 (1 2 ) ], | | ,1ˆ( ; , )
(1 2 ) [2(1 2 ) ( , )], | | .

x F J F x
IF x F

J F x
  


 

            
        

                   (30) 

Согласно (10) асимптотическая дисперсия ̂n -оценок вычисляется по формуле 

2 2ˆ ˆ( , ) ( ; , ) ( )F IF x F dF x


 


      

2 1 3 1 2
2 1 1

4

( , ) 2 ( , ) 8 ( , ) (1 2 ) ( ) 8 (1 2 ) [ ( )]

(1 2 )

J F J F J F F F              


 
, 0|SF  .     (31) 

Используя формулы (29) и (31), получаем выражение для асимптотической стандартизованной диспер-

сии ˆ
 -оценок в виде  

2
2 2 3 2 2

2 1 1 12

ˆ( , )ˆ( , ) 4{ 8 (1 ) 8 (1 2 ) } /
( )

FF J J J J
F


  



 
             


 , |0SF  .      (32) 

Пример 1. Приведём результаты вычислений асимптотической дисперсии оценки 0̂  средней 

разности Джини при нормальном распределении, т.е. предполагаем, что 

 


x
dxxxxF }2/exp{)2/1()()( 2 . В данном случае функция )(xF  из (22) запишется в виде 

}2/exp{)2/4()1)(2(2)( 2xxxx  . Используя формулу (21), получаем (детали см. в примере 

(10.6.15) в [6]) значение асимптотической дисперсии 0̂n -оценки средней разности Джини для нор-

мального распределения, равное 

  651,0
3

)1236(416

3

)36(4
)()()()()ˆ,(

2
2

0
2 











    xdxxdx . 

Стандартизованная асимптотическая дисперсия 0̂n -оценки равна  

 
  511,0

3

1236

)/16(3

)1236(4
4

)()(

)()()()(
4)ˆ,(~

2

2
2

0
2 














 





xdx

xdxxdx
. 

Пример 2. Рассмотрим супермодель с засорением })()(:{)( ,, xxFF   , где 

)/()()1()(,   xxx , 10  , 1 . 

Численные значения асимптотической стандартизованной дисперсии 2
0

2
0

2 /)ˆ;()ˆ,(~
FFF   для 

0̂n -оценки средней разности Джини для супермодели )(,   , вычисленные по формуле (10.6.32) в 

[6], приведены в табл. 1.  

Для сравнения оценки 0̂  средней разности Джини с оценкой )0(ˆ
1S стандартного отклонения в 

рамках супермодели )(,    в табл. 2 приведены значения их асимптотических относительных эффек-

тивностей )ˆ;(~/))0(ˆ;(~))0(ˆ:ˆ( 0
2

1
2

10  FSFSAOЭF  для )(,  F . 
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Т а б л и ц а  1 

Асимптотическая стандартизованная дисперсия 2
0

ˆ( , )F   для , ( )F     

 

\   0,00 0,001 0,005 0,01 0,05 0,10 0,20 0,30 

3   0,511 0,523 0,566 0,618 0,928 1,137 1,255 1,204 

5   0,511 0,558 0,735 0,933 1,887 2,256 2,159 1,831 

10   0,511 0,753 1,601 2,443 4,901 4,781 3,542 2,592 
 

Т а б л и ц а  2 

Асимптотическая относительная эффективность 0 1̂
ˆ( : (0))FAOЭ S  для , ( )F     

 
\   0,00 0,001 0,005 0,01 0,05 0,10 0,20 0.30 

3   0,978 1,046 1,274 1,468 1,679 1,612 1,304 1,140 

5   0,978 1,634 3,011 3,518 2,512 1,712 1,183 1,010 

10   0.978 8,740 10,53 7,730 2,114 1,269 0,907 0,825 

 

Из данных табл. 2 следует, что оценка 0̂  средней разности Джини, проигрывая лишь 2% в эффек-

тивности оценке 1̂(0)S  стандартного отклонения при нормальном распределении, становится предпочти-

тельнее уже при небольших отклонениях от нормального распределения в рамках супермодели , ( )   . 

Отметим, что при увеличении параметра τ относительная эффективность 
, 0 1̂

ˆ( : (0))AOЭ S
    принимает 

неожиданно большие значения. По всей вероятности, это является следствием того факта, что оценка 

1̂(0)S  стандартного отклонения имеет неограниченную (квадратично возрастающую) функцию влияния, 

и при увеличении τ и малых ε её дисперсия резко возрастает (см. также теорему (2) в [10]). 
Пример 3. В табл. 3 приведены результаты сравнения различных оценок масштабного параметра, 

используя понятие дефекта оценки [12]. Напомним, что дефект ˆ( , )iDE F   оценки ˆ
i , 1,...,i k , среди 

сравниваемых оценок 1
ˆ ˆ,..., k   параметра θ при распределении F определяют в виде 

2 2 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) 1 min{ ( , ),..., ( , )} / ( , )i k iDE F F F F         , 1,...,i k . 

Отметим, что при сравнении оценок масштабного параметра используют вместо асимптотических дис-

персий 2 ˆ( , )iF   их стандартизованные дисперсии 2 ˆ( , )iF  , 1,...,i k . Обычно дефекты оценок откла-

дывают для наглядности на плоскости двух распределений [12]. В табл. 3 приведены дефекты оценок 
масштабного параметра с использованием их стандартизованных дисперсий в «плоскости двух распре-
делений: )1(F

 
– Гаусс, )3(F

 
– Лаплас».  

 
Т а б л и ц а 3 

Дефекты оценок масштабного параметра для распределений F(1) = Ф и F(3)  
 

Дефекты оценок 1̂(0)S  2
ˆ (0)S  0̂  4Ŝ  3

ˆ (0,10)S  3
ˆ (0,25)S  

(1)
ˆ( , )DE F S  0,00 0,12 0,02 0,14 0,38 0,63 

(3)
ˆ( , )DE F S  0,20 0,00 0,04 0,21 0,35 0,52 

 

Итак, среди сравниваемых оценок предпочтение следует отдать 0̂ -оценке средней разности Джини. 

Отметим, что для симметричных распределений ограниченные функции влияния и асимптотические дис-

персии )25,0(ˆ
3S -оценки интерквартильного размаха и оценки 3

ˆ med{| med( ) |, 1 }iS X X i n     , совпа-

дают. Отметим также, что оценка 4
ˆ med{| |, 1 }i jS X X i j n     , в отличие от оценок )0(ˆ

1S , )0(ˆ
2S  и 

0
ˆ ,  также имеет ограниченную функцию влияния.  
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Пример 4. Вычисления асимптотической стандартизованной дисперсии 2 ˆ( , )F    для ˆ
 -оценок 

вида (24) в рамках модели с засорением, т.е. для , ( ),F     показывают, что она существенно зависит 

от параметра α. Например, для нормального распределения минимальное значение асимптотической 

стандартизованной дисперсия 2 ˆ( , )F    для ˆ
 -оценок достигается при 0,   а при 3   и 0,05   

минимум достигается при 0,05.   Для распределения Коши минимум достигается при 20,0 . От-

меченный факт приводит к необходимости адаптации параметра α к меняющемуся распределению в 

рамках заданной супермодели при практическом использовании ˆ
 -оценок. Следуя работам [13, 14], 

определим адаптивный параметр 1ˆ ( ,..., )nX X  для ˆ
 -оценок вида (24), вычисляемый по формуле 

1 1

1
1 1

2 1

3 3

, ( ) ,

ˆ ( ,..., ) { ( ) } , ( ) , 1,2

, ( ) ,

n

i i
n n i i i n i

n

Q F Q

X X Q F Q Q Q F Q i
Q Q

Q F Q




 

         

  

,                       (33) 

где параметры 1 , 2 , 3 , 1Q , 2Q  и 3Q  задаются в соответствии с рассматриваемым типом супермоде-

ли. В формуле (33) ( )nQ F  – выборочная оценка, построенная по выборке 1,..., nX X  методом подстанов-

ки, для функционала ( ; , ),Q F    характеризующего степень затянутости хвостов распределения наблю-

дений [13]. Эта оценка записывается в виде 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

( ; , ) /
n k n m

n i i i i
i n k i i n m i

mQ F X X X X
k        

             
   

, ][ nk  , ][ nm  ,      (34) 

где 0 0,5      и (1) ( ),..., nX X  – порядковые статистики выборки 1,..., nX X . Следуя работе [13], ниже 

полагаем 0,2   и 0,5.   В качестве примера рассмотрим достаточно широкую супермодель Тьюки в 

виде λ-аппроксимаций квантильных функций заданных распределений [11]. Эта супермодель определя-
ется в виде 

3 31
1 2{ : ( ) [ (1 ) ] / , 0 1}F F t t t t 

           .                              (35) 

При определении адаптивного параметра 1ˆ ( ,..., )nX X  по формуле (33) в рамках супермодели Тьюки 

  примем следующие значения параметров: 1 0  , 2 0,2  , 3 0,3  , 1 1,76Q  , 2 2,50Q  , 

3 4,30Q  . Результаты сравнения адаптивной ˆ
ˆ
 -оценки средней разности Джини с семейством ˆ

 -оце-

нок, для которых параметр α, 0 1 / 2   , фиксирован, приведены в табл. 4 в виде отношения асимпто-
тической стандартизованной дисперсии оценки к минимальной стандартизованной дисперсии среди 
сравниваемых оценок при заданном распределении (т.е. при заданном значении параметра λ3). 
 

Т а б л и ц а  4 

Отношения асимптотических стандартизованных дисперсий ˆ
 -оценок для F   

 
Ф.р. 3  ( )Q F  

0,0̂  0,01̂  0,05̂  0,10̂  0,20̂  0,30̂  ˆ
ˆ
  

Равномерная 
 

Гаусса– 
Лапласа 

 
 

Коши 

1,000 
0,200 
0,1349 

–0,0802 
–0,2450 
–0,5500 
–1,000 
–2,000 

1,60 
1,74 
1,76 
1,84 
1,91 
2,10 
2,50 
4,38 

1,00 
1,00 
1,00 
1,06 
1,51 
  
  
  

1,14 
1,07 
1,06 
1,00 
1,11 
1,67 
3,87 
18,2 

1,67 
1,36 
1,29 
1,04 
1,00 
1,11 
1,59 
3,93 

2,50 
1,71 
1,59 
1,17 
1,05 
1,00 
1,16 
2,05 

5,00 
2,74 
2,47 
1,65 
1,35 
1,10 
1,00 
1,14 

10,0 
4,83 
4,28 
2,71 
2,12 
1,57 
1,22 
1,00 

1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 

 

Приведенные в табл. 4 данные показывают, что адаптивная ˆ
ˆ
 -оценка средней разности Джини 

обладает преимуществом перед урезанными ˆ
 -оценками средней разности Джини, для которых пара-

метр α, 0 1 / 2   , фиксирован, при изменении распределения выборки в достаточно широком семей-
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стве распределений .  Отметим, что приведенные результаты сравнения являются асимптотическими. 

При конечных объемах выборки требуются дополнительные исследования. Предварительные результа-

ты моделирования показывают, что отмеченное преимущество адаптивных ˆ
ˆ
 -оценок начинает устой-

чиво проявляться уже при объемах выборки 40n   и для других супермоделей. 
Пример 5. Рассмотрим супермодель { ( )}c   в виде семейства обобщенных гауссовских распре-

делений с плотностью ( , ),f x c  которая зависит от параметра с и определяется в виде 

( , ) exp{ [| | / ( )] }
2 ( ) (1 / )

ccf x c x A c
A c c

 


, 1x R , 0,5 3,0c  , ( ) (1 / ) / (3 / )A c c c   . 

Отметим, что супермодель { ( )}c   вида 

{ ( )} { : ( , ) [ / (1 / ) ( )] exp{ [| | / ( )] } }
x

cc F F x c c c A c x A c dx


      , 1,x R  

включает при 1c  распределение Лапласа, и 2c  соответствует нормальному распределению. 
Изменение эффективности для 0,5 < С < 1,75 приведены в табл. 5. 

 
Т а б л и ц а  5 

Относительные эффективности 0 1̂
ˆ( : (0))FAOЭ S  и 2 1

ˆ ˆ( (0) : (0))FAOЭ S S  для { ( )}F c   

 
c  0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,50 

0 1̂
ˆ( : (0))FAOЭ S  1,74 1,41 1,21 1,09 1,03 1,00 0,98 0,96 

2 1
ˆ ˆ( (0) : (0))FAOЭ S S  1,78 1,52 1,25 1,09 1,00 0,93 0,88 0,81 

 

Итак, при изменении параметра с в интервале 0,5 1,75c   оценка 2
ˆ (0)S  среднего абсолютных 

отклонений эффективнее оценки 1̂(0)S  стандартного отклонения. Кроме того, оценка 0̂  средней раз-

ности Джини также предпочтительнее оценки 1̂(0)S . 

 
Заключение 

 
Традиционно применяемые на практике оценки масштабного параметра, характеризующего сте-

пень разброса случайной величины, имеют неограниченные функции влияния Хампеля и обладают по-
вышенной чувствительностью к наличию выбросов в выборке, что приводит к существенным искаже-
ниям статистических выводов. В данной работе предложена модифицированная оценка средних разно-

стей Джини ˆ
 , 0 1 / 2   , которая входит в класс U-статистик, основанных на урезанных выборках. 

Показано, что эта оценка асимптотически нормальна, имеет ограниченную функцию влияния, и, следо-
вательно, защищена от влияния выбросов. При этом она обладает высокой эффективностью при нор-
мальном распределении наблюдений. В работе приведены результаты сравнения предложенной оценки 
с другими оценками масштабного параметра в рамках гауссовской модели с засорением и предложен 

адаптивный вариант ˆ
 -оценок, для которых параметр α, характеризующий пропорцию «урезания» 

исходной выборки, выбирается на основе информации, содержащейся в исходной выборке с использо-
ванием выборочной оценки функционала, характеризующего степень «затянутости хвостов» функции 
распределения F  изучаемой случайной величины X.  
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The paper proposes a modified estimator Gini’s mean difference, which is part of a class U-statistics based on the trimmed samples. 

It is shown that this estimate is asymptotically normal, has a limited influence function, it has a high efficiency for a normal distribution 
of observations. 

We assume that nXX ,...,1  a random sample from a distribution function )(xF and we assume that has a density )(xf , 1Rx , 

   nXX ,...,1  - ordered statistics of the original sample nXX ,...,1 . Let )(FT , F common functional that characterizes the scale 

parameter, which describes the degree of dispersion of the study of a random variable X . We consider the functional which is defined as 

     
 

 1

1

1

2

1

(1 2 )
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F
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


   
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, 0 1 / 2   . 

Sample estimator of this functional, called a modified Gini’s mean difference, written in the form 

       


 


C
ji XXnnnn 11][2][2ˆ , 2/10  ,  ]}[1][:),{( nnjinjiC  . 

The results of the comparison of the proposed ̂ -estimators with other estimates of the scale parameter for  Gaussian model with 

 -fixed proportion of contamination, and proposed an adaptive version ̂ -estimators for which the parameter   characterizing the 

proportion of "trimmed" of the original sample, selected on the basis of information contained in the original sample using a sample 
estimate functional, characterizing the degree of "heavy tails" of the distribution function of the random variable X  under study.  
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