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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДВУХФАЗНОГО ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ
С ЛЕГКИМИ ЧАСТИЦАМИ В ОТКРЫТЫХ КАНАЛАХ1

Представлена математическая модель и численный метод для расчета двух-
фазных турбулентных течений жидкости с твердыми легкими частицами в
открытых каналах. Модель строится на основе уравнений механики взаимо-
действующих взаимопроникающих континуумов в гидростатическом при-
ближении. Турбулентное замыкание уравнений осуществляется с помощью
двухпараметрической модели турбулентности, учитывающей влияние твер-
дых частиц на поток. Численный метод основывается на алгоритме исклю-
чения неизвестных и использует явно-неявную аппроксимацию по времени.
Приводится сравнение с экспериментом результатов расчетов нестационар-
ного турбулентного течения воды с частицами, моделирующими льдины, в
U-образном открытом канале, а также анализ влияния параметров дисперс-
ной фазы на структуру потока.
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Вопросы моделирования двухфазных течений газа с твердыми частицами
(жидкости с твердыми частицами) возникают во многих задачах, связанных с мо-
делированием течений в окружающей среде (моделирование облачности, движе-
ния взвешенных наносов в водоемах, речного течения с учетом плавающего льда)
и технологических устройствах (течение теплоносителей в охладительных систе-
мах, горение топлива). В большинстве таких течений несущая фаза движется в
турбулентном режиме. Наличие твердых частиц и их распределение в потоке ока-
зывает существенное влияние на структуру потока. При этом отметим, что вопро-
сам, связанным с моделированием течения в реках с учетом ледового покрова (те-
чению подо льдом и, особенно, течениям во время ледохода), посвящено гораздо
меньше внимания в литературе, чем вопросам течений в промышленных каналах
и движению наносов. Тем не менее, сложилось несколько подходов к моделиро-
ванию таких течений методами гидродинамики. Основной причиной повышенно-
го интереса к моделированию речного течения с учетом движущихся льдин явля-
ется возможность прогнозирования появления ледовых заторов и связанных с ни-
ми локальных затоплений прибрежных территорий.

Целью данной работы является построение математической модели и числен-
ного метода расчета двухфазного течения воды с легкими частицами, располо-
женными в приповерхностном слое воды и моделирующими скопление льда во
время ледохода.

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ и Администрации Томской области в рамках научного про-
екта № 16-41-700178 р_а.
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Математическая модель

Рассматривается двухфазное изотермическое движение смеси «вода – легкие
частицы» в открытом канале или русле реки. Межфазовый обмен массой и теплом
не учитывается в силу близких значений температуры воды и окружающей среды
и их незначительных изменений за период моделирования. Плотность льда

0 3910 кг/мiρ =  меньше плотности воды 0 31000 кг/мlρ = , и потому считается, что
ледяные частицы плотно расположены в приповерхностном слое воды и их кон-
центрация остается постоянной на входе в канал (или рассматриваемый участок
реки).

Предполагается, что горизонтальные размеры области исследования много
больше глубины двухфазного потока и при этом размер ледяных частиц много
меньше характерных размеров канала (русла).
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Рис. 1. Физическая постановка задачи
Fig. 1. Physical statement of the problem

Для математического описания данного процесса будем использовать уравне-
ния механики взаимодействующих взаимопроникающих континуумов [1].

Запишем уравнения, описывающие движение жидкой фазы:
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По повторяющемуся индексу (k=1, 2, 3) проводится суммирование. Здесь ин-

декс «l» относится к фазе воды; 1 2 3, ,x x x  – координаты декартовой системы;
( )0,0, g= −gG  – вектор ускорения свободного падения; ( )1 2 3, ,l l l lw w w=wG  – вектор

скорости движения воды; t  – время; ljS  – источниковый член, описывающий си-
лы взаимодействия фаз и влияние силы Кориолиса.
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 0
l l lρ = ρ α , где 0

lρ  – истинная плотность воды (принимается равной
31000 кг/м ), lα  – объемная доля воды 0 1l< α ≤ .
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lμ  – молекулярная вязкость воды; t
lμ  – турбулентная вязкость воды; kjδ  –

символ Кронекера; ek  – кинетическая энергия турбулентности.
Уравнения для дисперсной фазы (континуума ледяных частиц) будут иметь

следующий вид:
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По повторяющемуся индексу проводится суммирование (k=1, 2, 3). Здесь ин-

декс «i» относится к дисперсной фазе ледяных частиц; , t
ikj ikjτ τ  – компоненты тен-

зора вязких напряжений в континууме ледяных частиц вследствие их соударения
между собой и тензора турбулентных напряжений
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где 0
iρ  – истинная плотность льда ( 0 3910 кг/мiρ = ), iα  – объемная доля фазы ле-

дяных частиц 0 1, 1i i l≤ α < α +α = .
Рассмотрим источниковые члены, входящие в уравнения движения фаз.
Источник A Ci VMS F F F Fμ= + + +

G G G G G
 в уравнении движения дисперсной фазы

представляет собой сумму следующих сил [1]:
- сила Архимеда
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- сила вязкого трения, действующая на частицы со стороны несущей среды [2],
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- сила присоединенной массы, возникающая благодаря инерции в несущей среде,
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( )C i iF w= ρ ×ω
G GG

– сила Кориолиса.
Сделанные выше предположения позволяют рассматривать фазу ледяных час-

тиц в качестве непрерывной сплошной среды с эффективными свойствами. В си-
лу предположения о существенном различии масштабов рассматриваемого про-
цесса по горизонтали и вертикали будем использовать гидростатическое прибли-
жение, в соответствии с которым предполагается, что все члены в суммарном
уравнении для вертикальных компонент скорости потока малы за исключением
членов, отвечающих за давление и силу тяжести. Это позволяет получить
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где ap  – атмосферное давление, lα�  – характерная объемная доля жидкости в
смеси, ( , )b bz z x y=  – рельеф дна, h  – глубина потока.

Введем некоторые обозначения.
Пусть ,l iα α  – массовые доли плавающих ледяных частиц и воды соответст-
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α = α∫�  Здесь ih  – эффективная глубина

слоя ледяных частиц, lh  – глубина слоя несущей фазы под слоем льда.
Предполагая, что распределение динамических параметров двухфазного тече-

ния по глубине близко к однородному, будем интегрировать записанные уравне-
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ния движения фаз по всей глубине потока (от bz  до bh z+ ). В результате получим
следующие осредненные по глубине уравнения движения:

- для дисперсной фазы легких частиц (льдин)
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Здесь h  – глубина всего потока, ( , , )h t x y′′  – глубина слоя дисперсной фазы,
( , , ), ( , , )i iu t x y v t x y  – осредненные по глубине значения компонент вектора гори-

зонтальной скорости ( ), ;i i iw u v=
G  ( , )bz x y  – рельеф дна; 0 0,i lρ ρ  – истинные плот-

ности льда и воды соответственно, 29.81 /g м с=  – ускорение свободного паде-

ния; ik  – осредненная по глубине кинетическая энергия в слое дисперсной фазы;
,i tiν ν  – молекулярная и турбулентная вязкость дисперсной фазы; f  – параметр

Кориолиса; 
2

0.333f
gnc

h
=  – трение жидкости о дно канала (реки), n > 0 – коэффици-

ент Маннинга.
Для расчета турбулентных характеристик двухфазного течения используется

высокорейнольдсовая k − ε -модель турбулентности для осредненных уравнений
[3], с модификацией Поурахмади и Хумфри [2] для учета влияния дисперсных
частиц.

Начальные и граничные условия

В начальный момент времени 0t =  используются следующие значения пара-
метров течения:

iceh h′′ =  – известная величина;

0 0, ;i i i iu u v v= =

;iceh h h′ = −

0 0, .l l l lu u v v= =

На входе в расчетную область значения параметров жидкой фазы и фазы час-
тиц считаются известными, на выходной границе используется равенство нулю
производных по внешней нормали к границе. Кроме того, на границах потока с
берегом рассматривается трение как для жидкости, так и для частиц. На боковых
стенках русла применяются условия непротекания и прилипания для компонент
скорости. В случае, когда вблизи боковых стенок в несущей фазе справедливо со-
отношение l t lν ν� , трение и турбулентные характеристики в несущей фазе в
пристеночной области определяются с помощью метода пристеночных функций
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Лаундера – Сполдинга [5]. Трение фазы частиц о дно реки в прибрежной зоне и на
участках отмелей выражается зависимостью i

f i ic w w
G G

, где 10.0025i
f ic w −
=

G
 [6].

Численный метод решения уравнений модели

Уравнения модели дискретизируются с использованием метода конечного
объема [7] на разнесенных сетках (рис. 2), т. е. конечные объемы для компонент
скорости сдвигаются на полшага сетки относительно центра P конечного объема,
используемого при аппроксимации уравнений для скалярных величин

, , ,h h k′ ′′ ε .

Рис. 2. Сеточный шаблон разностной схемы. Большими
буквами отмечено положение центров конечных объемов,
малыми – середин их граней [7]

Fig. 2. Mesh pattern of the difference scheme. Uppercase and
lowercase letters indicate the centers of finite volumes and
midpoints of their edges, respectively [7]

Конвективные слагаемые уравнений аппроксимируются с применением моно-
тонных разностных схем высокого порядка (MLU [8] или MUSCL [9]). Диффузи-
онные слагаемые представляются на основе центрально-разностной схемы второ-
го порядка, при этом для снижения существенного ограничения на шаг интегри-
рования по времени для уравнений движения при аппроксимации членов, отве-
чающих за динамическое взаимодействие фаз (сила трения), применялась неявная
аппроксимация и специальная процедура решения сеточных уравнений, позво-
ляющая использовать построенную разностную схему для областей двухфазного
течения, где отсутствует дисперсная фаза ( )0h′′ = .

Кратко опишем предлагаемый подход.
Рассмотрим дискретный аналог уравнений (6) и (9) для внутреннего узла e

расчетной сетки, представленной на рис. 2:

( )
0 0 0

0 0 ;e l e e l e
e e ie l e

h u h u
h u u

t

′ ′−
′′= Φ +β −

∆
 (11)

( )
0 0 0 0

0 0
0 .e ie e ie l

e e l e ie
i

h u h u
h u u

t

′′ ′′− ρ
′′= Ψ + β −

∆ ρ
(12)
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Здесь слагаемые 0 0иe eΦ Ψ  объединяют аппроксимации конвективных и диффузи-

онных членов, а также источниковых членов уравнений. Верхний индекс « 0 » со-
ответствует сеточным величинам с предыдущего шага по времени.

В правых частях сеточных уравнений (11), (12) отдельно выделены слагаемые

( )0
e ie l eh u u′′β −  и ( )

0
0

0 ,l
e l e ie

i

h u u
ρ

′′β −
ρ

 описывающие динамическое взаимодействие

фаз и содержащие разность компонент скоростей фаз. Если для этих слагаемых
также использовать явную аппроксимацию, потребуется более жесткое (чем усло-

вие Куранта 
( )

0.5 )
max maxe n

x y
u y v x gh x y

∆ ∆
τ <

∆ + ∆ + ∆ + ∆
 ограничение на шаг по

времени при проведении расчетов течений с частицами, обладающими высокой
динамической инерционностью. Кроме того, в узлах сетки, где 0h′′ = , система
уравнений (11)–(12) имеет особенность (уравнение (12) обращается в тождество).

В связи с этим перепишем систему (11), (12) в следующем виде:

( )0 0 0 0 0 0 ;e e l e e ie e e l eh t h u t h u t h u′ ′′ ′′ ′+ ∆ β − ∆ β = ∆ Φ +  (13)

0 0
0 0 0

0 01 .l l
i e l e e e ie

i i

t u t u t h u
⎛ ⎞ρ ρ

′′+ ∆ β − ∆ β = ∆ Ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠
 (14)

В (14) в 0 0
e eh′′Ψ  при 0

eh′′ < ε , где 0ε >  – малая положительная величина, 0
eΨ

принимается равной нулю. Определитель системы отличен от нуля и система ре-
шается по правилу Крамера. Аналогичным способом представляется система для
компонент скоростей фаз ,l n i nv v .

Определение границы реки и суши при нестационарном расчете представляет
особую сложность из-за возникновения нестабильности решения из-за малой глу-
бины воды в граничной ячейке [10, 11]. Один из простейших методов заключается
в выборе некоторого малого параметра 0ε > , такого, что как только глубина
потока становится меньше ε , ячейка считается сухой и исключается из расчетов.
В исследуемом случае течения воды с ледяными частицами в качестве глубины
рассматривается глубина несущей фазы h′ , при этом в сухих ячейках глубина
дисперсной фазы h′′  также принимается равной нулю.

С помощью разработанной модели и численного метода были проведены рас-
четы некоторых тестовых сценариев нестационарного течения в каналах. Для
оценки полученных результатов приведено сравнение расчетов с эксперимен-
тальными данными.

Результаты численных расчетов

Т е ч е н и е  в  U - о б р а з н о м  к а н а л е

Экспериментальная установка представляет собой U-образный канал c дном в
виде лотка со скошенными стенками (рис. 3). Экспериментальные исследования
течения в данной установке представлены в работах [12,13]. В данном случае рас-
сматривается эксперимент, описанный в [12]. Глубина потока на входе в канал
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равнялась 0.45 м, расход воды на входе в канал – 30.16 м /c . Так как данные о ше-
роховатости стенок не представлены, коэффициент Маннинга выбирался равным
0.01413, что соответствует слабошероховатым стенкам (из бетона или пластика).
Данные параметры соответствуют турбулентному течению с числом Рейнольдса,
вычисленным по глубине потока Re 77170,h =  0,081.Fr =  Для имитации ледя-
ных частиц использовались сферические бусины из полипропилена диаметром
di=0.005 м. Плотность материала частиц 0 3900кг/мρ =  близка к плотности льда.
При проведении физического моделирования движения плавучих частиц они
сбрасывались в стационарный поток с одинаковым расходом в конце прямого
предвключенного участка (отмечен горизонтальной стрелкой на рисунке 3а). Из-
мерения толщины слоя частиц и глубины потока в эксперименте проводились с
точностью до 1 мм.

R = 11.89

20

2.44

2.
0

0.51.44

0.
33

a b

Рис. 3. Канал с разворотом течения (размеры указаны в метрах):
(а) – вид сверху; (b) – поперечное сечение

Fig. 3. U-shaped laboratory flume (dimensions are in meters):
(a), plan view, and (b), cross section

При движении по каналу основная масса частиц движется вблизи левой по те-
чению стенки под действием центростремительной силы, которая также вызывает
возрастание скорости в направлении левой стенки. При образовании ледового за-
тора толщина слоя накопившихся частиц максимальна в голове ледохода у левой
стенки и постепенно уменьшается вверх по течению и по направлению к правой
стенке канала (рис. 4, 5).

В результате расчетов обнаружено, что течение в канале с плавным разворо-
том с легкими частицами имеет сходные характеристики с течением в реке во
время ледохода [12].



Численное исследование двухфазного течения жидкости с легкими частицами 97

20

25

30

0510152025

a

b

Рис. 4. Профили фронта слоя частиц по мере движения по каналу
(a) – эксперимент [12], (b) – расчет

Fig. 4. Front profiles of the layer of particles while moving in the flume:
(a) experimental [12] and (b) calculated data
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Рис. 5. Мгновенные профили глубины h'' (a) и модуля скорости дисперсной фазы (b)
Fig. 5. Instantaneous profiles of the (a) depth h'' and (b) velocity module of the dispersed phase
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Т е ч е н и е  в  к а н а л е  с  р е з к и м  п о в о р о т о м

Рассматривается движение смеси «вода – ледяные частицы» в канале с резким
поворотом. Геометрия канала изображена на рис. 6. Подробное исследование
структуры однофазного течения в нем проводится в [3,10].

0.86

5.
55

5

4.43

0.
72

Резкое снижение
уровня дна

Рис. 6. Лабораторная установка – канал с поворотом под углом 90°
Fig. 6. Laboratory facility, a flume with a 90° bend

Входной участок канала имеет длину 5.555 м, ширину 0.86 м и ровное дно.
Сразу перед поворотом уровень дна понижается на 0.013 м. Выходной участок
имеет длину 4.43 м, ширину 0.72 м и ровное дно. На рисунке также отмечены об-
ласти, где образуется возвратное течение, выявленные в процессе исследования
однофазного течения в данном канале [3].

Рассмотрим течение воды с ледяными частицами со скоростью на входе в ка-
нал равной U0 = 0.2 м/с, начальной глубиной потока равной h = 0.175 м. Глубина
слоя дисперсной фазы h'' = 0.04 м. Параметры дисперсной фазы для базового и
методических расчетов приведены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1

Параметры расчетов: 1 – базовый расчет, 2, 3 – методические расчеты

№
расчета Диаметр частиц, di, м Коэффициент формы, fi

Вязкость в слое частиц,
vi, м2/с

1 0.1 0.166 0.01
2 0.01 0.166 0.01
3 0.1 1 0.01

О ц е н к а  в л и я н и я  р а з м е р а  ч а с т и ц

На рис. 7 представлено сравнение модуля скорости несущей фазы (a), модуля
скорости дисперсной фазы (b), глубины слоя дисперсной фазы (c) для расчетных
случаев (1) и (2) (см. табл. 1).
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Рис. 7. Поля скорости несущей фазы (a) скорости дисперсной фазы (b) и  глубины слоя
дисперсной фазы (с) для базового варианта (1) и расчета с мелкими частицами (2)

Fig. 7. Fields of the (a) carrier phase velocity, (b) dispersed phase velocity, and (c) depth
of dispersed phase layer: (1), basic variant, and (2), computation with small particles

Проведенные расчеты позволяют сделать следующие выводы:
1. Скорости движения мелких и более крупных частиц существенно не разли-

чаются в области поворота течения. За поворотом у правой по течению стенки на-
блюдается зона рециркуляционного течения, более интенсивного для частиц с
диаметром di = 0.1 м.

В углу канала скорости жидкости и частиц также отличаются, но для рассмат-
риваемого случая частицы под действием жидкости успевают изменить направле-
ние своего движения и существенного накопления дисперсной фазы в этой облас-
ти не наблюдается. Анализируя рис. 7, можно также отметить, что уменьшение
размера частиц приводит к небольшому снижению кинетической энергии потока
жидкости за поворотом.

2. Более заметное влияние на скорости движения фаз и толщину слоя частиц
оказывает небольшое изменение рельефа дна. Из рисунков видно, что изолинии
модуля скорости жидкости и фазы мелких частиц резко изменяются вблизи сни-
жения рельефа дна, т.е. малоинерционные частицы так же, как и жидкость, быст-
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ро откликаются на изменение условий течения. В то же время для более инерци-
онных частиц изолинии модуля скорости меняются более плавно над скачком се-
чения канала.

Проявление большей инерционности частиц с диаметром 0.1 м заметно и по
распределению глубины дисперсной фазы h′′ : более плавное увеличение этого
параметра при приближении к резкому снижению уровня дна, накопление частиц
вблизи поворота.

О ц е н к а  в л и я н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  ф о р м ы  ч а с т и ц

При уменьшении коэффициента формы if  (переходе от сферических частиц к
кубическим) сила динамического межфазного взаимодействия или сопротивления
движению жидкости увеличивается. Кроме того, для сферических частиц наблю-
дается увеличение интенсивности рециркуляционного течения жидкости за пово-
ротом, частицы относительно спокойно реагируют на резкое изменение рельефа
дна канала (рис. 8).
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Рис. 8. Поля скорости несущей фазы (a) скорости дисперсной фазы (b) и  свободной
поверхности (с) для базового варианта (1) и расчета со сферическими частицами (3)

Fig. 8. Velocity fields of the (a) carrier phase, (b) dispersed phase, and (c) free surface:
(1), basic variant, and (3), computation with spherical particles
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В области поворота течения наблюдается повышение уровня свободной по-
верхности в углу канала (более значительное для сферических частиц 1if = ) и
снижение за поворотом в области рециркуляционного течения. Такой характер
распределения свободной поверхности в области поворота течения соответствует
известным экспериментальным данным [14].

Выводы

В работе в рамках механики взаимодействующих и взаимопроникающих кон-
тинуумов представлена математическая модель двухфазного изотермического
турбулентного течения смеси «жидкость – легкие частицы» в открытых каналах и
русловых потоках в приближении мелкой воды. Модель учитывает динамическое
скольжение фаз, подъемную силу, действующую на частицы, соударение частиц
между собой, турбулентную структуру движущейся жидкости и частиц, трение
жидкости и частиц о дно и стенки канала.

Для численного решения гидродинамических уравнений фаз предложен новый
численный метод, позволяющий проводить сквозные расчеты в областях с неод-
нородным распределением частиц вплоть до их полного отсутствия. Метод осно-
вывается на явно-неявных монотонных разностных схемах высокого порядка ап-
проксимации.

Разработанная модель и численный метод прошли апробацию на результатах
экспериментальных исследований двухфазного турбулентного течения «жидкость
– легкие частицы» в U-образном открытом канале. Модель правильно предсказала
изменение фронта слоя движущихся по каналу частиц, увеличение их концентра-
ции и скорости у внешней стенки канала.

Также для открытого канала с поворотом на 90° было произведено исследова-
ние влияния размера и формы частиц, плавающих в движущейся жидкости. Рас-
четы показали, что частицы в большей мере реагируют на подъем рельефа дна,
чем на резкое изменение направления движения потока. Тем не менее, наличие
частиц в потоке увеличивает неоднородность распределения свободной поверхно-
сти в поворотной части канала.
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A mathematical model and a computational method for a numerical investigation of the two-
phase turbulent flow in an open channel are performed. The solid particles with a density close to
that of water were considered as a dispersed phase. The model is based on the flow depth-
averaged equations of mechanics of interacting and interpenetrating continuums in a hydrostatic
approach. A turbulent closure of the model is implemented with the application of the k − ε
turbulence model modified by Pourahmadi and Humphrey (1983) to consider the influence of
particles on the turbulent structure of the flow.

The numerical method proposed for solving equations of the model is based on the
elimination algorithm and explicit-implicit time approximation.

An unsteady turbulent flow in a 180-degree bend flume with polypropylene particles
modeling the ice was computed and the results were compared with those of Urroz and Ettema
(1992). It was found that the mathematical model and the computational method proposed predict
accurately both the velocity field and distribution of the particles in the channel.

The influence of the dynamic parameters of dispersed phase on the turbulent structure of the
flow was investigated by conducting the calculations of the flow in an open channel with a 90-
degree bend. It was revealed that the structure of a two-phase flow is most affected by the size
and shape of the particles.

Keywords: mathematical modeling, two-phase flow, double-speed continuum, shallow water
approximation, k − ε  turbulence model, ice particles, finite volume method.
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