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В работах [1–3] изучена задача оптимального управления, представляющая собой дискретный 

аналог одной из задач, рассмотренной в работах А.И. Москаленко (см.: [4, 5]) и занимающей промежу-
точное положение между задачами оптимального управления с сосредоточенными и распределенными 
параметрами. Установлен аналог дискретного принципа максимума, уравнения Эйлера, выведен аналог 
линеаризованного условия максимума. 

В предлагаемой статье рассматривается задача, аналогичная задаче из [1–3], но при предположе-
нии недифференцируемости функционала качества. Выведено необходимое условие оптимальности в 
терминах производных по направлениям. 

 
1. Постановка задачи 

 
Пусть управляемый объект описывается системой разностных уравнений 

      tuxtzxtfxtz ,,,,,1  , ;1...,,1, 100  tttt  ,...,,1, 100 xxxx                      (1) 

с начальным условием 
   ,,0 xyxtz   ,...,,1, 100 xxxx                                                          (2) 

где  xy  – n-мерная вектор-функция, являющаяся решением задачи 

      ,,,1 xvxyxgxy   1...,,1, 100  xxxx ,                                           (3) 

  00 yxy  . 

Здесь  uzxtf ,,,    vyxg ,,  – заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности 

переменных вместе с частными производными по z  (y); 0y  – заданный постоянный вектор; 

1010 ,,, xxtt  – заданные числа, причем разности 01 tt   и 01 xx   есть натуральные числа;  tu    xv  – 

 qr -мерный вектор управляющих воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного 

множества  VU , т.е. 

  rRUtu  ,  1...,,1, 100  tttTt , 

  qRVxv  ,    1...,,1, 100  xxxXx .                                                (4) 

Пару     xvtu ,  с вышеперечисленными свойствами назовем допустимым управлением. 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 
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       
1

0

1

1 1 2 1, , ,
x

x x
S u v y x x z t x





                                                        (5) 

при ограничениях (1)–(4). Здесь  1 y    2 ,x z  – заданная скалярная функция, удовлетворяющая 

условию Липшица по y   z  и имеющая производные по y   z  по любому направлению. 

Допустимое управление     , ,u t v x   доставляющее минимум функционалу (5) при ограничениях 

(1)–(4), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс         , , , ,u t v x z t x y x     – 

оптимальным процессом. 
 

2. Вспомогательные факты 
 

Пусть         , , , ,u t v x z t x y x     – фиксированный допустимый процесс. Через 

                        , , , , , ,u t u t u t v x v x v x z t x z t x z t x y x y x y x                обозначим 

произвольный допустимый процесс. 

Тогда приращение     xyxtz  ,,  состояния     , ,z t x y x   будет решением задачи 

           ,,,,,,,,,,1 tuxtzxtftuxtzxtfxtz                                        (6) 

   ,,0 xyxtz                                                                     (7) 

           ,,,,,1 xvxyxgxvxyxgxy                                              (8) 

  00  xy .                                                                       (9) 

Используя формулу Тейлора из (6)–(9), получаем, что приращение     xyxtz  ,,  состояния 

    , ,z t x y x   является решением линеаризованной задачи 

           11, , , , , ; ,z u tz t x f t x z t x f t x t x u                                     (10) 

   ,,0 xyxtz                                                                 (11) 

            21 ; ,z v xy x g x y x g x x v x                                          (12) 

  00  xy ,                                                                    (13) 

где по определению 

          1 1, ; , , ,zu tt x u f t x z t x z t x        , 

           2 2; yv xx v x g x y x y x        . 

Здесь и в дальнейшем для простоты изложений используется обозначения типа 

      , , , , , ,zf t x f t x z t x u t   

      , , ,yg x g x y x v x   

             , , , , , , , , , ,u t f t x f t x z t x u t f t x z t x u t      

             , , , , .v x g x g x y x v x g x y x v x      

Уравнение (10), (12) можно интерпретировать как линейное неоднородное разностное уравнение 
относительно  xtz ,    xy . 

Поэтому на основе формулы о представлении решений линейных неоднородных разностных 
уравнений (см. например, [6, 7]) решения задач (10), (11) и (12), (13) соответственно можно представить 
в виде 

              
0

1

0 0 3, , 1; , , ; , , ; ,
t

u
t

z t x F t t x z t x F t x f x t x u t





                               (14) 
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          
0

1

4, ; ,
x

v s
s x

y x x s g s x v x




                                                   (15) 

где по определению 

       
0

1

3 1, ; , ; , ;
t

t
t x u t F t x x u





        ,        
0

1

4 2; , ;
x

s x
x v x x s s v s





      . 

Здесь  , ;F t x ,  sx,  –  nn  матричные функции, являющиеся решениями уравнений 

     , 1, , ; ,zF t x F t x f x     ,   ExttF  ,1, ,      sgsxsx y,1,  , 

  Exx  1, , ( E  –  nn  единичная матрица). 

Поскольку    xyxtz  ,0 , то, учитывая (15), представление (14) решения  xtz ,  задачи (10), 

(11) записывается в виде 

                    
0 0

1 1

0 5, , 1; , , ; , , ; , ,
x t

v s u
s x t

z t x F t t x x s g s F t x f x t x u t v x
 


 

                    (16) 

где по определению 

            5 3 0 4, ; , , ; , 1; ;t x u t v x t x u t F t t x x v x          . 

В дальнейшем нам понадобится оценка нормы приращения траектории. 
Ясно, что 

        
0

01, 1, , , ,
t

t
z t x z x z x z t x



                  



x

xs

sysyxy
0

11 . 

Отсюда с учетом задач (10)–(13) будем иметь 

             
0

1, , , , , , , , , ,
t

t
z t x f x z x u f x z x u y x 



                                   (17) 

           
0

1

1 , , , ,
x

s x
y x g s y s v s g s y s v s


 



      .                                     (18) 

Переходя к норме в обоих частях этих соотношений и используя условия Липшица, после некоторых 
преобразований получим 

         
0 0

11, , , ,
t t

u
t t

z t x f x L z x y x
 

                                          (19) 

       
0 0

21
x x

v s
s x s x

y x g s L y x
 

       .                                            (20) 

Здесь const 0iL   , 1, 2,i   – некоторые постоянные. 

Применяя дискретный аналог леммы Гронуолла–Беллмана (см. например, [7, 8]) к неравенству (20), получим 

     
0

3

x

v s
s x

y x L g s


     3 const 0L   .                                         (21) 

Далее, учитывая оценку (21) в (20), а затем применяя лемму Гронуолла–Беллмана приходим к 
оценке 

         
1 1

0 0

1 1

4, , ,
t x

u v s
t s x

z t x L f x g s
 


 

 
      

 
                                          (22) 

где 4 const 0L   . 
 

3. Необходимое условие оптимальности 
 

Предположим, что множества 

      , , , , : , , , , ,f t x z t x U f t x z t x u u U      ,                                     (23) 



7 

      , , : , , ,g x y x V g x y x V v V                                                 (24) 

выпуклы. 
Перейдем к выводу необходимого условия оптимальности в рассматриваемой задаче. Считая 

    ,u t v x   оптимальным управлением, его специальное приращение определим по формуле 

     
 

; , ,

0, ,

u t u t u t t T

v x x X






    

  

                                                    (25) 

где  0,1  – произвольное число, а  ;u t U  , ,t T  – произвольная допустимая управляющая функ-

ция, такая, что 

       ; , ,u t u tf t x f t x   . 

Здесь  tu  – произвольная допустимая управляющая функция, соответствующая  ;u t  . Это возможно 

в силу выпуклости множества (23). Через     , ,z t x y x    обозначим специальное приращение траек-

тории     , , ,z t x y x   отвечающее приращению (25) управления     ,u t v x  . Из оценок (21), (22) 

сразу следует, что 

 , ~z t x  ,   0y x  . 

Поэтому из (14) следует, что 

         
1

0

1

1 1, , ,
t

u t
t t

z t x F t t f t x





       . 

Полагая 

       
1

0

1

1, ,
t

u t
t t

u F t t f t x




   , 

эта формула записывается в виде 

     1,z t x u      .                                                           (26) 

Вычислим специальное приращение критерия качества (5), соответствующее приращению (25) 

управления     ,u t v x  . Имеем 

             

         

           

        

1

0

1

0

1

0

1

2 1 1 2 1

1

2 1 2 1

1

2 1 2 1

2 1 2 1

, , , , , , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , , .

x

x x

x

x x

x

x x

S u v S u u v S u v x z t x z t x x z t x

x z t x u x z t x

x z t x u x z t x u

x z t x u x z t x


     

  










            

           

           

      









 



 

Поскольку  2 ,x z  удовлетворяет условию Липшица по z  и имеет производные по направлени-

ям, то из последнего соотношения получаем, что вдоль оптимального процесса     ,u t v x   

  
   

1

0

1
2 1, ,

0
x

x x

x z t x
u






    

 
. 

Отсюда при достаточно малых  0,1  следует, что 

  
 

1

0

1
2 1, ,

0
x

x x

x z t x
u








 
.                                                             (27) 
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Теперь специальное приращение оптимального управления     ,u t v x   определим по формуле 

       0, , , , .u t t T v x v x v x x X
                                               (28) 

Здесь  0,1  – произвольное число, а  ,v x  – произвольная допустимая управляющая функция, та-

кая, что 

       ,v x v xg x g x   , 

где  xv  – соответствующая  ;v x   произвольная управляющая функция. 

Через     , ,z t x y x    обозначим специальное приращение оптимальной траектории, соответ-

ствующее приращению (28) управления     ,u t v x  . 

Из оценок (21), (22) следует, что  

 , ~z t x  ,   ~y x  .                                                    (29) 

С учетом (29) из представлений (15), (16) следует, что 

           
0

1

1 1 0, , 1; ,
x

v s
s x

z t x F t t x x s g s





         ,                                 (30) 

         
1

0

1

1 1,
x

v s
x x

y x x x g x





        .                                          (31) 

Полагая 

         
0

1

1 1 0, , 1, ,
x

v s
s x

q v x F t t x x s g s




    ,        
1

0

1

2 1, ,
x

v x
x x

q v x x g x




    

представление (30), (31) запишем соответственно в виде 

     1 1y x q v      ,                                                            (32) 

     1 2, ,z t x q v x      .                                                        (33) 

С помощью (32), (33) вычислим специальное приращение функционала качества, соответствую-

щее приращению (28) оптимального управления     ,u t v x  . 

Имеем 

             

       

                   

            

1

0

1

0

1 1 1 1 1

1

2 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

2 1 2 2 1 2

, , ,

, , , , ,

, , , , , ,

x

x x

x

x x

S u v S u v v S u v y x y x y x

x z t x z t x x z t x

y x q v y x q v y x q v y x

x z t x q v x x z t x q v x

       
  






   


 



           

       

                     

         

 





        2 1 2 2 1, , , , , .x z t x q v x x z t x      

 

Следовательно, имеет место разложение 

    
 

  
   

1

0

1
1 1 2 1

1 2

, ,
,

,

x

x x

y x x z t x
S u v

q v q x v

 
 




  
       

   
 .                             (34) 

Из разложения (34) в силу произвольности  0,1  следует, что 

  
 

  
 

1

0

1
1 1 2 1

1 2

, ,
0

,

x

x x

y x x z t x
q v q v x

 



 
 

  .                                               (35) 

Сформулируем полученный результат. 
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Теорема. Пусть множества (23), (24) выпуклы. Тогда для оптимальности допустимого управления 

    ,u t v x   необходимо, чтобы неравенства (27) и (35) выполнялись соответственно для всех 

    .,,, XxVxvTtUtu   

Неравенства (27), (35) являются необходимыми условиями оптимальности первого порядка в 
терминах, производных по направлениям (см., например, [9–11]). 

Замечание. Используя необходимые условия оптимальности (27), (35), можно получить необхо-
димые условия оптимальности в задаче на минимакс (см., например, [10, 11]). Из них следует также 
аналог дискретного условия максимума. 

 
Заключение 

 
Для одной специфической негладкой задачи оптимального управления дискретными системами 

при помощи аналога метода явной линеаризации получено необходимое условие оптимальности перво-
го порядка в терминах производных по направлениям. Полученный результат может быть применен для 
исследования задачи на минимакс для рассматриваемой системы. 
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In this article we consider the problem of necessary optimality condition in one discrete control problem but assuming nondifferenti-

ability quality functional. We derive a necessary condition for optimality in terms of directional derivatives. 
Let managed object described by a system of difference equations 

      1, , , , ,z t x f t x z t x u t  , 0 0 1, 1,..., 1;t t t t    0 0 1, 1,..., ,x x x x                                    (1) 

with the initial condition 

   0 , ,z t x y x  0 0 1, 1,..., ,x x x x                                                                     (2) 

where n   dimensional vector function  y x  is a solution of 

      1 , , ,y x g x y x v x   0 0 1, 1,..., 1x x x x   ,  0 0y x y .                                   (3) 
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Here  , , ,f t x z u    , ,g x y v  is the given n – dimensional vector-function continuous with respect to all variables together with the 

partial derivatives  with respect to z  y , 0y  is a given constant vector, 0 1 0 1, , ,t t x x  are given numbers, the differences 1 0t t  and 

1 0x x  are natural numbers,  u t    v x  is r(q)-dimensional vector of control actions with values from a specified non-empty, bound-

ed set  

  ru t U R  ,  0 0 1, 1,..., 1t T t t t    , 

  qv x V R  ,  0 0 1, 1,..., 1x X x x x    .                                                                (4) 

Our goal is to minimize the functional 

       1

0

1

1 1 2 1, , ,
x

x x
S u v y x x z t x




     

under the constraints (1)–(4). 

Here  1 y    2 ,x z  is the given scalar function satisfying the Lipschitz condition with respect to y  z  and having derivatives 

with respect to y  z  in any direction.  
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