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ПОСТРОЕНИЕ АНАЛОГА ТЕОРЕМЫ ФРЕДГОЛЬМА
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА МОДЕЛЬНЫХ

ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА С СИНГУЛЯРНОЙ ТОЧКОЙ В ЯДРЕ

Для одного модельного интегродифференциального уравнения первого по-
рядка с сингулярной точкой в ядре, в зависимости от корней характеристи-
ческого уравнения, найдены интегральные представления многообразия ре-
шений через произвольные постоянные. Найдены случаи, когда данное ин-
тегродифференциальное уравнение имеет единственное решение. Построе-
ны аналоги теоремы Фредгольма для этого интегродифференциального
уравнения. Использованный метод можно применять для изучения модельных
и немодельных интегродифференциальных уравнений высшего порядка.
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Теория интегродифференциальных уравнений с регулярными коэффициента-
ми и с сингулярными коэффициентами является одним из важных разделов тео-
рии интегральных и дифференциальных уравнений, которая находит широкое и
многообразное применение в физике и технике. На истории возникновения и
применения теории интегродифференциальных уравнений наши классики и со-
временники подробно останавливались в своих работах, например в [1–6] и в при-
ведённой там литературе.

За последние годы теория интегродифференциальных уравнений в основном
развивается в двух направлениях. Первое направление связано с изучением ин-
тегродифференциальных уравнений, появляющихся в конкретных физических
или механических задачах [1, 4, 6, 7]. Второе направление связано с построением
общей теории для неисследованных классов интегродифференциальных уравне-
ний. Ко второму направлению также относится изучение различных абстрактных
интегродифференциальных уравнений в банаховых пространствах [8, 9]. Также в
последние годы активно развивается решение прямых и обратных задач или задач
с малыми параметрами для интегродифференциальных уравнений [10–12]. Одной
из малоизученных задач в теории интегродифференциальных уравнений является
изучение интегродифференциальных уравнений с сингулярными и сверхсингу-
лярными коэффициентами. Некоторые результаты в этом направлении получены
для сингулярно возмущённых систем интегродифференциальных уравнений
[13−16]. Но заметим, что сингулярность в зависимости от изучаемой задачи быва-
ет разной природы, и поэтому подход отдельных авторов в изучении сингулярных
задач бывает разнообразным.

В классических сингулярных интегродифференциальных уравнениях интегра-
лы в основном понимаются в смысле главного значения по Коши, и поэтому для
решения таких уравнений применяются методы теории аналитических функций.
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В отличие от этого ниже мы будем рассматривать сингулярное интегродифферен-
циальное уравнение, в котором интегралы понимаются в обычном смысле Рима-
на. То есть будем рассматривать вопрос об изучении интегродифференциального
уравнения вида

( ) ( )
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( ) ( )1

x

a

A B Cy x y x y t y t dt f x
x a t a t aα α+
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∫ ,  (1)

для случая 1α = , где , ,A B C  – заданные постоянные числа, ( )f x  – заданная
функция, ( )y x  – искомая функция.

Определение 1. Уравнение (1) будем называть модельным интегродиффе-
ренциальным уравнением первого порядка с сингулярным коэффициентом, когда

1α = ; со сверхсингулярным коэффициентом, когда 1α >  и со слабосингулярным
коэффициентом, когда 1α < .

Как видно, в (1) коэффициенты при ( )y t′  и ( )y t  под интегралом в случае
1α ≥  являются не фредгольмовыми и уравнение (1) в таком виде до настоящего

времени никем не изучено. Нефредгольмовость ядра уравнения (1), как будет
показано ниже, влечёт за собой новые и интересные свойства решения этого
уравнения.

Постановка задач и их решение

Пусть { }:x a x bΓ = < <  – множество точек на вещественной оси. На Γ  рас-
смотрим модельное интегродифференциальное уравнение (1) в сингулярном слу-
чае ( )1α = , т.е. рассмотрим уравнение вида
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где , ,A B C  – заданные постоянные числа, ( )f x  – заданная функция, ( )y x  – ис-
комая функция.

Следуя работам [17 – 20], прежде всего, через [ ]1 ,aC a b  обозначим класс таких
функций, которые имеют производные первого порядка и в точке x a=  обраща-
ются в нуль с асимптотическим поведением:

( ) ( ) 1
1, 1y x o x a γ⎡ ⎤= − γ >⎣ ⎦ ,

а первые производные от этих функций в точке x a=  обращаются в нуль с асим-
птотическим поведением:

( ) ( ) 2
2,y x o x a γ⎡ ⎤= − γ > ε⎣ ⎦ ,

и решения однородного уравнения (2) будем искать в этом классе.
Таким образом, для нахождения общего решения однородного уравнения (2)

частные решения этого уравнения будем искать в виде ( ) ( )y x x a λ= − , где λ  –
постоянное число. Подставляя эту функцию в левую часть уравнения (2), для оп-
ределения λ  получим следующее характеристическое уравнение:

( )2 1 0A B C Aλ − − − λ + − = . (3)
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В зависимости от корней характеристического уравнения (3) решение уравне-
ния (2) получим в следующем виде:

I. 1. Пусть ( ) ( )21 4 0D A B C A= − − − − > , 1,2
1

2
A B D− − ±

λ =  и корни харак-

теристического уравнения (3) удовлетворяют неравенству 1 21< λ < λ , тогда част-
ные решения однородного уравнения (2) имеют вид

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1,y x x a y x x aλ λ= − = − ,

а его общее решение согласно общей теории даётся при помощи формулы

( ) ( ) ( )1 2
1 2y x x a с x a сλ λ= − + − ,

где 1 2,с с  – произвольные постоянные числа. Далее, используя метод вариации
произвольных постоянных, решение неоднородного уравнения (2) легко находим
в таком виде:
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∫ (4)

Для сходимости интегралов в правой части (4) потребуем, чтобы функция
( )f x  в точке x a=  обращалась в нуль с асимптотическим поведением:

( ) ( ) 1
1 2, 1f x o x a δ⎡ ⎤= − δ > λ −⎣ ⎦ . (5)

Заметим, что если выполняется неравенство 1 21< λ < λ , тогда полученное ре-

шение (4) принадлежит классу [ ]1 ,aC a b .
Подставляя выражения (4) в уравнение (2), легко находим, что оно действи-

тельно удовлетворяет этому уравнению.
Теперь пусть 1 21λ ≤ < λ . В этом случае частное решение ( ) ( ) 1

1y x x a λ= −  не

принадлежит классу [ ]1 ,aC a b , и поэтому оно не удовлетворяет однородному
уравнению (2). Поэтому взяв в решение вида (4) 1 0с = , общее решение уравнения
(2) получим в виде
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∫
(6)

В этом случае для сходимости интегралов в правой части (6) функция ( )f x
также должна обращаться в нуль с асимптотическим поведением (5).

Если 1 2 1λ < λ ≤ , тогда для того, чтобы решение уравнения (2) принадлежало

классу [ ]1 ,aC a b , из всевозможных значений произвольных постоянных 1с  и 2с
возьмём только 1 0с = , 2 0с = , т.е. в этом случае однородное уравнение (1) имеет
только нулевое решение, а неоднородное уравнение для каждой функции
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( ) [ ],f x C a b∈  и ( ) 0f a =  имеет единственное решение, которое даётся при
помощи формулы

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
1 2
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∫ (7)

Таким образом, когда корни характеристического уравнения (3) являются ве-
щественными и разными, решение уравнения (2) запишется при помощи формулы
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Таким образом, доказано:
Теорема 1. Пусть в интегродифференциальном уравнении (2) коэффициенты

,A B  и C  такие, что корни характеристического уравнения (3) являются веще-
ственными и разными. Функция ( ) [ ],f x C a b∈  и в случае, когда 1 21< λ < λ  и

1 21λ < < λ  ( ) 0f a =  с асимптотическим поведением (5).

Тогда неоднородное уравнение (2) в классе функций ( ) [ ]1 ,ay x C a b∈ , обра-
щающихся в нуль в точке x a= , всегда разрешимо и его общее решение даётся
при помощи формулы (8), где 1 2,с c  – произвольные постоянные числа.

На основе вышеприведённые результаты для интегродифференциального
уравнения (2) можно построить аналог альтернативе Фредгольма в таком виде:

Аналог теоремы об альтернативе Фредгольма для интегродифферен-
циального уравнения (1) в случае, когда корни характеристического уравне-
ния (3) являются вещественными и разными: Если корни характеристическо-
го уравнения (3) удовлетворяют условию 1 2 1λ < λ ≤ , то однородное уравнение (2)
имеет только тривиальное решение, а неоднородное уравнение (2) для каждой
функции ( ) [ ],f x C a b∈  и ( ) 0f a =  имеет решение, и притом единственное, ко-
торое даётся по формуле (7). Если корни характеристического уравнения (3)
удовлетворяют условию 1 21λ ≤ < λ , то однородное уравнение (2) имеет нетри-
виальное решение и его общее решение содержит одну произвольную постоян-
ную, а неоднородное уравнение (2) разрешимо тогда и только тогда, когда его
правая часть удовлетворяет условию (5). В этом случае неоднородное уравнение
(2) имеет бесконечное число решений и его общее решение тоже содержит одну
произвольную постоянную и даётся при помощи формулы (6). Если корни харак-
теристического уравнения (3) удовлетворяют условию 1 21< λ < λ , то однород-
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ное уравнение (2) имеет два линейно независимых решения и его общее решение
содержит две произвольных постоянных, а неоднородное уравнение (2) разреши-
мо тогда и только тогда, когда его правая часть удовлетворяет условию (5). В
этом случае также неоднородное уравнение (2) имеет бесконечное число реше-
ний и его общее решение зависит от двух произвольных постоянных и даётся по
формуле (4).

II. Пусть 0D =  и 1 1
2
A B− −

λ = > , тогда частные решения однородного урав-

нения (2) имеют вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, lny x x a y x x a x aλ λ= − = − − ,

а его общее решение имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )3 4lny x x a с x a x a сλ λ= − + − − .

Решение неоднородного уравнения (2) легко находится в таком виде:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]

3 4

2 3 4

ln

1 ln 1 , , .
x

a

y x x a с x a x a с

x a x a f t dt E c c f x
t a t a

λ λ

λ
+

= − + − − +

− −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎤+ λ − + ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎦∫
(9)

где 3 4,c c  – произвольные постоянные числа.
Заметим, что в этом случае, если поведение функция ( )f x  в точке x a=  оп-

ределяется из асимптотической формулы

( ) ( ) 2
2, 1f x o x a δ⎡ ⎤= − δ > λ −⎣ ⎦ , когда x a→ , (10)

тогда интегралы в правой части (8) будут сходящимися.
Если 1λ < , тогда для того, чтобы решение вида (9) принадлежало классу
[ ]1

aC a,b , произвольные постоянные 3c  и 4c  должны равняться нулю, т.е. 3 0c = ,

4 0c = . В этом случае решение уравнения (2) имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )[ ]21 ln 1 0, 0, .
x

a

x a x ay x f t dt E f x
t a t a

λ
+− −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎤= λ − + ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎦∫ (11)

Заметим, что в этом случае неоднородное уравнение (2) для каждой функции
( ) [ ],f x C a b∈  и ( ) 0f a =  имеет единственное решение.
Таким образом, в случае, когда корни характеристического уравнения (3) яв-

ляются вещественными и равными, решение уравнения (2) даётся при помощи
формулы

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

3 4

2 3 4
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ln 1 ln 1

, , , когда 1,

1 ln 1 0, 0, , когда 1.
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x a x ax a с x a x a с
t a t a

y x f t dt E c c f x

x a x a f t dt E f x
t a t a

λ
λ λ

+

λ
+

⎧ − −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎤− + − − + λ − + ×⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎦⎪
⎪= × ≡ λ >⎨
⎪ − −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎤⎪ λ − + ≡ λ <⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ − −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎦⎩

∫

∫

(12)
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То есть имеет место следующая теорема:
Теорема 2. Пусть в интегродифференциальном уравнении (2) коэффициенты

,A B  и C  такие, что корни характеристического уравнения (3) являются веще-
ственными и равными. Функция ( ) [ ],f x C a b∈  и в случае, когда 1λ > , ( ) 0f a =  с
асимптотическим поведением (10).

Тогда неоднородное уравнение (2) в классе функций ( ) [ ]1 ,ay x C a b∈  всегда
разрешимо и его общее решение даётся при помощи формулы (12), где 3 4,с c  –
произвольные постоянные числа.

В этом случае аналог об альтернативе Фредгольма можно построить в таком
виде:

Аналог теоремы об альтернативе Фредгольма для интегродифференци-
ального уравнения (2) в случае, когда корни характеристического уравнения
(3) являются вещественными и равными: Если корни характеристического
уравнения (3) удовлетворяют условию 1λ < , то однородное уравнение (2) имеет
только тривиальное решение, а неоднородное уравнение (2) для каждой функции
( ) [ ],f x C a b∈  и ( ) 0f a =  имеет решение и притом единственное, которое да-

ётся по формуле (11). Если корни характеристического уравнения (3) удовлетво-
ряют условию 1λ > , то однородное уравнение (2) имеет два линейно независи-
мых решения и его общее решение содержит две произвольных постоянных, а не-
однородное уравнение (2) разрешимо тогда и только тогда, когда его правая
часть удовлетворяет условию (10). В этом случае неоднородное уравнение (2)
имеет бесконечное число решений и его общее решение зависит от двух произ-
вольных постоянных и даётся по формуле (9).

III. Если 0D < , ( ) ( )2
1,2

4 11
2 2

C A A BA B i i
− − − −− −

λ = ± = α ±β

и 1 1
2
A B− −

α = > ,

тогда общее решение однородного уравнения (2) даётся по формуле

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]5 6cos ln sin ln .y x x a x a c x a x a cα α= − β − + − β −

Используя метод, подобный методу вариации произвольных постоянных, ре-
шение неоднородного уравнения (2) легко находим в таком виде:

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )

( ) ( )[ ]

5 6

3 5 6

cos ln sin ln

1 1 sin ln

cos ln , , .

x

a

y x x a x a c x a x a c

x a x a
t a t a

x a f t dt E c c f x
t a

α α

α

−

= − β − + − β − +

− −⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎛ ⎞⎤+ α − β +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎥β − −⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎝ ⎠⎦
−⎡ ⎛ ⎞⎤⎤+β β ≡⎜ ⎟⎢ ⎥⎥−⎣ ⎝ ⎠⎦⎦

∫ (13)

Для сходимости интегралов в правой части равенства (12) требуем, чтобы
функция ( )f x  в точке x a→  обращалась в нуль с асимптотическим поведением

( ) ( ) 3
3, 1f x o x a δ⎡ ⎤= − δ > α −⎣ ⎦ , когда x a→ . (14)

Пусть в интегральном представлении (12) 1α < , тогда если решение уравне-
ния (2) из класса [ ]1

aC a,b  при 1α <  существует, то оно имеет вид
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( ) ( ) ( )

( )[ ]3

1 1 sin ln cos ln

0, 0, ,

x

a

x a x a x ay x f t dt
t a t a t a

E f x

α

−

− − −⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎤= α − β +β β ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎥β − − −⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎦⎦

≡

∫
(15)

т.е. в этом случае для того, чтобы решение вида (12) принадлежало классу
[ ]1

aC a,b , произвольные постоянные 5 6,c c  должны равняться нулю.
В этом случае от функции ( )f x  никаких условий, кроме его непрерывности,

т.е. ( ) [ ],f x C a b∈  и ( ) 0f a = , не требуется.
Таким образом, в случае, когда корни характеристического уравнения (3)

являются комплексно-сопряженными, решение уравнения (2) даётся при помощи
формулы

( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )

( )[ ]

( )

5 6

3 5 6

cos ln sin ln

1 1 sin ln cos ln

, , , когда 1,

1 1 sin ln cos ln

x

a

x

a

x a x a c x a x a c

x a x a x a f t dt
t a t a t a

y x E c c f x

x a x a x a
t a t a t

α α

α

−

α

− β − + − β − +

− − −⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎤+ α − β +β β ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎥β − − −⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎦⎦

= ≡ α >

− − −⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎛ ⎞⎤α − β +β β⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎥β − −⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎝ ⎠⎦

∫

∫ ( )

( )[ ]3 0, 0, , когда 1.

f t dt
a

E f x−

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪

⎡ ⎛ ⎞⎤⎤⎪ ≡⎜ ⎟⎢ ⎥⎥⎪ −⎣ ⎝ ⎠⎦⎦
⎪

≡ α <⎪⎩

(16)

Таким образом, имеет место следующая теорема:
Теорема 3. Пусть в интегродифференциальном уравнении (2) коэффициенты

,A B  и C  такие, что корни характеристического уравнения (3) являются ком-
плексно-сопряженными. Функция ( ) [ ],f x C a b∈  и в случае, когда 1α > , ( ) 0f a =
с асимптотическим поведением (14).

Тогда неоднородное уравнение (2) в классе функций ( ) [ ]1 ,ay x C a b∈  всегда раз-
решимо и его общее решение даётся при помощи формулы (16), где 5 6,с c  – про-
извольные постоянные числа.

Теперь можно сформулировать следующий аналог об альтернативе Фредголь-
ма для интегродифференциального уравнения (2):

Аналог теоремы об альтернативе Фредгольма для интегродифференци-
ального уравнения (2) в случае, когда корни характеристического уравнения
(3) являются комплексно-сопряжёнными: Если корни характеристического
уравнения (3) являются комплексно-сопряжёнными и 1α < , то однородное урав-
нение (2) имеет только тривиальное решение, а неоднородное уравнение (2) для
каждой функции ( ) [ ],f x C a b∈  и ( ) 0f a =  имеет решение и притом единствен-
ное и даётся по формуле (15). Если корни характеристического уравнения (3) та-
кие, что выполняется условие 1α > , то однородное уравнение (2) имеет два ли-
нейно независимых решения и его общее решение содержит две произвольных по-
стоянных, а неоднородное уравнение (2) разрешимо тогда и только тогда, когда
его правая часть удовлетворяет условию (14). В этом случае, неоднородное урав-
нение (2) имеет бесконечное число решений и его общее решение зависит от двух
произвольных постоянных и даётся при помощи формулы (13).



Построение аналога теоремы Фредгольма 31

ПРИМЕРЫ
Приведём примеры:
Пример 1. Найдём решение уравнения

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )52
2 6 18x

a

y x y x y t y t dt x a
x a t a t a

⎡ ⎤
′ ′− + − + = −⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . (17)

Решение. Составим характеристическое уравнение: 2 9 20 0λ − λ + = .

Его корни будут 1,2 1 2
9 1 9 1, 4, 5

2 2
± ±

λ = = λ = λ = . Видно что 1 21< λ < λ . От-

сюда общее решение однородного уравнения (17) имеет вид
( ) ( ) ( )4 5

1 2y x x a с x a с= − + − ,
где 1 2,с с  – произвольные постоянные числа. Далее, так как правая часть уравне-
ния (17) удовлетворяет условию (5), то решение неоднородного уравнения (17)
даётся в виде

( ) ( ) ( ) ( )
4 5

4 5 5
1 2 3 4

x

a

x a x ay x x a с x a с t a dt
t a t a

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ,

или ( ) ( ) ( ) ( )4 5 6
1 2

5
2

y x x a с x a с x a= − + − + − .

Легко можно проверить, что найденное решение удовлетворяет уравнению
(17).

Пример 2. Найдем решение уравнения

( ) ( ) ( )
( )

( )2
1 4 5x

a

y x y x y t y t dt x a
x a t a t a

⎡ ⎤
′ ′+ + + = −⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . (18)

Решение. Составим характеристическое уравнение
2 4 4 0λ + λ + = .

Его корни будут 1 2 2λ = λ = λ = − . Видно что 1λ < . Отсюда, согласно теоре-
ме 2, однородное уравнение (18) имеет только нулевое решение, а неоднородное
уравнение имеет единственное решение, которое даётся при помощи формулы

( ) ( )
2

3ln 1
x

a

x a x ay x t a dt
t a t a

−− −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎤= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎦∫ ,

или после вычисления интеграла ( ) ( )2

16
x a

y x
−

= . Легко проверяется, что найден-

ное решение удовлетворяет уравнению (18).
Пример 3. Найдем решение уравнения

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )32
1 4 6x

a

y x y x y t y t dt x a
x a t a t a

⎡ ⎤
′ ′+ + − + = −⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . (19)

Решение. Составим характеристическое уравнение: 2 4 5 0λ − λ + = .

Его корни будут 1,2
4 4 2

2
i± −

λ = = ± , где ( )1,2Re 2 1λ = > . Отсюда, согласно

теореме 3, общее решение однородного уравнения (19) имеет вид
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]2 2
5 6cos ln sin lnooy x x a x a c x a x a c= − − + − − ,

где 5 6,с с  – произвольные постоянные числа. Правая часть уравнения (19) удов-
летворяет условию (14), и поэтому частное решение неоднородного уравнения
даётся по формуле

( ) ( )
2

3
ч.н sin ln cos ln

x

a

x a x a x ay x t a dt
t a t a t a
− − −⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎤= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎥− − −⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎦⎦∫ ,

или после вычисления интеграла ( ) ( )4ч.н
3
5

y x x a= − . Таким образом, общее ре-

шение неоднородного уравнения (19) даётся по формуле

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )2 2 4
5 6

3cos ln sin ln
5

y x x a x a c x a x a c x a= − − + − − + − .

В этом случае тоже легко проверяется, что найденное решение удовлетворяет
уравнению (19).

Заключение

В заключение приведём некоторые отличительные свойства уравнения (2) от
раньше рассмотренных уравнений Вольтерра:

1) Хотя коэффициенты при ( )y t′  и ( )y t  в уравнении (2) являются не фред-
гольмовыми, решение этого уравнении в классе функций, обращающихся в нуль в
точке x a= , найдено в явном виде.

2) Выяснено что решение уравнения (2) содержит либо две произвольных по-
стоянных, либо одну произвольную постоянную.

3) Выделяется случай, когда уравнение (2) имеет единственное решение.
4) Для уравнения (2) построен аналог об альтернативе Фредгольма.
5) Существование произвольных постоянных в общем решении уравнения (2)

даёт возможность ставить и решать начальные или краевые задачи для этого
уравнения. Но нужно заметить, что в отличие от обычных задач в нашем случае
эти задачи ставятся с разными весами.

6) Методику решения модельного уравнения (2) можно применять для иссле-
дования немодельных интегродифференциальных уравнений с сингулярными и
сверхсингулярными ядрами, а также для исследования уравнений более высокого
порядка.
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In this work, integral representations of the manifold of solutions in terms of two arbitrary
constants have been found for a model first order integro-differential equation with a singular
point in the kernel. Although the kernel of this equation is not of the Fredholm type, the solution
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of this equation in the class of functions vanishing at x a=  has been found in an explicit form. It
has been shown that the solution of the equation contains either two arbitrary constants or one
arbitrary constant. Moreover, the case where the integro-differential equation has a unique
solution has been revealed.

For the integro-differential equation, analogs of the Fredholm theorem have been constructed.
The existence of arbitrary constants in the general solution gives us chance to investigate

some initial or boundary value problems for this equation. However, it is necessary to note that, in
contrast to usual problems, these problems in our case are posed with different weights.

Correctness of the obtained results is verified with the help of detailed solutions of examples.
The method can be used for solving higher order model and non-model integro-differential

equations with singular and supersingular kernels.
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