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Продолжается развитие геометрического метода для изучения свойств ото-
бражений с s-усредненной характеристикой, основанного на специальном
характеристическом законе искажения модулей семейств кривых.
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Пусть D – область в , 3n ≥nR , и отображение :f D → nR  – открытое, непре-

рывное, дискретное, ( )1
, locnf W D∈ , тогда отображение f обладает п.в. в области D

всеми частными производными ( )i jf x∂  и для него определены величины

( ), ,IK x f
 

( ),OK x f , ( ) ( ){ }, inf ,IK x f K x=
 

( ) ( ){ }, infOK x f P x= , где точная
нижняя грань берется соответственно по всем измеримым в D функциям K (x) ≥ 1,
P (x) ≥ 1, x∈D, для которых п.в. в области D выполняются неравенства
( ) ( ) ( )( ), ,nJ x f K x l f x′≤  ( ) ( ) ( ),nf x P x J x f′ ≤  (см. например, [2, 6]).

Рассмотрим { }: , 1,i i iQ x a x b i n= ∈ ≤ ≤ =nR  – замкнутый n-мерный интервал.

Будем говорить, как и в [1, 2], что отображение :f Q → mR  принадлежит классу
ACL (или является абсолютно непрерывным на линиях), если f – абсолютно не-
прерывно на почти всех линейных сегментах I, параллельных координатным
осям. Более точно, пусть ( )i i ix x x eπ = −  – ортогональная проекция. Тогда множе-
ство Ei всех точек x ∈ πi ( I ), таких, что отображение ( )it f x te→ − , не абсолютно
непрерывное на интервале [ai , bi] – имеет меру Лебега mn–1 (Ei) = 0 для всех 1 ≤ i ≤
n.

Если f – локально суммируемое ACL-отображение, тогда почти всюду в D
отображение f имеет частные производные / , , 1, .i jdf dx i j n=  Если, кроме того,

каждая из этих частных производных принадлежит классу Lp (D), p > 1, для любой
области D D′ ⊆ , то :f D → nR  называют pACL -отображением и пишут

( )pf ACL D∈ . Известно [1, теоремы 1.4, 1.5], что если ( )pf ACL D∈ , то

( )1
, locnf W D∈ .

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Минобрнауки РФ ФЦП «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» на 2009−2013 годы (соглашение № 14.В37.21.0354
«Сохранение алгебраических и топологических инвариантов и свойств отображениями»).
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Назовем гомеоморфизм :f D D′→  отображением класса i ( )
1
nf W D∈ , если

( )1
, locnf W D∈ , ( )1 1

, locnf W D− ′∈  и обладает N, N–1-свойствами. Можно считать,

что якобиан J (x, f) отображения f сохраняет знак почти всюду в D (для опреде-
ленности возьмем J (x, f ) > 0).

Пусть y = f (x) – непрерывное отображение области D ⊂ nR , U ⊂ D, через
N (y, f, U ) и μ (y, f, U ) , как и в [7], обозначим соответственно кратность и степень
отображения f в точке y∈U, через ∂U – границу множества U. Напомним, что ото-
бражение f сохраняет ориентацию, если для любой подобласти ,U U D⊂ , и точки

( ) ( )\y f U f U∈ ∂
 
– степень отображения μ (y, f, U ) > 0 [1].

Пусть X, Y – два произвольных топологических пространства, f : X →Y – не-
прерывное отображение. Точка a ∈ X называется точкой ветвления отображения
f, если f не является топологическим ни в какой окрестности точки a. Совокуп-
ность точек ветвления обозначим Bf [7, 8]. Известно, что если D – открытая об-
ласть и :f D → nR  – произвольное непрерывное дискретное отображение, тогда
множество Bf нигде не плотно, dim (Bf ) ≤ n – 2 и m (Bf ) = 0 [8].

Приведем лемму, которая нам потребуется при доказательстве основных
результатов работы, используя, как и в [2], следующие обозначения. Пусть

:f D → nR  – открытое, дискретное отображение, U ⊂ D, J (D) – семейство
всех областей U, являющихся компактными подмножествами D. Область U D⊆
назовем нормальной, если ( ) ( )f U f U∂ = ∂ . Согласно [2, замечание 2.8], если

:f D → nR , x ∈ D и r > 0, то окрестность точки ( )1 ( ),nx f B f x r−∈  обозначим

( ), ,U x f r , здесь ( ( ), )nB f x r  – шар в nR с центром в точке ( )f x y и радиусом r.

Лемма 1 [2, лемма 2.9]. Пусть :f D → nR  – открытое дискретное отображе-
ние. Тогда ( )( )

0
lim , , 0
r

d U x f r
→

=  для всех x ∈ D. Если ( ) ( ), ,U x f r J D∈ , тогда

( ), ,U x f r  – нормальная область и ( )( ) ( )( ), , ( ( ), )nf U x f r B f x r J f D= ∈ . Более
того, для каждой точки x ∈ D существует число δx > 0, такое, что при 0 < r ≤ δx
выполнены следующие условия:

(1) Окрестность ( ), ,U x f r  является нормальной окрестностью точки x;

(2) ( ) ( ) ( )1, , , , ( ),n
xU x f r U x f f B f x r−= δ ∩ ;

(3) ( ) ( ) ( )1 1, , , , ( ), ,n
xU x f r U x f f S f x r− −∂ = δ ∩  если r < δx;

(4) ( ), ,CU x f r – связное множество;
(5) ( ), ,CU x f r – связное множество;
(6) Если 0 < r < s ≤ δx, тогда ( ) ( ), , , ,U x f r U x f s⊂  и ( ) ( ), , \ , ,U x f s U x f r  –

кольцо.
В качестве применяемого в теории квазиконформных гомеоморфизмов обрат-

ного отображения будем использовать построенное ниже отображение jh [9].

Дадим аналитическое определение отображений с s-усредненной характери-
стикой [10, 11]
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Определение 1. Отображение f называется отображением с ,O sK -усредненной
характеристикой, если

1) ( )1
,n locf W D∈ ; ( )1

,n locf W D∈ � .

2) Существует постоянная ,O sK  ≥ 0, такая, что выполняется неравенство

( ) ( )
1

, ,,
s

s
O s O x O s

D

K f x f d K
⎛ ⎞

= Κ σ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ .

Определение 2. Отображение f называется отображением с *
,O sK -усредненной

характеристикой, если
1) ( )1

,n locf W D∈ ; ( )1
,n locf W D∈ � .

2) Существует постоянная *
, 0O sK ≥ , такая, что выполняется неравенство

( ) ( ) ( )
1

* *
, ,, ,

s
s

O s O x O s
D

K f K x f J x f d K
⎛ ⎞

= σ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ .

Аналогично определяются отображения с I, -sK  и с I,sK∗ -усредненными харак-
теристиками. Здесь ( ),OK x f , I ( , )K x f  – соответственно внешняя и внутренняя

дилатация отображения f в точке x, 
( )21

x n
dxd
x

σ =
+

.

В силу неравенств, связывающих между собой внешнюю и внутреннюю дила-
тации отображения f [6, 12], отображения с , -O sK , *

, -O sK , I, -sK  и с I,sK∗ -усред-
ненными характеристиками также будем называть отображениями с s-усред-
ненной характеристикой.

Пусть f – отображение с s-усредненной характеристикой, ( )1
,n locf W D∈ � ,

U D⊆  – нормальная область, x∈U, y ∈ f (U)\ f (Bf ∩U), f –1(y) = {xj}. Тогда, обоб-
щая [9, лемма 4, часть (b)], получаем, что по лемме 1 существуют Vj = U (xj, f, r) –
окрестности точек xj, такие, что 

jj Vf f= ⎥  – гомеоморфизм. Поэтому можно рас-

сматривать отображения : ( , )n
jh B y r U→ , причем f ° hj – тождественное отобра-

жение. Если ( )1
, ( , )n

j n loch W B y r∈  и f – отображение с s-усредненной характери-

стикой, то по лемме 1 и [13] существует такое r, что 1
j jh f −=  – квазиконформное

в среднем отображение в шаре ( , )nB y r .
Множество E точек y ∈ f (U) \ f (Bf ), в которых хотя бы одно из hj не диффе-

ренцируемо, содержится в борелевском множестве E0, мера Лебега которого
mn (E0)=0 (см., например, [9]).

Пусть D, D′ – области пространства nR . Отображение f : D →D′ называется
дискретным (изолированным), если для каждого y ∈ D′ прообраз ( )1f y−  – дис-
кретное множество, то есть состоит из изолированных точек [2].
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Пусть ρ – борелевская функция в nR . Так как по следствию из теоремы 1.6 [6]
класс множеств, измеримых по одномерной мере Хаусдорфа (Λ1-измеримых),
включает в себя класс борелевских множеств, то функция N (y, γ, I) и ρ являются
Λ1-измеримыми. Тогда интеграл по кривой γ от функции ρ определим по формуле
(см., например, [14])

( ) ( )1
2

( ) , ,
1

x N y I d x
dl

xγ γ

ρ γ Λ
ρ =

+∫ ∫ , (1)

где N (y, γ, I ) – функция кратности (число точек t ∈ I, таких, что γ (t) = y. Если γ
есть кривая Жордана, то интеграл (1) совпадает с обычным интегралом

21
x

dsdl ds
xγ γ γ

ρ = ρ = ρ
+∫ ∫ ∫ , определенным посредством длин частичных дуг. Это

определение отличается от аналогичного определения в [2, 6] наличием под инте-
гралом множителя 1/( 21 x+ ).

Известно [2], что если :f D → nR  – непрерывное, открытое, дискретное ото-
бражение и γ – кривая, лежащая в D, то f (γ) – тоже кривая, лежащая в f (D), и если
Γ – семейство кривых, то f (Γ) = Γ′ –

 
также семейство кривых.

 Определение 3. Пусть Γ ⊂ nR  – некоторое семейство кривых. Функцию
1:ρ →nR R  будем называть допустимой метрикой для Γ и обозначать ρ∧Γ , если

она неотрицательна, измерима по Борелю и 1xds
γ
ρ ≥∫  для ∀ γ ∈ Γ, где

dsx= ds/(1+|x|2).
Определение 4. Для произвольного p, 0 < p < ∞, определим сферический мо-

дуль порядка p семейства кривых Г как нижнюю грань:

( ) inf ( )p
p xM x dΓ = ρ σ∫

nR

, (2)

где инфимум берется над классом всевозможных метрик ρ∧Γ . Далее, если по-
требуется, для модуля семейства кривых ( )pM Γ  также введем обозначение

( ), ,pM E Uγ ; здесь γ ∈ Г, Г – семейство всевозможных кривых, соединяющих
множества E и U, лежащие в области D. Если p = n, индекс n часто опускают и
пишут ( )M Γ  вместо ( )nM Γ .

Приведем необходимые свойства модуля семейств кривых:
(1) Если 1 2Γ ⊂ Γ , то ( ) ( )1 2M MΓ ≤ Γ ;

(2) ( )
11

i i
ii

M M
∞ ∞

==

⎛ ⎞
Γ ≤ Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∪ ;

(3) если семейства Гi, i=1,2,… отделены, то ( )
11

i i
ii

M M
∞ ∞

==

⎛ ⎞
Γ = Γ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∪ ;

(4) если Г1< Г2, то ( ) ( )1 2M MΓ ≥ Γ , (см., например, [14]).
В предлагаемой работе, исходя из понятия p-модуля семейства кривых, как и в

[11], дадим еще одно определение отображений с s-усредненной характеристикой,
которое можно трактовать как геометрическое.
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Определение 5. Скажем, что открытое дискретное непрерывное отображе-
ние f:

- принадлежит классу Qs (D), где 1/(n–1) ≤ s < ∞, если для любого p, такого, что
1

1
p s

n
≤ ≤

−
, существует Φp – неотрицательная ограниченная σ-аддитивная

функция борелевских множеств в D, такая, что для любого семейства кривых Γ из
D и произвольного борелевского множества U ⊂ D, содержащего все кривые из Γ,
выполняется неравенство

( ) ( ) ( )1
/( 1)

p p
p nnp pM U M+

+ ′Γ ≤ Φ Γ , (3)

где Γ′ = f (Γ) .
Обозначим qs (D) – подкласс qs (D) ⊂ Qs (D) отображений, для которых выше-

определенные функции Φp являются абсолютно непрерывными функциями боре-
левских множеств. Очевидно, если s′≤ s, то Qs (D) ⊂ Qs′ (D), qs (D) ⊂ qs′ (D);

- принадлежит классу ( )sQ D′ ′ , где (n–1) ≤ s′< ∞, если существует 'sΨ – неот-
рицательная ограниченная σ-аддитивная функция борелевских множеств в D′, та-
кая, что для любого семейства кривых Γ′⊂ D′ и произвольного борелевского мно-
жества U ′ ⊂ D′, содержащего все кривые из Γ′, выполняется неравенство

( ) ( )[ ] ( )/
' ' ss s

n S nM U M β
β′Γ ≤ Ψ ⋅ Γ , (4)

где U′ = f (U), ( ) ( ){ }:f f′Γ = Γ = γ γ∈Γ , β = s/(s–1);
3) принадлежит классу ( ),s sQ D′ , где (n –1) ≤ s, s′< ∞, если выполняются оба

закона (3), (4) искажения модулей любых семейств кривых Γ⊂ D и Γ′⊂ D′.
Обозначим соответственно ( ) ,sq D′ ′ ( ),s sq D′  – подклассы ( ) ( ) ,s sq D Q D′ ′′ ′⊂

( ) ( ), ,s s s sq D Q D′ ′⊂  отображений, для которых функции Φp, 'sΨ , существование
которых доказано в [5] (теоремы 1, 2 и следствия из них), являются абсолютно
непрерывными функциями борелевских множеств.

Лемма 2 [14]. Пусть :f D → nR  – отображение с I,sK -усредненной характе-
ристикой, s > 1/(n–1), область U D⊆ , Γ – семейство кривых из U, Γ′ = f (Γ) . То-
гда для почти всех кривых γ′ ∈ Γ′ кривая γ ∈ Г абсолютно непрерывна.

Приведем одну существенно используемую специальную лемму о покрытиях
(см. [3, 15]).

Лемма 3. Пусть U – ограниченное множество в nR  и t > 1 – число. Тогда су-
ществует последовательность { } 1k kB ∞

=  шаров Bk с центрами в точках xk и радиуса-

ми rk > 0 так, что она и последовательность { } 1k kB ∞
=′  концентрических шаров kB′

с теми же центрами в точках xk и радиусами 
kr

t  удовлетворяет следующим усло-

виям:

1) 
1 1

;k k
k k

U B B
∞ ∞

= =

′= =∪ ∪
2) каждая точка множества U, содержится не более чем в ξ шарах из { }kB и в

ξ′ шарах из { };kB′
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3) последовательность { }kB′  можно разбить на η семейств непересекающихся
шаров;

Постоянные ξ′ и η зависят от размерности пространства n и числа t, а постоян-
ная ξ зависит только от n.

Предложение 1. Пусть E, U – ограниченные множества m(U \ E) – n-мерная
мера Лебега, а mn–1S – (n–1)-мерная мера Лебега C∞ -многообразия S, являющего-
ся границей S A= ∂  ограниченного борелевского множества A, содержащего E и
содержащегося вместе со своим замыканием A U⊂ , а точная нижняя грань бе-
рется по всем таким S. Тогда справедливо неравенство

( ) ( )
( )( )

1
1

inf
, ,

\

p
n

p p
m S

M E U
m U E

−
−

γ ≥ .

Это предложение нетрудно доказать, пользуясь известными соотношениями ем-
кости и модуля [16]. В работе [17] оно содержится в терминах емкости.

Лемма 4. Если :f D → nR  – открытое отображение класса Qs (D) , то сущест-
вует σ-аддитивная ограниченная функция Φ, заданная на борелевских множествах
в D, такая, что для любого открытого множества U ⊂ D справедливо неравенство

( ) ( )mf U U≤ Φ ,
где m f (U ) – n-мерная мера Лебега множества f (U ).

Если же ( )f q Dα∈ , то в этом неравенстве функцию Φ можно выбрать абсо-
лютно непрерывной.

Доказательство. Пусть U ⊂ D – ограниченное произвольное открытое мно-
жество. Тогда по лемме 3 существует последовательность { } 1k kB ∞

=  шаров Bk с
центрами в точках xk и радиусами rk > 0, такая, что она и последовательность
{ } 1k kB ∞

=′  концентрических шаров kB′  с теми же центрами в точках xk и радиусами
2rk (t = 2) удовлетворяет следующим условиям 1) – 3).

Поскольку ( )1
1n

f Q D
−

∈ , то для любых семейств кривых Γк, соединяющих

множества kB  и kB′  и k′Γ , соединяющих множества ( )kf B  и ( )kf B′ , выполнено
неравенство

( ) ( )( ) ( ) ( )
( 1) /

1/
1 1

1

, , , ,
n n

n
k k k n k k

n

M f B f B B M B B
−

−

⎛ ⎞
′ ′ ′ ′γ ≤ Φ ⋅ γ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

В силу предложения 1, отсюда имеем

( )( )( 1) /
1 1/( 1)inf ,n n

n n km S c B −
− − ′≤ Φ

где постоянная с зависит только от n, а величина 1inf nm S−  – (n–1)-мерная мера
Лебега C∞ – многообразия S, являющегося границей S = ∂U – ограниченного от-
крытого множества U, содержащего E и содержащегося вместе со своим замыка-
нием U  в D;

( )1 1, , inf nM E D m S−γ = ,
см. [17, лемма 6].
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Оценивая левую часть по известному изопериметрическому неравенству, по-
лучим

( ) ( )1 1/( 1)k n kmf B c B− ′≤ Φ .

Суммируя эти неравенства по каждому из η семейств { }1kB′ ,…, { }kB
η
′  непересе-

кающихся шаров из { }kB′  и пользуясь σ-аддитивностью функции 1/( 1)n−Φ для ка-
ждого p = 1,2,…,η, будем иметь

( ) ( )p p
p p

k k
k k

mf U mf B mf B
⎛ ⎞

= = ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∪

( ) ( )1/( 1) 1 1/( 1) 1 1/( 1) .
p p

pp

n k n k n
kk

B c B c U− − −
⎛ ⎞

′ ′≤ Φ = Φ = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∪

Производя теперь суммирование по p = 1,2,…,η, получаем

( ) ( )1 1/( 1)1 p
p

k np k
mf U mf B c Uη

−=

⎛ ⎞
≤ ≤ η Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∪ ,

и требуемое в условии леммы неравенство следует отсюда очевидным образом,
если положить ( ) ( )1 1/( 1)nU c U−Φ = ηΦ . Если функция Φ абсолютно непрерывна,
то и функция Φp также абсолютно непрерывна.

Предложение 2. Пусть f ∈ Qs (D), соответственно f ∈ qs (D) тогда и только то-
гда, когда существует σ-аддитивная (абсолютно непрерывная) ограниченная
функция Φ, заданная на борелевских множествах в D, такая, что для любого от-
крытого множества U ⊂ D имеет место неравенство

( )( ) ( ) ( )/(s 1)
/( 1)

s
sn n nM f U M +

+ Γ ≤ Φ Γ

для любого семейства кривых Γ ⊂ U.
Доказательство. Если f ∈ Qs (D) (или f ∈ qs (D) ), то нужное неравенство сле-

дует из определения 5-го класса отображений.
Для доказательства обратного утверждения рассмотрим функцию Ψ, заданную

на борелевских множествах U ⊂ D, полагая Ψ(U ) = mf (U ). Применяя неравенст-
во Гельдера, нетрудно видеть, что для любого 1/( 1)n p s− ≤ ≤  выполнено

( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )
( )

1
1

1 1

p s p
s p s p

s ppn sn
p s

M U M
−

−
+

+

+ +

′Γ ≤ Ψ ⋅ Γ .

Тогда, вместе с заданным в условии неравенством, получаем

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

1 1

1

pp s p p ps spn n
p

M U U M
− + +

+

⎡ ⎤′Γ ≤ Φ Ψ ⋅ Γ⎢ ⎥⎣ ⎦
 .

Остается показать, что f ∈ Qs (D) с σ-аддитивной ограниченной функцией

( )( ) ( )
p s p
s sp U U

−
Φ = Φ Ψ . Действительно, если последовательность борелевских

множеств { } 1k kU D∞
= ⊂  такова, что i jU U∩ =∅  при i ≠ j, то применяя неравенст-

во Гельдера и пользуясь σ-аддитивностью функций Φ и Ψ, выводим
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( ) ( ) ( )
1 1 1

p s p
s s

p k k k
k k k

U U U

−
∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Φ ≤ Φ Ψ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

1 1 1

p s p
s s

k k p k
k k k

U U U

−
∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞
= Φ Ψ = Φ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠
∪ ∪ ∪  .

Если Φ абсолютно непрерывна, то и функция Φp абсолютно непрерывна и пред-
ложение доказано.

Теорема 1. Открытое отображение : ,f D → nR  f ∈ Qs (D) при (n–1) ≤ s < ∞,

есть nACL -отображение, дифференцируемое п.в. в области D, и такое, что коне-
чен интеграл

( ) ( ), ,s
I x

D

K x f J x f dσ < ∞∫ .

Доказательство. Убедимся, что f есть ACL-отображение в области D. Возь-
мем n-мерный открытый параллелепипед ,Q Q D⊂ , с ребрами параллельными
координатным осям, и покажем, что f абсолютно непрерывно на п.в. сечениях па-
раллельных оси xn.

Пусть Q0 – проекция Q на подпространство xn= 0, J – проекция Q на коорди-
натную ось xn. Тогда Q = Q0 × J. Пусть Φs – σ-аддитивная функция, участвующая в
определении f ∈ Qs (D), порождает неотрицательную σ-аддитивную конечную
функцию борелевских множеств A ⊂ Q0 по правилу Φs (A, Q) = Φs (A × J). Извест-
но (см. например [2, 7]), что для почти всех точек z ∈ Q0 конечна величина

 ( )
( )( )
( )

1____

10
1

, ,
, lim

,

n
s

s nr
n

B z r Q
z Q

m B z r

−

−→
−

Φ
′Φ = ,

где ( )1 ,nB z r− – (n –1)-мерный шар с центром в точке z и радиуса r > 0, а

( )1
1 ,n

nm B z r−
− – его (n –1)-мерная мера Лебега.
Для открытого множества U ⊂ Q0 положим Ψn (U ,Q ) = m f (U × J) и пусть Φ –

σ-аддитивная функция, определяемая леммой 4 по заданному отображению
f ∈ Qs (D). Поскольку Ψn (U ,Q ) ≤ Φ (U × J), где Φ (U ,Q ) = Φ (U × J), для всякого
открытого множества U ⊂ Q0, то, учитывая сказанное выше, заключаем, что вели-
чина ( ),z Q′Φ  конечна для п.в. z ∈ Q0, при этом ( ) ( ), ,n z Q z Q′ ′Ψ ≤ Φ  и таким об-

разом, величина ( ),n z Q′Ψ  конечна для п.в. z ∈ Q0.
Зафиксируем произвольную точку z ∈ Q0, в которой ( ),z Q′Φ  и ( ),s z Q′Φ  ко-

нечны. На сечении { }zJ z J= ×  параллелепипеда Q возьмем произвольно непере-
секающиеся интервалы ∆1,…, ∆k с длинами b1,…,bk соответственно. Обозначая че-
рез Ui множество всех точек, удаленных от ∆i на расстояние, меньшее, чем задан-
ное r > 0, рассмотрим множество ( ); ,i iUγ ∆ кривых γ, соединяющих множества ∆i

с Ui. Пусть r > 0 выбрано так, что множества Ui не пересекаются, Ui ∈ Q и
1 ,n n ir b−Ω ≤ ω , i = 1,…,k, где Ωn и ωn –1 – объем единичного шара и площадь по-

верхности единичной сферы в nR  соответственно. Воспользуемся неравенством,
доказанным в работе [2] при p = n, при p < n – в [3, предложение 4] в терминах
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емкости, для n –1 ≤ p ≤ n, в терминах модуля, – в работе [18]:

( ) 1; , 2i i
n i i nn

mU b
M U

rr −γ ∆ ≤ ≤ ω . (5)

С другой стороны, поскольку условие n –1 < s < ∞ влечет неравенство
1 /( 1)n sn s n− < + < , а тогда, согласно [3, предложение 5], имеем

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

11
1

1 1

; ,
sn

sn i
sn i i s n
s si

diamf
M f f f U C

mf U

+−
+ −

+ +

∆
γ ∆ ≥ . (6)

Из определения 3 и неравенств (5) и (6) получаем

( ) ( )( ) ( )( )
11 1 1

11

nn s n n
nn s nsi i s i idiam f C r mf U U b
−− + − −

+∆ ≤ Φ ≤

( )( ) ( )( )
11 1 1

1

nn s n n
nn sn sni s i iC r U U b
−− + − −

≤ Φ Φ ,
где функция Φ определена выше. Суммируя по i = 1,2,…, k, применяя неравенство
Гельдера и σ-аддитивность функций Φ и Φs, имеем

( ) ( ) ( )
1 1 1

1

1
1 1 1 1

s n n n
nk k k ksn ns n

n
i i s i i

i i i i
diam f C r U U b

+ − − −
−

= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∆ ≤ Φ Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑

( )( )( ) ( )( )( )
1

1 1 1
1 1

1
1

, , , ,

n
n s n n k nn nn sn sn

s i
i

C r B z r Q B z r Q b

−
− + − −

− −

=

⎛ ⎞
= Φ Φ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ .

Устремляя r → 0, получаем

( ) ( )( ) ( )( )
1

1 1

2
1 1

, ,

nnk ks n n n
s si s i

i i
diam f C z Q z Q b

−
+ − −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′∆ ≤ Φ Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ .

Отсюда имеем, что f ∈ ACL (D).
Покажем, что ( )nf ACL D∈ . С каждой точкой x∈D свяжем семейство Γ кри-

вых γ, лежащее в области D и соединяющее множества Er и Ur, где
{ }:rE y x y r= − ≤  и { }: 2rU y x y r= − ≤ .

Хорошо известно (см. например, [17]), что в случае концентрических шаров
{ }:U x x R= ≤ и { }:E x x r= ≤  справедливо равенство

( ) 1
1; , ln n

n n
RM E U
r

−
−γ = ω ,

а если 1 < p < n, то

( )
1

1 1
1; ,

1

pp n p np
p p

p n
n pM E U r R
p

−− −
− −

−

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟γ = ω −⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.

Так как Mn (γ, E, U) = С, где постоянная С зависит только от n, тогда, учитывая
определение 1, получаем неравенство

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

1

1

; , ssn r r s r
s

M f f E f U C U +

+

γ ≤ Φ .
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Оценим левую и правую части по неравенству (8) применяя лемму 4

( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

1

s n nn
s sr r s rdiamf E C mf U U

+ − −
≤ Φ ≤

( )( ) ( )( )
1 1

1

s n n
s sr s rC U U

+ − −
≤ Φ Φ .

Разделим обе части последнего неравенства на rn и устремим r → 0. Тогда для
почти всех x∈D имеем

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

2,
s n n

n n s ssf x L x f C x x
+ − −

′ ′ ′≤ ≤ Φ Φ ,

где постоянные С1 и С2 зависят только от n, ( ) ( ) ( )____

0
, lim max

r x y r

f x f y
L x f

r→ − =

−
= , ве-

личины ( ) ( )____

0
lim ,r
r r

U
x

mU→

Φ
′Φ =  ( ) ( )____

0
lim s r

s r r

U
x

mU→

Φ
′Φ = , определяемые по σ-аддитив-

ным функциям Φ и Φs конечны п.в. в D и суммируемы [2, 7].
Следовательно, по теореме Степанова (см., например, [1]) отображение f

дифференцируемо п.в. в D. Интегрируя последнее соотношение по области D,
с учетом неравенства Гельдера, получаем

( ) ( )( ) ( )

1 1

2

s n n
s sn

x x s x
D D D

f x d C x d x d

+ − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ ′ ′σ ≤ Φ σ Φ σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ,

откуда следует, что ( )nf ACL D∈ .

Убедимся, что ( ) ( ), ,s
I x

D

K x f J x f dσ < ∞∫ .

Пусть x∈D – произвольная точка, в которой J (x, f) ≠ 0, ∞
 
(так как J (x, f) ≠ ∞

п.в., то ( ), ,I sK x f ≠ ∞  п.в. поскольку ( )nf ACL D∈ ). Рассматривая снова семей-
ство кривых {γ; Er, Ur},

 
приходим к неравенству

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

12
1

; , ssn r r s r
s

M f f E f U C U +

+

γ ≤ Φ .

Оценивая здесь левую часть по известному изопериметрическому неравенству
[17], получаем

( ) ( )( ) ( )( )
1 1

1 1 11 1inf
sn sn s
s s sn r s r rm S C U mf U

− −
+ + +− ≤ Φ .

При r → 0 множество f (Er) с точностью до o(r) представляет собой эллипсоид
f ′ (Er), являющийся образом шара Er, при линейном отображении f ′. Поэтому

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )11 1 1 1

2 1
,

sn
snsn n n s

n r
J x f

C r o r m f E o r
l f x

+− − − +
−

⎛ ⎞
− ≤ ∂ − ≤⎜ ⎟′⎝ ⎠

( ) ( )( ) ( )( )
1 1

1 1 11 1inf
sn sn s
s s sn r s r rm S C U mf U

− −
+ − +− ≤ Φ ,

где постоянная C2 > 0 зависит от n. Разделив неравенство на 
1

1
sn s

sr
− −
+  и устремляя

r → 0, будем иметь
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( )
( )( )

( )( ) ( )
1

1 1
3 0

,
lim .

sn s
n

srssn r r

J x f mf U
C x

mUl f x

− −
+

→

⎛ ⎞′≤ Φ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠

Отсюда, поскольку ( ) ( )
____

0
lim ,r
r r

mf U
J x f

mU→
=  п.в. в D (см. [17]), получаем

( ) ( )
( )

( )( )
1

3,
,

s ns x
J x f C l f x

J x f
′Φ⎛ ⎞ ′≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Поэтому ( ) ( ) ( )4, ,s
I sK x f J x f C x′≤ Φ , если ⏐J (x, f)⏐ ≠ 0, ∞; ( ) ( ), , 0s

IK x f J x f = ,

если ⏐J (x, f)⏐ = 0 и, кроме того, ( ) ( ), ,s
IK x f J x f  вместе с ⏐J (x, f)⏐ конечны

п.в. в D.
Следовательно,

( ) ( ) ( )4, ,s
I x s x

D D

K x f J x f d C x d′σ ≤ Φ σ < ∞∫ ∫
и теорема доказана.

Замечание 1. Если открытое отображение :f D → nR  класса Qs (D),

1/( 1) 1n s n− ≤ ≤ − , дифференцируемо п.в. в D, то ( ) ( ), ,s
I x

D

K x f J x f dσ < ∞∫ .

Действительно, приведенная выше схема доказательства ограниченности этого
интеграла при 1s n> −  проходит и в случае 1/( 1) 1n s n− ≤ ≤ − , если мы покажем,

что ( ) ( )
0

lim ,r
r r

mf U
J x f

mU→
= ≠ ∞  п.в. в D.

В самом деле, из леммы 4 следует, что f есть отображение с ограниченной ва-
риацией в смысле Банаха, и нужное вытекает далее из [7, с. 354−355].

Следствие 1. В условиях теоремы 1 якобиан ( ),J x f  открытых отображений

:f D → nR  класса Qs (D) суммируем по области D.
Из результатов монографии [7] и теоремы 1 непосредственно вытекают сле-

дующие утверждения.
Теорема 2. Если :f D → nR  – открытое отображение класса qs (D), то образ

f (U ) всякого измеримого множества U ⊂ D есть измеримое множество.
Теорема 3. Для открытого отображения :f D → nR  класса Qs (D) при

s > (n–1) справедлива формула

( ) ( ), , , ,x y
D

J x f d N y f D dσ = σ∫ ∫
nR

а также более общее равенство

( ) ( ) ( ) ( )( ) , , , ,x y
U

h f x J x f d h y N y f D dσ = σ∫ ∫
nR

имеющее смысл для любого измеримого множества U ⊂ D и при условии сущест-
вования одного из интегралов.

Если mf (∂D) = 0, то справедлива формула
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( ) ( ), , ,x y
D

J x f d y f D dσ = μ σ∫ ∫
nR

и ( ) ( ) ( ) ( )( ) , , , ,x y
U

h f x J x f d h y y f D dσ = μ σ∫ ∫
nR

имеющая смысл при условии существования интеграла слева.
Из теоремы 3 следует интегральная ограниченность степени и кратности ото-

бражений с s-усредненной характеристикой. Для отображений с ограниченным в
среднем искажением степень и кратность, вообще говоря, не ограничены на ком-
пактах, есть соответствующий пример [1].

Здесь не учитывается присущее гомеоморфному отображению свойство f –
1∈ ACLn (D′), поскольку обратное отображение является неоднозначной функцией.
Тем не менее все же обсудим условия, при которых эквивалентность геометриче-
ского и аналитического определений отображений с s-усредненной характеристи-
кой имеет место. Пойдем в этом направлении, следуя работам [3, 4, 19]. Нами по-
строен пример [20], показывающий, что класс отображений с s-усредненной ха-
рактеристикой при s > n–1 не пуст и обобщает рассматриваемые в этих работах
классы отображений.

Далее рассматриваем непрерывное, открытое, дискретное отображение

: ,f D D′→  i ( )1
, loc \n ff W D B∈ , ( )1

, locnf W D∈ и якобиан J (x, f ) > 0 почти всюду
в D.

Пусть отображение f с s-усредненной характеристикой удовлетворяет услови-
ям аналитического определения. Пусть также для отображения f выполнено гео-
метрическое определение ( ),s sf Q D′∈ .

Покажем, что при таком понимании геометрическое и аналитическое опреде-
ления отображений с s-усредненной характеристикой эквивалентны.

Теорема 4. Пусть :f D D′→  – непрерывное открытое дискретное отображе-
ние, s, s′ > n–1. Следующие условия эквивалентны:

(1) f – отображение с I,sK -усредненной характеристикой и

( ),s
O x

D

K x f dσ < ∞∫ ;

(2) i ( )1
, loc \n ff W D B∈ , ( )1

, locnf W D∈  – невырожденные в своих областях зада-

ния отображения и следующие интегралы конечны ( ) ( ), ,s
I x

D

K x f J x f dσ∫ ,

*

' 1 1

\ ( )

( , ) ( , )
f j

s
I j j y

V f B V

K y f J y f d− −

∩

σ∫ ;

(3) ( ),s sf Q D′∈ ;
(4) , ' ( )s sf q D∈ .
Доказательство. Условие (3) вытекает из (4) очевидным образом. Если вы-

полнено (3), то по теореме 1 имеем, что отображение 1
, loc ( )nf W D∈ , дифференци-

руемо почти всюду в D и интеграл ( ) ( ), ,s
I x

D

K x f J x f dσ∫  конечен.
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Остается показать, что i ( )1
, loc \ .ni ff W D B− ∈

Пусть область V ⊂ D и *( )f V V= . Точка * \ ( )f iy V B V∈ ∩ , f –1(y) ∩ V = {xi}.

Как показано выше, существуют окрестности ( , , )i iV U x f r=  точек xi такие, что
|

ii Vf f=  – гомеоморфизм. Поэтому можно рассмотреть отображение
1 : ( , ) ,n

i if B y r V− →  причем 1
if f −D  – тождественное отображение. Тогда по теоре-

ме 8.3 [1] получаем, что 1
if
−  является ACL-отображением, невырожденным почти

всюду в области своего задания, и интеграл 
*

' 1 1

\ ( )

( , ) ( , )
f i

s
I i i y

V f B V

K y f J y f d− −

∩

σ∫

конечен, где s′ > n–1.
Проверим, что условие (2) влечет условие (1). Так как J (x, f ) ≠ 0 и I ( , ) 1K x f ≥

почти всюду в D, то из конечности интеграла ( ) ( ), ,s
I x

D

K x f J x f dσ∫  вытекает,

что 0 < J (x, f ) < ∞ почти всюду в D. Поэтому характеристики
1( , ) ( , ) 1n

I OK x f K x f− ≥ ≥  почти всюду в D, и из очевидных неравенств

( ) /( 1)( , ) , ( , ) ( , )s ns
I x xO

D D

K x f J x f d K x f J x f d−∞ > σ ≥ σ ≥∫ ∫

( , ) ( , ) '( ) n
O x x

D D

K x f J x f d f x d≥ σ ≥ σ∫ ∫

заключаем, что 1
, loc ( )nf W D∈ .

Покажем, что 1
, loc ( \ ).i n ff W D B− ∈  В самом деле, так как

* *

/( 1)1 1 1 1

\ ( ) \ ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
f i f i

s ns
I i i y j i yO

V f B V V f B V

K y f J y f d K y f J y f d−− − − −

∩ ∩

∞ ≥ σ ≥ σ ≥∫ ∫

* *

1
,1 1

\ ( ) \ ( )

( , ) ( , )
i

f i f i

n
i js

O i i y y
kV f B V V f B V

f
K y f J y f d d

y

−
− −

∩ ∩

∂
≥ σ ≥ σ

∂∫ ∫

и отображение 1
if
−  квазиконформно в среднем, следовательно, 1 1

,loc ( \ )i n ff W D B− ∈ .
Поскольку ACLn-гомеоморфизмы обладают N-свойством [7, 12], то f и fi
невырождено дифференцируемы в своих областях задания [1, 12], и поэтому

1( , ) ( , )I i OK y f K x f− =  для почти всех y = f (x).
Производя во втором интеграле замену переменных [7, теорема 3, с. 364],

получим

*

1 1 '

\ ( )

( , ) ( , ) ( , ) .
f

s s
I i i y O x

VV f B V

K y f J y f d K x f d− −

∩

∞ > σ ≥ σ∫ ∫

Для завершения доказательства теоремы остается убедиться, что условие (4)
есть следствие условия (1).

Из теоремы 2 [5] вытекает, что в качестве ( )I,s U∗Φ  следует взять ограничен-
ную неотрицательную абсолютно непрерывную σ-аддитивную функцию измери-
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мых множеств в D, определяемую равенством

 ( )I, ( , ) ( , ) .s
s I x

U

U K x f J x f d∗Φ = σ∫
Аналогично из [5, следствие 1 теоремы 2] и в силу известного неравенства,

связывающего характеристики отображений между собой, вытекает, что за

' ( ')s UΨ  следует взять функцию, определяемую равенством
'

'
'

( ') ( , ) ( , ) .s
s I x

U

U K x f J x f dΨ = σ∫
Теорема доказана.
Теоремы 1−4, доказанные для отображений с s-усредненной характеристикой,

можно распространить на классы и подклассы отображений с ограниченным ин-
тегралом Дирихле, квазирегулярных [1, 2] и др., пользуясь вложениями, доказан-
ными в работе [20].

Для негомеоморфных квазирегулярных отображений эквивалентность анали-
тического и метрического определений доказана в [2]; для гомеоморфных ото-
бражений с искажением, ограниченным в среднем, эквивалентность аналитиче-
ского и геометрического определений доказана в работе В.И. Кругликова [3], для
негомеоморфных отображений с искажением, ограниченным в среднем, – в рабо-
те А.Н. Малютиной [4].

Исходя из высокой значимости модульной техники при исследовании геомет-
рических свойств пространственных отображений, профессор О. Мартио предло-
жил следующую общую концепцию – теорию Q-гомеоморфизмов, основы кото-
рой были заложены, начиная с работы [22] и др., а в работе [23] концепция
Q-гомеоморфизмов была распространена на отображения с ветвлением, так назы-
ваемые Q-отображения.

Приведем теорему об оценке модуля.
Теорема 5 (об оценке модуля [11, 20]). Пусть :f D → nR  – отображение с

KI,s-усредненной характеристикой. Тогда выполняется неравенство

( ) ( )( ) ( )inf ,n
I x

D

M x K x f d
ρ∧Γ

′Γ ≤ ρ σ∫ , (9)

где Г – некоторое семейство кривых, в области D, Г′ – образ семейства Г при ото-
бражении f.

Оценка (9) указывает на непосредственную связь класса отображений с s-
усредненной характеристикой с теорией Q-гомеоморфизмов [11, 24−27], интен-
сивно развивающейся в последние годы (ср. с определением ниже).

Определение 6 [22]. Пусть D – область в nR , n ≥ 3, и пусть Q : D → [1,∞] –

измеримая функция. Гомеоморфизм : { }f D → = ∞
n nR R ∪  называется Q-гомео-

морфизмом, если

( ) ( ) ( )( ) ( )n

D

M f Q x x dm xΓ ≤ ρ∫
для любого семейства Γ путей в D и любой допустимой функции ρ для Γ. Здесь
непрерывность отображений понимается относительно сферической (хордальной)
метрики.
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Malyutina А.N., Elizarova M.A. ON EQUIVALENCE OF THE ANALYTICAL AND GEO-
METRICAL DEFINITIONS OF MAPPINGS WITH AN s-AVERAGED CHARACTERISTIC.
In this paper we continue to develop the geometric method of studying properties of space map-
pings with an s-averaged characteristic. The method is based on the characteristic distortion law
for modules of families of curves.

In recent decades, the theory of mappings with bounded distortion in the n-dimensional
Euclidean space is one of the most meaningful and intensively developed branches of the function
theory. These mappings were introduced and systematically studied in works by Yu.G. Reshet-
nyak, published since 1966. A part of Yu. G. Reshetnyak's results is contained in [1].

The most powerful tools used in the study of space mapping properties are methods that study
invariance properties of conformal capacity or the module of families of curves. The equivalence
of analytical and geometrical (expressed in terms of the conformal capacity of condensers) defi-
nitions of mappings with bounded distortion was introduced by O. Martio, S. Rickman and J.
Väisälä [2]. In [3], the equivalence was proved for definitions of homeomorphic mappings with
distortion bounded on the average. The equivalence for mappings nonhomeomorphic with distor-
tion bounded on the average was considered in [4].

In the presented paper, we give a geometric definition of mappings with an s-averaged char-
acteristic using the concept of a spherical p-module of a family of curves. This definition can also
be interpreted as a generalization of the method of modules for mappings with an s-averaged
characteristic. We also study these mappings properties and prove the equivalence of the geomet-
ric and analytic definitions using the distortion theorems.

Keywords: space mappings with an s-averaged characteristic, geometrical method of modules,
equivalence, branching points.
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