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ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ РАЗОРЕНИЯ В ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ РИСКА  
С ЗАВИСИМЫМИ ФИНАНСОВЫМ И СТРАХОВЫМ РИСКАМИ  

 
Рассмотрена дискретная модель риска с зависимыми финансовым и страховым рисками и с тяжелым 
хвостом распределения ущербов. Построен алгоритм вычисления вероятности разорения за конечное 
число шагов на основе аппроксимации распределения ущербов смесью показательных распределений и 
доказательства теоремы непрерывности, обосновывающей такой подход. Разработаны специальные ме-
тоды преобразования интегральных выражений, решена задача о малых знаменателях, построена эко-
номичная процедура перечисления целочисленных векторов с фиксированной суммой их компонент. 
Для вероятности разорения в рассматриваемой модели риска получены асимптотические соотношения 
в случае специального класса распределений страхового риска. Для тестирования построенных алго-
ритмов проведены вычислительные эксперименты. 
Ключевые слова: вероятность разорения; страховые и финансовые риски; конечная смесь экспоненци-
альных распределений. 
 
В последнее десятилетие среди ведущих специалистов по теории риска, финансовой математи-

ке и теории массового обслуживания (С. Асмуссен [1], В. Уитт [2], В.В. Калашников [3], А.А. Нови-
ков [4]) ведутся дискуссии о точности асимптотических формул для моделей с тяжелыми хвостами 
распределений. Многочисленные вычислительные эксперименты показывают, что асимптотические 
формулы достигают высокой точности при больших значениях аргумента. В свою очередь, известные 
численные методы (например, метод Монте-Карло) хорошо работают при сравнительно небольших 
значениях аргумента. В результате возникают области аргументов, в которых известные численные 
методы уже не работают из-за трудоемкости, а асимптотические формулы еще не работают. 

Для вычисления в этих областях А.А. Новиков предложил аппроксимировать законы распределе-
ний с тяжелыми хвостами смесью экспоненциальных распределений. При реализации этого предложения 
возникла необходимость вычисления вероятности выхода авторегрессионной последовательности из не-
которой области за конечное число шагов. А.А. Новиков решал данную задачу с помощью теории мар-
тингалов, но этот метод работает в достаточно узких предположениях. В настоящей работе удалось снять 
эти ограничения за счет проведения прямых вычислений с помощью рекуррентных соотношений. 

В статье исследована дискретная модель риска с тяжелым хвостом распределения ущербов и 
зависимыми финансовым и страховым рисками. Предполагалось, что инфляционный фактор пред-
ставим цепью Маркова общего вида с конечным числом значений, а распределение страхового ущер-
ба определяется этими значениями. Такое усложнение модели риска было инициировано А.А. Нови-
ковым и ранее не попадало в поле зрение специалистов по теории риска. Однако сейчас такая зави-
симость становится существенной в связи с различными антропогенными и природными катастро-
фами, на размеры которых влияют финансовые факторы. 

Продолжая идею работ [5–7], мы строим рекуррентный алгоритм вычисления вероятности ра-
зорения рассмотренной модели риска за конечное число шагов на основе аппроксимации распределе-
ния ущербов суммой показательных распределений и доказательства теорем непрерывности, обосно-
вывающих такой подход. Для этого разработаны специальные методы преобразования интегральных 
выражений, решена задача о малых знаменателях и построена экономичная процедура перечисления 
векторов с фиксированной суммой неотрицательных целочисленных компонент. На основе постро-
енного алгоритма проведен вычислительный эксперимент, который показал его преимущества перед 
методом Монте-Карло при близости результатов вычислений. 
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Наряду с точными формулами вычисления вероятности разорения получены асимптотические 
формулы в случае субэкспоненциально распределенного страхового риска, которые сравнивались с 
результатами прямых вычислений.  

 
1. Точные формулы 

 
Рассмотрим дискретную модель риска (с шагом в один год) с начальным капиталом 0x :  

 1 n n n nU U B X , 1, 2,...,n 0 U x . (1) 

В работе [8] n nX Z a   называется страховым риском, а 1
nB  – финансовым риском. Здесь 0a   – 

доход, а 0nZ   – страховой ущерб на шаге n. Введем в рассмотрение цепь Маркова nq , 0n  , с мат-

рицей переходных вероятностей 
,sq s q Q

p


 и начальным состоянием 
0 ,q s   1,..., .Q m  Предполо-

жим, что инфляционный фактор nB  определяется цепью Маркова nq  с помощью равенства 1 ,
nn qB r   

1,2,...n  , в котором детерминированные 1qr  , q Q . Определим время разорения  

    0, inf 1,2,... : ,n ox s n U L U x q s       (2) 

и вероятность разорения на конечном числе шагов     , , .n x s P x s n     

Пусть независимые одинаково распределенные случайные величины nw , 0n  , не зависят от 

цепи Маркова nq , 0n  , и имеют равномерное распределение на отрезке [0,1]. Обозначим qG , 

  0qG a  , Qq , функцию распределения страхового риска nX  и определим зависимость nq  и 

nX  соотношением  1
nn q nX G w . По аналогии с [9, лемма 2.1] было доказано утверждение. 

Теорема 1. При x L  справедливы формулы: 

    1 ,


   qsq q
q Q

x s p G xr L ,        1 1, , , ,



 

      
qxr L

n sq n q q
q Q

x s x s p xr z q dG z 0.n  (3) 

Введем в рассмотрение m-мерные векторы  11 ,...,q q mq   , где ij  
– символ Кронекера и 

 1,..., , mR r r    1,..., , mK k k   0,1,... ,ik 1,..., .i m  

Обозначим 

,


  qkK
q

q Q
R r  .


  q

q Q
K k  

Пусть для вещественных iqa , 1 ,i l   ,q Q  1,iq
q Q

a


  

      
    atatG i

l

i
iqq  


exp

1

,  . t a                                                    (4) 

Теорема 2. Предположим, что 

 0 aLLrq , ,q Q  (5) 

 K
i jR    , 1,i lj  , 1K . (6) 

Тогда существуют вещественные числа K
nisB ,, , 1  i l , Qs , nK 1 , такие, что для Lx   

     , ,
1 1

, exp ,
  

     
l

K K
s i n in

K n i
x s B R x L  (7) 



Г.Ш. Цициашвили, М.А. Осипова  

56 

причем 

   1 1
, ,1 exp ,   q q

sq iq is iB p a R L L a   (8) 

 

  1
, , 1 , , , ,

1

0 ,



 

    q
l KK

s i n q s q i j n
q Q j

B I k F  1 1K n   , 1 1
, , , ,, , 1 , ,1

1 1

,
  

  q q
l

K
s q j i ns i n s i

K n j
B D B  (9) 

где 

     1 1, , , ,
, , , , , , , ,exp , exp .q q

K K
sq q i n jq j sq q i n jq jK K

s q i j n j s q i j n iK K
i j i j

p B a p B a
D R L L a F R L L a

R R

 
       

       
Доказательство. Из (3)–(6) имеем при x L  

       1 1
1

1

, exp exp ,q q i
l x L

sq iq i
q Q i

x s p a R L L a R  

 
        

и, следовательно, формула (8) верна. 
Обозначим 

  , ,
, , , , exp

K
sq q i n jq jK K

s q i j n iK
i j

p B a
С R L a

R


  

  
. 

Из теоремы (1) получим 

      
1

1
, ,1

1 1

, , exp


   

         
q

q
xR L l

K K
sq q i n in

q Q i K na

x s x s p B R R x L z  

    
1

exp
l

jq j j
j

a z a dz z a u


         

  
1

1
, ,

1 1 1 0

exp
 



    
          

q

q j
xR L al l uK K

sq q i n jq j i
q Q i j K n

p B a R R x L u a e du  

   1 1
, , , ,

1 1 1

exp 1
 

    

           
K q

qi
l l

R xK K
s q i j n i j

q Q i j K n
C e R xR L a . 

Так как  

     1 1
exp exp 1

            
q qK K

i i jR x R xR L a  

           1 1 1 1
exp exp exp exp ,q q q qK KK

j j i j i iR x L R L R L a R x L R L                 

 

то 

     1 1
, , , , exp exp 1

            
q qKK K

s q i j n i i jC R x R xR L a

     1 1
, , , , , , , ,exp exp .

          
q qKK K

s q i j n j s q i j n iD R x L F R x L  

Следовательно, имеем 

   1
, ,  n x s x s    1 1

, , , , , , , ,
1 1 1

,
     

    

   
  

Kq q
j i

l l R x L R x LK K
s q i j n s q i j n

q Q i j K n
D e F e  
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       1 1 11
, , , , , , , , , ,11

1 1 1 1

,
        


      

       
    

Kq q q
qi i i

l l l
R x L R x L R x LK K

s q i j n s q i j n s in
q Q i j K n q Q i

x s D e F e B e  

 
, , 1

1 1 1

  


   
  

K
i

l
R x LK

s i n
K n i

B e  

и, таким образом, рекуррентные формулы (9) верны. Теорема доказана. 
 

2. Асимптотические формулы 
 

Используя подход работ [5, теорема 5.1; 6, лемма 3.2], был получен следующий результат. 
Теорема 3. Если ф. р.  tGq  являются субэкспоненциальными и для qq  , , , q q Q  спра-

ведливо одно из двух соотношений 

     , q qG t O G t       tGOtG qq  ,  t , 

то 

                            1 , ~ , ,


   qn sq n q q
q Q

t s p t r q G t r  t . (10) 

Следствие 1. Если , 0  q qc ,  : ~ , ,
  qq qq Q G t c t t  

то 

  ,, ~ n n st s c t , t , 

где min q
q Q

   , 
0

1,



 s sq q q

q Q
c p c r ,  0 :   qQ q , 1, , 1, ,




 n s sq q n q s
q Q

c p r c c  0n . 

Следствие 2. Если 0 qb , 10  q ,  : ~ ,


q
qb t

qq Q G t e  t ,  то 

   ,, ~ exp , n n s nt s c d t  t , 

где 
0

1 min q qq Q
d b r


 , 

0
1 1min , min 




   
 

n n qq Q
d d d r ,  

0 1

1,
,

,
 

 
q q

s sq
q Q b r d

c p     1, 1, 1 1 , 1 .
  


   n s s n sq n q n n q

q Q
c c I d d p c I d d r  

 
3. Теоремы непрерывности 

 
Обозначим qF , ,q Q  возмущенные ф.р. и положим   n t соответствующие вероятности ра-

зорения. Тогда, используя равномерную метрику     , , q qG t F t  теорему 1 и результаты по устой-

чивости систем массового обслуживания [7, теорема 1], нетрудно доказать следующее утверждение. 
Теорема 4. Для 0n  

          , , , max , .


    n n q q
q Q

t q t q n F t G t   

Теорема 2 и теорема Бернштейна позволяют построить приближенный алгоритм вычисления ве-
роятности разорения. Но линейная по nверхняя оценка в (12) неудобна для этой цели. Поэтому мы 
переформулируем теорему 4 в метрике 1L . 
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Обозначим 

1
1

 
Qq q

sq

r
p

d
, 1 1

max 1


 
q Q qc r

. 

Теорема 5. Для 0n  

     
    1

1

max ,
, , , ,

1
  




q q
q Q

n n

L G t F t
L t q t q

d
 Qq . (11) 

Доказательство. Предположим, что 0r , d  – вещественные числа и      , ,S x S x R x ф. р. 

на действительной оси. Тогда нетрудно получить («*» означает свертку функций распределения): 

           1 1, ,   L S R x S R x L S x S x ,          1
1

,
, .  


 L S x S x

L S rx f S rx f
r        

(12) 

Следовательно, из теоремы 1 имеем 

         1
1 1 1

, , ,
, , , 

   
  


 n n

n n
L x s x s

L x s x s
d  

и индукция по n  приводит к формуле (11). Теорема доказана. 
Легко получить, что при выполнении условия 

   



CdttG q

Qq 0

max  (13) 

существует невозрастающая функция    , : , 0,  t q t q  t ,  , 1 L q  и 

   lim , , ,


  nn
t q t q

 
t , Qq . 

Теорема 6. Если выполняется условие (13), то 

     
 1 1

, , , ,
1   


n n

СL t q t q
с с

 0n . (14) 

Доказательство. Для 1n формула (14) верна. Докажем формулу (14), используя индукцию 
по n . Предположим, что (16) имеет место для некоторого 0.n  Используя теорему 1 и соотношение 
(12), нетрудно получить  

              1 1 1 1
1

, , , , , , , , , .
 

        n sq q n q sq n
q Q q Q

L t s t s p L r t q r t q p L t q t q
c

 

Теорема доказана. 

Замечание. Обозначим     1 1inf : , .     n n L  Тогда из теоремы 6 получим неравенство  

     1 1
1

ln , ln
2 ,

ln

   
    

L
n n

R  

из которого устанавливаем, что если   1 , ,   nL  
то достаточно вычислить функции ,n  

 11 n n   . 

Следующее утверждение является следствием результатов работ [9, 10]. 
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Теорема 7. Пусть ф. р.  tF  сосредоточена на  ,0  и имеет конечное среднее и непрерывную 

положительную плотность. Тогда для любого 0   можно построить ф. р.  tR , сосредоточенную на 

 0,  с хвостом 
 

   
1

exp ,
r

i i
i

R t a b t


   0t , ia    , 0 ib   , такую, что  1 ,L F R   . 

4. Вычислительные задачи 
 

Введем множества векторов 

1
1

( ,..., ) : {0,1,...}, , 0, 1,..., ,


        
  


j

j
j qi

q
K k k k k i i j mK  

и обозначим j
iK

 
число векторов множества j

iK . Наша задача состоит в перечислении всех векторов 

множества 
1

 
n

m
i

i
K . Нетрудно построить алгоритм определения множества m

iK  по множеству m
i 1K  

в виде 

 11 : , 1,...,m   m m
i q iK K qK K . 

Но сложность этого алгоритма пропорциональна ,nm  и он может генерировать совпадающие векто-

ры. Поэтому был построен более эффективный алгоритм. 
Очевидно, что 

                       1

0

, : ,



 

i
j j

i i t
t

K t KK K  11  mj , ni 1 ,  

где  1 ,i iK  ni 1 , а множество j
0K , 1 , j m состоит из единственного j -мерного вектора с 

нулевыми компонентами. Так как  

j
i

j KK  ...1 0 ,     11

0 0

1 1 ,



 

      
i i

jj j jj
ti i t i

t t
i iK K K K

 

то сложность построенного алгоритма меньше    111  mnm . 

Используя теоремы непрерывности (5), (6), можно, слегка возмущая , i jr  и, следовательно, 

слегка возмущая в метрике 1L  вероятность разорения  , ,n t s  добиться выполнения условия (6) тео-

ремы 2. Иными словами, можно для любого 0   подобрать mss ,...,1 , 1,..., 0,mv v   такие, что выпол-

няются неравенства 

 , ,i is r i Q      j jv     , lj ,...,1 , (15) 

и для любого K  справедлив аналог соотношения (6)  

 K
i jS v v , 1 , i j l , 1K ,  1,..., . mS s s   

Для этого достаточно взять натуральное число ,b  такое, что 2 ,b    и определить рациональные чис-

ла 
b
i

i
as
2

 , Qi , 
b
j

j
b

v
2

 , 1,.., ,j l  с нечетными числителями, удовлетворяющие неравенствам (15). 
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5. Вычислительный эксперимент 
 

Зададим параметры рассмотренной в разделе 1 модели риска  

1x , 2m , 0,5L  , 2a , 1 1,03r  , 2 1,08r  , 
9

5
11 p , 

9

4
12 p , 

27

4
21 p , 

27

23
22 p  

и предположим, что ущербы имеют паретовские распределения с хвостами 

     1,2
1 1 5G t t a 

   ,      2,2
2 1 0,83G t t a 

   , 0 at . 

В силу теоремы (7) хвосты распределений были аппроксимированы смесями экспоненциальных рас-
пределений 

    
27

1

expq iq i
i

G t a t a


   , ,t a   

с коэффициентами 1 2, , ,i i ia a  представленными в табл. 1 и взятыми из работы [2]. 

Вероятность разорения  ,n x s  была вычислена с помощью формулы теоремы (2) и методом 

Монте-Карло с 1 000 000 реализаций, что продемонстрировано в табл. 2. Также вероятность разоре-
ния  5 , x s  была вычислена с помощью точной формулы теоремы 2 и асимптотической формулы 

следствия 1 теоремы 3, что продемонстрировано в табл. 3. 
Т а б л и ц а  1  

Значения коэффициентов , ,1 2a ai i i  
 

i 1ia  2ia  i i 1ia  2ia  i

1 0,089437 0 23,304 15  0,193963 4,491 
2 0,533823 0 6,516 16 0 0,651199 1,422 
3 0,307218 0 1,546 17 0 0,147814 0,371 
4 0,0059768 0 0,306 18 0 0,006832 0,076 
5 0,008462 0 0,057 19 0 0,000188 0,014 
6 0,001122 0 0,01 20 0 4,61×10–6 0,003 
7 0,000147 0 0,002 21 0 1,11×10–7 0,0005 
8 0,0000192 0 0,00035 22 0 2,65×10–9 0,000088 
9 2,5×10–6 0 0,000065 23 0 6,35×10–11 0,000016 

10 3,27×10–7 0 0,000012 24 0 1,52×10–12 2,9×10–6 
11 4,27×10–9 0 2,2×10–6 25 0 3,36×10–14 5,4×10–7 
12 5,56×10–10 0 3,9×10–7 26 0 8,51×10–16 9,7×10–8 
13 7,18×10–10 0 6,8×10–8 27 0 1,72×10–17 1,58×10–8 
14 8,37×10–11 0 8,3×10–9     

 

Т а б л и ц а  2 
Вероятности разорения  ,x sn  

 

Начальное 
состояние s 

Число 
шагов n 

Методы  ,x sn  Время 
счета, с 

Начальное 
состояние s 

Число 
шагов n Методы  ,x sn  Время 

счета, с.

1 1 
Монте-
Карло 

0,066038 71 2 1 
Монте-
Карло 

0,079685 71 

1 1 Формула 0,0586839 0 2 1 Формула 0,073708 0 

1 2 
Монте-
Карло 

0,09866 117 2 2 
Монте-
Карло 

0,115185 117 

1 2 Формула 0,0901557 0,1 2 2 Формула 0,107071 0,1 

1 3 
Монте-
Карло 

0,118499 165 2 3 
Монте-
Карло 

0,135518 165 

1 3 Формула 0,109308 0,3 2 3 Формула 0,127891 0,3 

1 4 
Монте-
Карло 

0,130707 212 2 4 
Монте-
Карло 

0,148205 212 

1 4 Формула 0,121714 1,3 2 4 Формула 0,140592 1,3 

1 5 
Монте-
Карло 

0,139442 260 2 5 
Монте-
Карло 

0,157148 260 

1 5 Формула 0,130206 2,8 2 5 Формула 0,149217 2,8 
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Сравнение в табл. 2 результатов вычисления вероятности разорения методом Монте-Карло и с 
помощью рекуррентных соотношений показывает не только преимущество метода рекуррентных со-
отношений перед методом Монте-Карло по быстродействию, но и близость результатов, получаемых 
этими методами. 
 

Т а б л и ц а  3 
Значения асимптотических и точных формул 

 
Начальный 
капитал x 

Формула  ,15 x  Начальный 
капитал x 

Формула  ,15 x  

1 000 Асимптотическая 0,000056666 6 000 Асимптотическая 6,59995×10–6 
1 000 Точная 0,0000563073 6 000 Точная 6,77988×10–6 
2 000 Асимптотическая 0,0000246653 7 000 Асимптотическая 5,48535×10–6 
2 000 Точная 0,0000232221 7 000 Точная 5,51602×10–6 
3 000 Асимптотическая 0,0000151627 8 000 Асимптотическая 4,6732×10–6 
3 000 Точная 0,0000151122 8 000 Точная 4,60568×10–6 
4 000 Асимптотическая 0,0000107362 9 000 Асимптотическая 4,005724×10–6 
4 000 Точная 0,0000111379 9 000 Точная 3,93824×10–6 
5 000 Асимптотическая 8,21407×10-6 10 000 Асимптотическая 3,57538×10–6 
5 000 Точная 8,56365×10-6 10 000 Точная 3,43885×10–6 

 
Заключение 

 

Результаты вычислительного эксперимента показали, что предложенный в работе метод прямо-
го вычисления вероятности разорения в дискретной модели риска с зависимыми страховыми и фи-
нансовыми рисками позволяет оценивать точность асимптотических формул. Кроме того появляется 
возможность достаточно точно вычислять вероятность разорения в области средних значений аргу-
мента, что до сих пор является трудной задачей прикладной теории вероятностей.  
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Last decades there is a discussion between leading specialists in risk theory, financial mathematics and queuing theory (S. As-
mussen, W. Whitt, V. Kalashnikov and A. Novikov) about an accuracy of asymptotic formulas in stochastic models with heavy tailed 
distributions. Manifold numerical experiments showed that asymptotic formulas reach high accuracy only for very large meanings of 
arguments. The Monte-Carlo method works efficiently only for sufficiently small arguments. As a result an area of mid arguments  
appears. In this area known numerical methods do not work because of their complexity and asymptotic formulas do not work be-
cause of their small accuracy. To make calculations in this area A. Novikov suggested to approximate distributions with heavy tails 
by finite mixtures of exponential distributions. This approach demands to calculate a probability of autoregressive sequence to exit 
from some domain in a finite number of steps. A. Novikov solved this problem using martingale methods. But these methods work in 
sufficiently narrow suggestions.  

In this paper, the authors discard these restrictions for discrete time risk model with financial risks and heavy tailed insurance 
risks dependent on them. An inflation factor is represented by Markov chain with finite set of states and insurance risk has a distribu-
tion depending of this chain. Such complication of risk model is suggested by A. Novikov and is not considered yet by specialists of 
risk and financial mathematics. But last events showed that a dependence between insurance and financial risks is caused by natural 
and anthropogenic  catastrophes with sizes depending on financial factors significantly. 

Recurrent algorithm of ruin probability calculation in risk model under finite horizon is based on an approximation of loss distri-
butions by finite mixtures of exponential distributions and on continuity theorems. For this aim special methods of a transformation 
of integral relations are constructed and a problem of small denominators connected with these methods is solved. An efficient pro-
cedure of an enumeration of vectors with fixed sums of non negative integer components is constructed. On a base of this algorithm 
we performed numerical experiment which showed its advantage in an efficiency as compared to Monte-Carlo method with practi-
cally identical results. Some numerical results with the chosen parameters of the model (for an example with unit capital) are repre-
sented below.  

 

Steps number  Methods Ruin probability
 

3 Monte-Carlo 0.118499 
3 Recurrent formula 0.109308 
4 Monte-Carlo 0.130707 
4 Recurrent formula 0.121714 
5 Monte-Carlo 0.139442 
5 Recurrent formula 0.130206 

 

We compare the calculation of ruin probability by accuracy formulas and by asymptotic formulas in a case when insurance losses 
have subexponential distributions. Below some results of numerical experiments are represented. 

 

Initial capital  Formula Ruin probability
1000 Asymptotic 0.000056666 
1000 Recurrent 0.0000563073 
3000 Asymptotic 0.0000151627 
3000 Recurrent 0.0000151122 
5000 Asymptotic 8.21407×10-6 
5000 Recurrent 8.56365×10-6 
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