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ПРИМЕНЕНИЕ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ k–ω-МОДЕЛИ
ТУРБУЛЕНТНОСТИ ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ЯВЛЕНИЯ ТЕРМОБАРА1

При математическом моделировании явления термобара впервые применена
двухпараметрическая дифференциальная k–ω-модель для расчёта значе-
ний коэффициентов турбулентной вязкости и диффузии. Проведен сравни-
тельный анализ алгебраической модели Холланда П.Р. и др. и двухпарамет-
рической дифференциальной k–ω-модели Уилкокса на примере воспроизве-
дения термобара в канадском озере Камлупс.
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1. Введение

С 1883 г. (классические работы О. Рейнольдса) многие математики и механики
занимаются поиском наиболее приемлемых для практики моделей турбулентно-
сти. При численном воспроизведении термобара (термобар – это узкая верти-
кальная зона в озёрах умеренных широт, разделяющая водоём на области с раз-
ными значениями теплофизических характеристик воды) часто используются
простейшие полуэмпирические модели турбулентности. В частности, многие ис-
следователи явления термобара (например, авторы работ [1, 2]) коэффициенты
турбулентной диффузии задают в виде константы.

Из семейства двухпараметрических моделей турбулентности в океанологиче-
ской практике наиболее известны:

• «классическая» модель Меллора – Ямада (1982) [3], которая состоит из урав-
нений для кинетической энергии турбулентности (k) и произведения kl (l – турбу-
лентный масштаб длины);

• k–ε-модель Лаундера – Сполдинга с поправками на плавучесть Роди (1987)
[4], где ε представляет собой скорость диссипации k;

• k–ω-модель Уилкокса (1988) [5], здесь ω – частота турбулентных пульсаций.
В работе [6] проведён сравнительный анализ вышеперечисленных моделей

турбулентности для океанических течений. Авторы [6] сделали вывод о том, что
k–ω-модель наиболее реалистично описывает процессы перемешивания в океане.
Поэтому можно предположить, что применение двухпараметрической k–ω-
модели турбулентности для численного исследования течений, связанных с тер-
мобаром, скорее всего, приведёт к более качественным результатам.

Целью данной работы является сравнение результатов моделирования термо-
бара, полученных с помощью двух различных моделей турбулентности: алгеб-
раической модели Холланда П.Р. и др. [7] и двухпараметрической k–ω-модели
Уилкокса [5].
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке стипендии Президента РФ для молодых учёных и ас-
пирантов, осуществляющих перспективные научные исследования и разработки по приоритетным на-
правлениям модернизации российской экономики (СП-71.2012.5), и Минобрнауки России (государст-
венное задание № 5.628.2014/K).
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2. Математическая модель

2 . 1 .  О с н о в н ы е  у р а в н е н и я  м о д е л и

Негидростатическая математическая модель для воспроизведения гидродина-
мических процессов в глубоком озере, учитывающая влияние силы Кориолиса,
связанной с вращением Земли, и записанная в приближении Буссинеска, включает
в себя следующие уравнения:

а) уравнения количества движения
2

0

1 2 2 ;x z z y
u u uw p u uK K v w
t x z x x x z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = − + + + Ω − Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(1)

2 2 ;x z x z
v uv wv v vK K w u
t x z x x z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + + Ω − Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(2)

2

0 0

1 2 2 ;x z y x
w uw w p w w gK K u v
t x z z x x z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = − + + − + Ω − Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(3)

б) уравнение неразрывности
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∂ ∂

+ =
∂ ∂

(4)

в) уравнение энергии

sol
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(5)

г) уравнения баланса солёности в озере

,x z
S uS wS S SD D
t x z x x z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(6)

где u, v – горизонтальные компоненты скорости; w – вертикальная компонента
скорости; Ωx, Ωy и Ωz – компоненты вектора угловой скорости вращения Земли;
g – ускорение свободного падения; cp – удельная теплоёмкость; T – температура;
S – солёность; p – давление; ρ0 – плотность воды при стандартном атмосферном
давлении, температуре TL и солёности SL (TL и SL – характерная температура и со-
лёность озера соответственно). Коротковолновая солнечная радиация, проникаю-
щая в воду, рассчитывается по закону

( ) ( )sol abs1 expsH Q r z= − −ε ,
где Q – поток тепла через свободную поверхность, rs – коэффициент отражения
воды, εabs – коэффициент поглощения.

В качестве уравнения состояния ( ), ,T S pρ = ρ  выбрано уравнение Чена –
Миллеро [8], принятое UNESCO. Данное уравнение состояния связывает плот-
ность воды с температурой, солёностью, давлением и справедливо в диапазоне
0 ≤ T ≤ 30 °C, 0 ≤ S ≤ 0.6 г/кг, 0 ≤ p ≤ 180 бар.

2 . 2 .  Мо д е л ь  т у р б у л е н т н о с т и

Для замыкания системы уравнений (1) – (6) используются двухпараметриче-
ская k–ω-модель турбулентности Уилкокса [5], состоящая из уравнений для кине-
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тической энергии и частоты турбулентных пульсаций:

т т ;
k k

k uk wk k k P B
t x z x x z z

ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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( )т т
1 3 2 ,u w c P c B c

t x z x x z z k ω ω ω
ω ω

ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ω ∂ ω ∂ ω ∂ ∂ω ∂ ∂ω ω
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(8)

где k – кинетическая энергия турбулентности; ω – частота турбулентных пульса-

ций; т
k

ν =
ω

 – турбулентная кинематическая вязкость. Числовые значения пара-

метров уравнений (7), (8) представлены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1

Параметры k–ω-модели турбулентности

Модельная константа cω1 cω2 cω3 kσ ωσ (cμ0)2

Значение 0,555 0,833 0,755 (B>0)
–1 (B<0) 2 2 0,307

Член ( )40c kμε = ω  в (7), (8) отвечает за вязкую диссипацию энергии турбу-

лентности, а члены P и B выражают генерацию турбулентности за счёт сдвиговых
напряжений и действия силы плавучести:

2 2 2 2 2
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2т

т
,

Pr
B Nν
= −

где 2N – частота Брента – Вяйсяля (частота плавучести), определяемая соотноше-
нием

2

0

gN
z
∂ρ

= −
ρ ∂

.

Коэффициенты вертикальной диффузии количества движения и скалярной ха-
рактеристики рассчитываются как

т ;zK = ν + ν

т

т
,

Pr PrzD ν ν
= +

где ν  – молекулярная кинематическая вязкость воды; тPr, Pr  – молекулярное и
турбулентное числа Прандтля, тPr 1= .

Коэффициенты горизонтальной диффузии задаются постоянными [7]
22,5м /с.x xK D ==
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2 . 3 .  Н а ч а л ь н ы е  и  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я

В начальный момент времени система находится в состоянии покоя и удовле-
творяет заданным полям температуры, солёности и турбулентных характеристик:

0 : 0; 0; 0; ; ; 0; .L L Rt u v w T T S S k= = = = = = = ω = ω

Граничные условия имеют следующий вид:
а) на поверхности

0u
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0
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0z

k
z c L z zμ

∂ω
=

∂ κ − +
,

где 0,41κ =  – константа фон Кармана, Lz – глубина озера, z0 = 0,5 м – высота ше-
роховатости.

б) на твёрдых границах (на дне)

0u = ; 0v = ; 0w = ; 0T
n

∂
=

∂
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, 0k
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где n – направление внешней нормали к области, z0 = 0,05 м;
в) на границе входа реки (на левой границе) (см. рис. 1, б)

Ru u= ; 0v = ; 0w = ; RT T= ; RS S= , Rk k= , Rω = ω ,
где uR – скорость речного притока, TR, SR, kR, ωR – температура, солёность, кинети-
ческая энергия турбулентности и частота турбулентных пульсаций в реке соот-
ветственно. Начальные значения для кинетической энергии турбулентности и
частоты турбулентных пульсаций в реке задаются исходя из предположения изо-
тропии и интенсивности турбулентности 30 %.

г) на правой границе
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Начальное поле давления определяется из решения уравнений состояния и
гидростатики с граничным условием на поверхности ap p=  ( ap  – атмосферное
давление) методом Рунге-Кутты четвёртого порядка точности. Уравнение гидро-
статики выводится из уравнения движения для вертикальной компоненты скоро-
сти (при условии w = 0 и отсутствии силы Кориолиса) и имеет вид

p g
z
∂

= −ρ
∂

.

3. Численный метод решения

Решение задачи основано на методе конечного объёма, согласно которому
скалярные величины (температура, солёность и т.д.) определяются в центре се-
точной ячейки, в то время как компоненты вектора скорости – в средних точках
на границах ячеек. В целях приближения расчётной области к прибрежному про-
филю озера применяется метод блокировки фиктивных областей [9]: приравни-
ваются нулю компоненты скорости в выключенной зоне за счёт использования
больших значений коэффициентов вязкости в этой зоне.

Численный алгоритм нахождения поля течения и температуры опирается на
разностную схему Кранка – Николсон. Конвективные слагаемые в уравнениях ап-
проксимируются по противопотоковой схеме QUICK [10] второго порядка.
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Для согласования рассчитываемых полей скорости и давления разработана
процедура SIMPLED для течений с плавучестью, представляющая собой модифи-
кацию метода SIMPLE Патанкара [9]. Алгоритм SIMPLED, основанный на цикли-
ческой последовательности операций «предположение–коррекция», приведен в
ранее опубликованной работе [11].

Системы сеточных уравнений на каждом шаге по времени решаются методом
нижней релаксации или явным методом Н.И. Булеева [12].

Тестирование численного алгоритма проводилось для случая квадратной ка-
верны при изотермических боковых границах [13]. Кроме того, серия вычисли-
тельных экспериментов «зима», «ранняя весна», «середина весны» и «поздняя
весна» [11], связанных с периодом существования термобара, демонстрирует пол-
ное соответствие гидродинамических сценариев взаимодействия систем «река –
озеро», описанных Кармаком Э.К. и др. на основе натурных наблюдений в озере
Камлупс [14].

4. Результаты моделирования

4 . 1  Мо р ф о м е т р и я  и с с л е д у е м о й  о б л а с т и
и  о п и с а н и е  ч и с л е н н ы х  р а с ч ё т о в

Озеро Камлупс находится на юго-западе Канады (провинция Британская Ко-
лумбия) в 340 км северо-восточнее Ванкувера и расположено между 50°26' –
50°45' с. ш. и 120°03' – 120°32' з. д. по течению реки Томпсон, имеет вытянутую
форму (см. рис. 1, а).

В качестве исследуемой области выбрано вертикальное сечение озера Камлупс,
соответствующее направлению впадения р. Томпсон, начало системы координат
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Рис. 1. Морфометрия оз. Камлупс: а – батиметрия оз. Камлупс,
б – расчётная область (продольное сечение)
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совпадает с устьем реки (см. рис. 1, а). Расчётная область имеет протяженность
10 км и глубину 150 м (см. рис. 1, б). Участок, через который втекает в озеро реч-
ной поток, составляет 15 м от поверхности.

В начальный момент времени система находится в состоянии покоя и удовле-
творяет заданным полям температуры и солёности. Начальное распределение
температуры в озере Камлупс имеет постоянное значение равное 2,4 °C, в то вре-
мя как температура воды в реке соответствует 3,6 °C и нагревается на 0,2 °C в
день. Река Томпсон впадает в озеро со скоростью 0,01 м/с, минерализация воды в
озере и в реке составляет 0,1 г/кг. Поток тепла, поступающий на водную гладь,
равен 170 Вт/м2, коэффициент поглощения проникающей в воду солнечной ра-
диации – 0,3 м−1. Ветровое трение отсутствует.

Расчётная область (см. рис. 1, б) покрывается равномерной ортогональной сет-
кой с шагами 25 мxh =  и 3 мzh = . Шаг по времени ∆t = 60 с. Вычисления прово-
дились на суперкомпьютере НИ TГУ «СКИФ Cyberia».

4 . 2  С р а в н е н и е  м о д е л е й  т у р б у л е н т н о с т и

Результаты расчётов показали (см. рис. 2), что при использовании k–ω-модели
начальная стадия развития термобара существенно не отличается от картины те-
чений, полученной с помощью алгебраической модели Холланда П.Р. и др. [7]:

( ) 0,57 2 2 2 2
2 min

2 2 2
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0,0004 6 10 м /с, если ,2,5 м /с,
0,02 м /с, если ,

x z
N N NK K

N N

−−⎧ + ⋅ >⎪= = ⎨
⎪ ≤⎩

, ,x x z zD K D K= =

где 2 10 2
min 9,371 10 сN − −= ⋅  (пороговое значение для условия устойчивости 2

minN

вводится для того, чтобы избежать больших значений Kz при 2 0N → ),
2 TN g

z
∂⎛ ⎞= α −Γ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

, ( )273,15C
p

g T
c
α

Γ = − +  – адиабатический градиент температу-

ры, α – коэффициент термического расширения.
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Рис. 2. Линии тока на 8-е и 12-е расчётные сутки (сверху вниз):
слева – k–ω-модель, справа – модель Холланда П.Р. и др. [7]
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Однако с увеличением времени k–ω-модель в отличие от модели Холлан-
да П.Р. и др. описывает более сложную структуру вертикального перемешивания
(рис. 3).
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Рис. 3. Линии тока на 32-е и 40-е расчётные сутки (сверху вниз):
слева – k–ω-модель, справа – модель Холланда П.Р. и др. [7]

Из рис. 3 видно, что при вычислении коэффициентов турбулентной диффузии
с помощью k–ω-модели слева от фронта термобара, в теплоактивной области,
формируется приповерхностная локальная циркуляция, которая развивается с те-
чением времени преимущественно в горизонтальном масштабе.

По определению термобар возникает в том месте, где температура воды близ-
ка температуре максимальной плотности. Рассмотрим функцию T–TMD(p,S), где
TMD(p,S) – температура максимальной плотности. Тогда нулевая изолиния функ-
ции T–TMD(p,S) будет соответствовать температуре максимальной плотности
(рис. 4). На основании местоположения температуры максимальной плотности
можно сделать вывод о том, что возникающая локальная циркуляция влияет на
профиль термобара (рис. 4) и на скорость его горизонтального перемещения
(рис. 5). Согласно рис. 5, образование термобара происходит приблизительно на
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Рис. 4. Изолинии функции T–TMD(p,S) на 32-е и 40-е расчётные сутки (сверху вниз):
слева – k–ω-модель, справа – модель Холланда П.Р. и др. [7]
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5-е расчётные сутки. Исходя из графиков зависимости температуры максималь-
ной плотности от времени, представленной на рис. 5, можно заключить, что после
20 суток предсказанные координаты положения термобара начинают различаться:
при использовании k–ω-модели фронт термобара продвигается быстрее по срав-
нению с результатами, полученными по модели Холланда П.Р. и др. На 40-е рас-
чётные сутки расхождение увеличивается почти на 100 м.
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Рис. 5. Динамика эволюции термобара: положение температуры
максимальной плотности на глубине 4,5 м от поверхности озера

Заключение

С помощью разработанной негидростатической модели, учитывающей неста-
ционарную и пространственную динамику турбулентной структуры, воспроизведены
термогидродинамические процессы, связанные с явлением термобара в озере
Камлупс. Численные эксперименты показали, что использование k–ω-модели тур-
булентности даёт более сложную картину эволюции термобара: в теплоактивной
области формируется приповерхностная локальная циркуляция, влияющая на
скорость горизонтального перемещения фронта термобара от устья притока.
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Tsydenov B.O., Starchenko A.V. APPLICATION OF THE TWO-PARAMETRIC k–ω TURBU-
LENCE MODEL FOR STUDYING THE THERMAL BAR PHENOMENON

In this paper, the phenomenon of the thermal bar in Kamloops Lake (Canada) is studied with
a nonhydrostatic mathematical model. A thermal bar is a narrow zone in a lake in temperate lati-
tudes where maximum-density waters sink from the surface to the bottom. Two different turbu-
lence models are compared: the algebraic model of Holland P. R. et al. [1] and the two-equation
k–ω model of Wilcox D.C. [2]. The two-parameter model of turbulence developed by D.C. Wil-
cox consists of equations for turbulence kinetic energy (k) and specific dissipation rate (ω).The
mathematical model which includes the Coriolis force due to the Earth’s rotation, is written in the
Boussinesq approximation with the continuity, momentum, energy, and salinity equations. The
Chen–Millero equation [8], adopted by UNESCO, was taken as the equation of state. The formu-
lated problem is solved by the finite volume method. The numerical algorithm for finding the
flow and temperature fields is based on the Crank–Nicholson difference scheme. The convective
terms in the equations are approximated by a second-order upstream QUICK scheme [10]. To
calculate the velocity and pressure fields, the SIMPLED procedure for buoyant flows [11], which
is a modification of the well-known Patankar’s SIMPLE method [9], has been developed. The
systems of grid equations at each time step are solved by the under-relaxation method or N.I.
Buleev’s explicit method [12]. The turbulence models were applied to predict the evolution of the
spring thermal bar in Kamloops Lake. The numerical experiments have shown that the application
of the k–ω turbulence model leads to new effects in the thermal bar evolution.

Keywords: thermal bar, temperature of maximum density, Boussinesq approximation, numerical
experiment, Kamloops Lake.
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