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Рассматривается задача динамического локально-оптимального управления по наблюдаемому выходу для дис-
кретных объектов с интервальными параметрами и с запаздыванием по состоянию. Для ее решения предлагают-
ся алгоритмы, в основе которых лежит оптимизация локального критерия без использования расширения про-
странства состояний. Управление определяется как функция измеряемых переменных с памятью, отслеживае-
мого сигнала и динамического звена. Исследуется асимптотическое поведение замкнутой системы. 
Ключевые слова: локально-оптимальное слежение; запаздывание по состоянию; интервальные параметры; ди-
намические системы управления; управление по выходу. 
 

Локально-оптимальные дискретные системы управления являются частным случаем дискретного 
прогнозирующего управления (Model predictive control) с прогнозом на один такт. Основным достоин-
ством метода локально-оптимального управления является существенное упрощение процедуры синте-
за. Область применения метода MPC и, соответственно, метода локально-оптимального управления 
охватывает задачи управления техническими системами, производственными системами, управление 
запасами и финансовую математику [1–14]. 

В целях улучшения качества управления объектами применяется практика введения в закон 
управления наблюдателей Люенбергера [15] или динамической обратной связи пониженной размерно-
сти [16–18].  

В настоящей работе предлагается осуществлять синтез следящих динамических систем управле-
ния по выходу на основе оптимизации локального критерия, при косвенных измерениях для дискрет-
ных объектов с интервальными параметрами на основе вероятностного метода с учетом запаздываний 
по состоянию. Управление определяется как функция измеряемых переменных, динамического звена и 
отслеживаемого сигнала. Исследуется асимптотическое поведение системы, строятся оценки для 
асимптотической точности слежения. Результаты работы являются развитием [9] на случай синтеза ди-
намической системы управления по выходу для модели объекта с интервальными параметрами.  

 
1. Постановка задачи 

 

Пусть управляемый объект с запаздыванием по состоянию и канал наблюдений описываются 
уравнениями 

1 1 1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );
r r r

i i i i i i
i i i

x k A A x k A A x k h B B u k q k
  

                

( ) ( ), ,1 ,2 , ,0; 0,1,2,x h h h k          ;                                           (1) 

).()()( kvkSxky                                                                     (2) 

В (1), (2) nRkx )(  – вектор состояний; 0h  – величина временного запаздывания (целое число); 
mRku )(  – управление; lRky )(  – вектор измерений; riBBAAAA iii ,1,,,

~
,

~
,,   – матрицы соответству-
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ющих размерностей; S – матрица канала наблюдения; матрицы B и S полного ранга; пары матриц (A, B) 

и ( ),
~ BA  управляемы, пары матриц ),( AS  и )

~
,( AS  наблюдаемы; 0x  – начальные условия 

00 0( { } );xx x P   )(kq , v(k) – гауссовские случайные последовательности входных возмущений и оши-

бок измерений с характеристиками: ,0)}({  kq  ,0)}({  kv  { ( ) ( )} 0,q k v j   

{ ( ) ( )} ( ) kjq k q j Q k   , { ( ) ( )} ( ) kjv k v j V k    ( ,i j  – символ Кронекера, ( ) ( )Q k Q k   0, 

( ) ( ) 0V k V k   – неотрицательно определенные матрицы); i  – неопределенные параметры интер-

вального типа ( 1 1, 1, )i i n      . Матрицы В и S полного ранга, пара матриц (А, В) управляема, пара 

матриц (S, A) наблюдаема.  
Оптимизируемый локальный критерий имеет вид 

 ( ) M ( ( 1) ( )) ( ( 1) ( )) ( ) ( ) ,I k w k z k C w k z k u k Du k                                  (3) 

где )()( kHxkw   – управляемый выход системы (H – матрица выхода системы), 0,C C  0D D   – 

весовые матрицы, nRkz )(  – отслеживаемый вектор, удовлетворяющий уравнению  

)()()1( kqkFzkz z , ,2,1,0,)0( 0  kzz .                                            (4) 

В (4) )(kqz  – гауссовская случайная последовательность с характеристиками: ,0)}({  kqz  

,0)}()({   jqkqz  ,0)}()({   jvkqz  ,{ ( ) ( )} ( ) ,z z z k jq k q j Q k    0z  – начальные условия 

,}{,}{(
000 0000 xzz PxzPzz    )}{

0000 zxPzx   , F – матрица динамики модели отслеживаемого 

сигнала. 
Требуется найти управление объектом (1), используя наблюдения (2), минимизируя критерий (3). 
Суть вероятностного подхода заключается в том, что неопределенные интервальные параметры 

i  заменяются независимыми случайными последовательностями ( )k  с равномерным законом рас-

пределения на интервале [–1, 1]. 
 

2. Оптимизация локального критерия 
 
Динамический закон управления объектом (1) при измерениях (2) зададим в виде 

)()()()()()()()()( 3210 kzkKhkykKkykKkwkKku  ,                               (5) 

где коэффициенты передачи )(),(),(),( 3210 kKkKkKkK подлежат определению, а переменная )(kw  

определяется с помощью динамического звена заданной размерности [16, 17]: 

.0)0(),()()()()()()1(  wkzkCkykBkwkAkw                                     (6) 

В (6) 0( ) (1 ), ( ) ( ( )),pw k R p n A k L MBK k      1 3( ) ( ( ) ), ( ) ( )B k M BK k K C k MBK k   . Матрица M 

удовлетворяет уравнению  

,0)(  LMKSAM  

где L – заданная устойчивая матрица (ее собственные числа лежат внутри единичного круга). Матрица 
К вычисляется так, чтобы A – KS имела заданные собственные числа, часть из которых совпадала бы с 
собственными числами матрицы L. Так как пара матриц (S, A) наблюдаема, то такую матрицу K всегда 
можно построить, применив методы модального управления [19]. Собственные числа матрицы A  KS 
разбиваются на две группы: (1) ( 1, )i i    и (2) ( 1, )j j n   , причем группа (1)

i  состоит из чисел, кото-

рые совпадают с собственными числами матрицы L. Применяя метод [20], строится неособенная матри-
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ца ],[ 21  , блоки которой 21,  формируются из   и n    линейно независимых столбцов мат-

риц  

(2)
1

1
( ),

n
j

j
A KS E




      (1)

2
1
( ).i

i
A KS E




      

Тогда матрицы M и K определятся следующими равенствами: 

11,  MK , 

где 1  – соответствующий блок матрицы .],[ 21
1    

Решение задачи локально-оптимального слежения сформулируем в виде теоремы. 
Теорема 1. Пусть 1K , 1M . Если для объекта (1), канала измерений (2) и локального кри-

терия (3) матрицы 

,0)
3

1
(

1




 r

i
ii CHBHBDCHBHBC  

0

)(),()()(
),()()(),(),(

)(),()()()(

)(),()()(

)( 

























 



kPkhkSPkSPkP
ShkkPhkVShkSPShkkSPShkkP

SkPSkhkSPkVSkSPSkP
kPkhkSPkSPkP

kP

zxzxzwz

zxxxwx

zxxxwx

zwxwxww

          (7) 

положительно определены для всех 1,2,k   , то оптимальные в смысле минимума критерия (3) коэф-

фициенты передачи для управления (5) определяются матричными уравнениями 

;)()()()( *
3

*
2

*
1

*
0 dkcKkbKkaKkK                                                    (8) 

;)()()()( *
2

*
1

*
0

*
1 hkgKkfKkeKkK                                                    (9) 

* * * *
2 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ;K k mK k nK k pK k                                                   (10) 

,)()()()( *
2

*
1

*
0

*
3 kklKktKksKkK                                                   (11) 

где 

);()( 1 kPkSPa wxw
  );(),( 1 kPkhkSPb wxw

  );()( 1 kPkPc wzw
  

1 T

1

1
[ ( ( , ) ( , ))
3

r

i i xw i xw
i

d C B H C HA P k h k HA P k h k 



      

);())](),(
~

)(( 1 kPkPkhkPAHkHAPCHB wzwxwxw
   

T T 1( ) [ ( ) ( )] ;wx xe P k S SP k S V k     T 1( , ) [ ( ) ( )] ;x xf SP k h k S SP k S V k      
T 1( ) [ ( ) ( )] ;zx xg P k SP k S V k     

1 T T

1

1
[ ( ( , ) ( ))
3

r
i i x i x

i
h C B H C HA P k h k HA P k S 


       

T 1( ( ) ( , ) ( )) ][ ( ) ( )] ;x x zx xB H C HAP k HAP k h k P k S SP k S V k         

;)]()([),( 1  hkVShkSPShkkPm xwx  ;)]()([),( 1  hkVShkSPShkkSPn xx  

;)]()([),( 1  hkVShkSPShkkPp xzx  

1 T

1

1
[ ( ( ) ( , )) ( ( , )
3

r

i i xz i x x
i

C B H C HA P k h HA P k k h B H C HAP k k h   



           

;)]()(][)),()(
~ 1  hkVShkSPShkkPhkPAH xzxx  

);()( 1 kPkPs zwz
  );()( 1 kPkSPt zxz

  );(),( 1 kPkhkSPl zxz
  
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1 T

1

1
[ ( ( , ) ( ))
3

r

i i xz i xz
i

k C B H C HA P k h k HA P k 



       

1( ( ) ( , ) ( )) ] ( ).xz xz z zB H C HAP k HAP k h k P k S P k                                           (12) 

В (12) введены обозначения: 

 )()()( kzkzMkPz
 ;  ;)()()( kxkxMkPx

  

 ;)()(),(),( hkxkzMkhkPhkkP xzzx    ;)()(),(),( hkzkxMkhkPhkkP zxxz  

 ),( hkkPx  )()( hkxkxM  ;   )()( kPkP zxxz  ;)()( kzkxM   

 )()()()( kxkzMkPkP xzzx
  ;  ;)()(),(),( hkwkzMkhkPhkkP wzzw    

 )()()()( kxkwMkPkP xwwx
  ;  ,)()()( kwkwMkPw

   

которые определяются системой разностных матричных уравнений с запаздываниями. 
Доказательство. Для вычисления локального критерия получим уравнение состояния путем 

подстановки (5) в (1): 

0
1 1 1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r r r

i i i i i i
i i i

x k A A x k A A x k h B B K k w k
  

                

1 1 2
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r r r

i i i i i i
i i i

B B K k Sx k B B K k v k B B K k Sx k h
  

              

2 3
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r r

i i i i
i i

B B K k v k h B B K k z k q k
 

         .                            (13) 

Учитывая (1), (2), (4), (5), (6), характеристики случайных последовательностей )(kq  и )(kv , вы-

числим значение локального критерия (3), а затем значения градиентов критерия по 
)(),(),( 210 kKkKkK  и )(3 kK . Приравняв значения градиентов к нулю, получим уравнения, решения 

которых имеют вид  

  )()(),()()()([)( 321
1

0 kPkKCkhkSPkKCkSPkKCCkK zwxwxw  

 


 )),(
~

)((
3

1

1
khkPAkPACHHB xwi

r

i
xwii  

).())](),(
~

)(( 1 kPkPkhkPAHkHAPCHB wzwxwxw
                                   (14) 

1 T
1 0 2 3( ) [( ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ))wx x zxK k C CK k P k S CK k SP k h k CK k P k S       

  



 ),(
~

)(()),(
~

)((
3

1

1
khkPAHkHAPCHBSkhkPAkPACHHB xxxi

r

i
xii  

.)]()(][))( 1  kVSkSPSkP xzx                                                       (15) 

  ShkkPkKhkkPkKhkkSPkKCCkK zxwxx )),()(),()(),()(([)( 301
1

2  

T T

1

1
( ( , ) ( )) ( ( , )

3

r

i i x i x x
i

B H CH A P k k h A P k h B H C HAP k k h 



         

.)]()())][,()(
~ 1  hkVShkSPhkkPhkPAH xzxx                               (16) 

  )),()()()()()(([)( 210
1

3 khkSPkKkSPkKkPkKCCkK xzxzwz  

  



 )(()),(
~

)((
3

1

1
kHAPCHBkhkPAkPACHHB xzxzi

r

i
xzii ).())](),(

~ 1 kPkPkhkPAH zzxz
    (17) 

Выполнив преобразование уравнений (14)–(17), получим 

 )]()(),()()()()()([ 3210 kPkKkhkSPkKkSPkKkPkKС zwxwxww  
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  )](),(
~

)([ kPkhkPAHkHAPCHB zwxwxw )];,(
~

)([
3

1

1
khkPAkPACHHB xwi

r

i
xwii  




      (18) 

  ])()(),()())()()(()()([ 3210 SkPkKSkhkSPkKkVSkSPkKSkPkKС zxxxwx  

  SkPkhkPAHkHAPCHB zxxx )](),(
~

)([ )],(
~

)([
3

1

1
khkPAkPACHHB xi

r

i
xii  



 ;        (19) 

  ))()()((),()(),()([ 210 hkVhkSPkKShkkSPkKShkkPkKС xxwx  

  ShkkPhkPAHhkkHAPCHBShkkPkK zxxxzx )],()(
~

),([]),()(3  

)];(
~

),([
3

1

1
hkPAhkkPACHHB xi

r

i
xii  



                                           (20) 

 )]()(),()()()()()([ 3210 kPkKkhkSPkKkSPkKkPkKС zxzxzwz  

  )](),(
~

)([ kPkhkPAHkHAPCHB zxzxz
1

1
[ ( , ) ( )].

3

r

i i x i x
i

B H CH A P k k h A P k h 



         (21) 

Входящие в (18)–(21) моменты ),,(),,(),,(),,(),,(),,( jkPjkPjkPjkPjkPjkP wxxwzxxzzx  

),(),,(),,( jkPjkPjkP wzwwz определяются следующими формулами: 

  )}1()1({)1,1( jxkxjkPx  

2 2
1 1

1 1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3 3

r r

x x i x i i x i
i i

i P k j j i P k j h j k P k j j k P k j h j   

 

               

2 2 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )x xk P k h j j k P k h j h j         2
1

1
( ) ( , ) ( )

3

r

i x i
i

k P k h j j



      

2 2 1
1

1
( ) ( , ) ( ) ( , )

3

r

i x i
i

k P k h j h j Q k j



      ;
0

(0) .x xP P                                        (22) 

  )}1()1({)1,1( jxkzjkPzx  

2 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )zx zx zwFP k j j FP k j h j FP k j K j B         
0 03( , ) ( ) ; (0) .z zx z xFP k j K j B P P     (23) 

( 1, 1) { ( 1) ( 1)} ( ) ( , )xz xzP k j x k z j k P k j F          

2 0( ) ( , ) ( ) ( , )xz wzk P k h j F BK k P k h j F     
0 03 ( ) ( , ) ; (0) .z xz x zBK k P k j F P P             (24) 

  )}1()1({)1,1( jwkxjkPxw  

2 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )xw xw wxk P k j A j k P k h j A j BK k P k j S B j           

0 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )w x xBK k P k j A j k P k j S B j k P k h j S B j            

3 3( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )zw zxBK k P k j A j BK k P k j S B j      

0 0 0 01 ,( ) ( , ) ( ); (0) ; (0) .k j xz x z xz x zBK k V k j B j P P P P                                            (25) 

  )}1()1({)1,1( jxkwjkPwx  

2 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )wx wx wA k P k j j A k P k j h j h A k P k j K j B            

3 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )wz x xA k P k j K j B B k SP k j j B k SP k j h j           

0 3( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )xw xzB k SP k j K j B B k SP k j K j B     
0 0, 1( ) ( , ) ( ) ; (0) .k j wx w xB k V k j K j B P P        (26) 

( 1, 1) { ( 1) ( 1)} ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )w w wxP k j w k w j A k P k j A j A k P k j S B j            

( ) ( , ) ( )xwB k SP k j A j
0,( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ); (0) .x k j w wB k SP k j S B j B k V k j B j P P                  (27) 

( 1, 1) { ( 1) ( 1)}zP k j z k z j     
0,( , ) ( , ) ; (0) .z z i j z zFP k j F Q i j P P                         (28) 

( 1, 1) { ( 1) ( 1)}zwP k j z k w j     
0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ); (0) .zx zw zw z wFP k j S B j FP k j A j P P         (29) 

( 1, 1) { ( 1) ( 1)}wzP k j w k z j      
0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ; (0) .wz xz wz w zA k P k j F j B k SP k j F P P        (30) 
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Окончательно представим систему матричных уравнений (18)–(21) в следующем виде: 

)(])()()()([ 3210 kPkKkKkKkKС  

1

1
–[ [ ( ) ( , ) ( )] [ ( ) ( , )]

3

r

xw xw zw i i xw i xw
i

B H C HAP k HAP k h k P k B H CH A P k A P k h k  




         

)],(
~

)([
3

1
)](),(

~
)([

1
khkPAkPACHHBSkPkhkPAHkHAPCHB xi

r

i
xiizxxx  



       

)](
~

),([
3

1
),()(

~
),([

1
hkPAhkkPACHHBShkkPhkPAHhkkHAPCHB xi

r

i
xiizxxx  



  

1

1
[ ( ) ( , ) ( )] [ ( , ) ( )].

3

r

xz xz z i i x i x
i

B H C HAP k HAP k h k P k B H CH A P k k h A P k h   



               (31) 

В силу условия (7) матрицы С  и )(kP  невырождены для всех ,2,1,0k , следовательно, урав-

нение (31) разрешимо относительно блочной матрицы ])()()()([ 3210 kKkKkKkK  и имеет единственное 

решение (8)–(11), которое получается из (31) непосредственным вычислением. 
 

3. Асимптотическое поведение 
 

Теорема 2. Пусть в описании объекта (1), канала измерений (2), критерия (3) и модели отслежи-

ваемого вектора (4) матрицы DCVSQBBAAAA iii ,,,,,,,
~

,
~

,, , 1, ,i r  – постоянные; .0)(,  kqEF z  То-

гда, если выполняется условие (7) теоремы 1, существует установившееся решение уравнений (22)–(26), 

матрицы ,0)(lim 


kPP xkx  0)(lim 11 


kQQ
k

, пара матриц (А, 1Q ) стабилизируема, тогда матрица 

динамики замкнутой системы *
1A BK S    асимптотически устойчива для )(lim *

1
*
1 kKK

k 
 .  

В теореме 2 введены обозначения:  

* * *
1 2 2 3 3( ) ( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ( ) ;k A BK k S k A BK k S k BK k E          

* *
1 2 2( ) ( ) ; ( ) ( ) ;i i i i i ik A B K k S k A B K k S       

*
1 0( , ) ( ) ( , ) ( )xwQ k j i P k j K j B   * *

3 0
1

1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3

r
xz i xw i

i
i P k j K j B k P k j K j B   


     

*
3

1

1
( ) ( , ) ( )

3

r
i xz i

i
k P k j K j B 


   *

2 0( ) ( , ) ( )xwk P k h j K j B    *
2 3( ) ( , ) ( )xzi P k h j K j B     

* * *
2 0 0 0 2

1

1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3

r
i xw i wx wx

i
k P k h j K j B BK k P k j j BK k P k j h j   


          

* *
0

1

1
( ) ( , ) ( )

3

r
i wx i

i
B K k P k j j


   * * *

0 2 3
1

1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3

r
i wx i zx

i
B K k P k j h j BK k P k j j 


      

* * * * *
3 2 3 3 2

1 1

1 1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3 3

r r
zx i zx i i zx i

i i
BK k P k j h j B K k P k j j B K k P k j h j  

 
           

* *
0 0( ) ( , ) ( )wBK k P k j K j B   * * * *

0 3 0 0
1

1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3

r
wz i w i

i
BK k P k j K j B B K k P k j K j B   


   

* * * *
0 3 1 , 1

1

1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3

r
i wz i k j

i
B K k P k j K j B BK k V k j K j B   


     

* * * *
2 , 2 3 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )k h j h zwBK k V k h j h K j B BK k P k j K j B   

        

* * * *
3 3 3 0

1

1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3

r
z i zw i

i
BK k P k j K j B B K k P k j K j B   


    
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* * * *
3 3 1 , 1

1 1

1 1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

3 3

r r
i z i i k j i

i i
B K k P k j K j B B K k V k j K j B   

 
      

* *
2 , 2 ,

1

1
( ) ( , ) ( , )

3

r
i k h j h i k j

i
B K k V k h j h K B Q k j 

 


      .                                   (32) 

Доказательство. Если матрица 0xP , то из леммы 12.2 [21] при условии, что пара матриц (А, 

1Q ) стабилизируема, следует, что матрица   асимптотически устойчива. Применяя теорему 3.6 [21], 

получаем, что если пара матриц (А, 1Q ) стабилизируема, то и пара матриц (  , 1Q ) – также стабили-

зируема. Этим доказывается справедливость теоремы. 
Асимптотическую точность слежения определим, вычислив оценку критерия: 

},)({lim
2zkxJ

k



                                                           (33) 

где  – евклидова норма вектора, z – постоянный отслеживаемый вектор. Построим сначала оценку для 

критерия })({)(
2zkxkJ  . Задавая далее условие, что k  , найдем оценку для критерия (33). При 

этом предположим, что условия теоремы 2 выполняются, а 1s   , 2 2s   , s   , 2 2s    

(здесь s  – спектральная норма матрицы, )(lim *
0

*
0 kKK

k 
 , )(lim *

1
*
1 kKK

k 
 , )(lim *

2
*
2 kKK

k 
 , 

)(lim *
3

*
3 kKK

k 
 ). Введем условие 2 2

1 1   . Отметим, что выполнение этого условия обеспечивает 

асимптотическую устойчивость замкнутой системы с запаздываниями по состоянию. Учитывая (1), (2), (5) 

при коэффициентах передачи *
3

*
2

*
1

*
0 ,,, KKKK , вычислим значение критерия (33) для k+1 такта: 

 *
2 0( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )J k x k k k x k x k k k x k h x k k BK w k                 

3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x k k k z x k k x k x k k k x k h                 

*
0 3 2

1 1
( ) ( ) θ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r r*
i i i i

i i
x k k B K w k x k k B K z x k h k k x k     

 
            

2 2( ) ( ) ( ) ( )x k h k k x k h        
*

2 0 2 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x k h k BK w k x k h k k z x k h k k x                  

2 2 2 2 0
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r *

i i
i

x k h k k x k h x k h k k B K w k    


            

* *
2 3 0 0 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r *
i i

i
x k h k B K z w k K B k x k w k K B k x k h       


           

* * *
0 0 0 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )w k K B BK w w k K B k z k z k k k x k               

*
3 2 3 3 3 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z k k k x k h z k k k z k z k BK w k               

* *
0 0 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r r
i i i i

i i
w k K B k x k w k K B k x k h       

 
          

* * * *
0 0 0 3

1 1 1 1
( ) ( ) ( )

r r r r
i i i i i i i i

i i i i
w k K B B K w k w k K B B K z       

   
           

* *
3 3 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

r r
i i i i

i i
z K B k x k z K B k x k h       

 
          

* * * *
3 0 3 3 3 3

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ),

r r r r
i i i i i i i i

i i i i
z K B B K w k z K B B K z z k k z trQ k         

   
                       (34) 

где  
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*
1

1
( );

r
i i i i

i
A B K S


     *

2 2
1
( );

r
i i i i

i
A B K S


       * *

, 1 1( ) ( ) ( )k kQ k Q k BK V k K B      




r

i
ii BKkVKB

1

*
1

*
1 )(

3

1
.)(

3

1
)(

1

*
1

*
2

*
1

*
2  



 r

i
i BKhkVKBBKhkVBK  

Из (34) в силу неравенства Коши–Буняковского получим оценку 

2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 3( 1) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )J k J k J k k h g r J k              

3 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( , )G R J k J k h k        2 2
2 2 1 2 1 3( ) ( ) ( ) ( )J k h g r J k h         

2 3 1 1 3 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G R J k h g r J k g r J k h            
2 2

1 3 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) trg r G R J k G R J k h G R Q           ,                             (35) 

где 

})({)(
2

1 kxkJ  ;  2 ( , ) M ( ) ( )J k k h x k x k h    ; )(3 kJ };)({ kx  

1 3r z  ; *
3

1

r
i i

i
R B K z


  ; *

0
1

r
i i

i
G B K w


  ; wBKg *

0 ; )1(
~

lim)(
~

lim
~




kQkQQ
kk

. 

Тогда, учитывая, что траектория замкнутой системы описывается уравнением  

*
2 2 0

1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

r
i i

i
x k x k x k h B B K w k


                 

* *
1 2

1 1
( ) ( 1) ( ) ( 1)

r r
i i i i

i i
B B K v k B B K v k h

 
           *

3
1

( ) ( 1)
r

i i
i

B B K z q k


    , 

вычислим рекуррентные соотношения для критериев )(1 kJ , ),(2 hkkJ  , )(3 kJ , которые входят в со-

став (35): 

2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 1 2

1
( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( 1, 1)

k k jk

j
J k J J j j h


              

2 2 2 2
1 2 1 3 1 3

1 1
2 ( ) ( ) ( 1) 2 ( ) ( ) ( 1)

k kk j k j

j j
r g J j R G J j 

 
               

2 2
1 2 2 1 2

1
( ) ( ) ( 1, 1)

k k j

j
J j h j


           

2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 2 2 1 3

1 1
( ) ( ) ( 1) 2 ( ) ( ) ( 1)

k kk j k j

j j
J j h r g J j h 

 
                 

2 2
2 1 3

1
2 ( ) ( ) ( 1)

k k j

i
G R J j h


       

2 2
2 21

22 2
1

( ) 1
(( ) ( ) )

( ) 1

k
g r G R trQ  
   

  
 ,       (36) 

где zBKr *
32  .  

Рекуррентное соотношение для ),(2 hkkJ   примет вид 

2 2 2 2
2 1 2 1 2 2 1 2

1
( , ) ( ) (0, ) ( ) ( ) ( 1, 2 1)

k k jk

j
J k k h J h J j j h


              

2 2 2 2
1 2 1 3 1 3

1 1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

k kk j k j

j j
r g J j G R J j 

 
             



12 

2 2
1 2 2 1 1

1
( ) ( ) ( 1)

k k j

j
J j h


         2 2 2 2

2 2 1 2
1

( ) ( ) ( 1, 2 1)
k k j

j
J j h j h


        

2 2
1 2 1 3

1
( ) ( ) ( 1)

k k j

j
r g J j h


        

2 2 2 2
2 1 3 2 2 1 3

1 1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

k kk j k j

j j
G R J j h r g J j h 

 
               

2 2 2 2
2 2 1 3 1 3

1 1
( ) ( ) ( 2 1) ( ) ( ) ( 1)

k kk j k j

j j
g r J j h R G J j h 

 
               

2 2
2 1 3

1
( ) ( ) ( 2 1)

k k j

j
R G J j h


     

2 2
2 21

2 12 2
1

( ) 1
(( ) ( ) )

( ) 1

k
g r G R trQ  

    
  

 ,     (37) 

где * * T * *
1 1 2 1 2

1

1
( ) ( 1) ( 1)

3

r

i i
i

Q k BK V k h K B B K V k h K B  



      . 

Рекуррентное соотношение для )(3 kJ  имеет вид 

1
3 1 3 2 3 21

1 1

1
( ) (0) ( 1) ( )

1

kk k jk

j
J k J J j h r g



 
        

 
.                            (38) 

Оценку критерия (34) построим, учитывая неравенства (36)–(38). Тогда при k  из (34) получим 

2 2 2 2 2 2
2 1 2 2

2 2
1

[( ) ( ) ][( ) ( )]

1 ( )

G R g r trQJ         
 

  


 

2 2
2 1

1 2 2 2 2
1

( ) ( )
2( )

1 ( )

G R g r trQ   
    

  


 

2 21 2 1 2
2 1

1

( )( ) ( )( )
2( ) ( ) ( )

1

g r G Rg r g r G R trQ       
      


 .                (39) 

Из оценки (39) видно, что при практически естественных ограничениях на класс динамических 
систем метод локально-оптимального слежения при косвенных измерениях с ошибками обеспечивает 
асимптотическое слежение с точностью, определяемой интенсивностью аддитивных возмущений и 
ошибок в канале измерений, динамическими характеристиками замкнутой системы, значениями пара-
метров объекта и коэффициентов передачи следящей системы управления.  

 
4. Результаты моделирования 

 

Пусть объект и локальный критерий описываются следующими матрицами и векторами: 

1 2

0,05 1 0 0 0,1 0,05 0 0 0
; ; ; ; ;

0,025 1 0,03 0 1 0 0 0,005 0
A A B A A         
                      

  

3

0 0,1
;

0 0
A  

  
 

4 5 6 1 2

0 0 0 0 0,03 0 0 0
; ; ; ;

0 0,01 0 0 0 0 0,05 0
A A A A A       

           
       

   

3 4 5 6

0 0,001 0 0 0 0
; ; ;

0 0 0 0,002 0 0
A A A A     

        
     

     

1 2 3 4 5 6

0 0,005 0
; ; ;

0 0 0,025
B B B B B B     
          

     
 

   0,02 0 10
; 0 1 ; 1 0 ; 1; 0,2; 1; ; 1.

0 0,02 10
Q S H C D F z h   
          
   
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В ходе моделирования сравнивалось качество двух систем управления. Первая система управле-
ния моделировалась с оптимальными коэффициентами передачи, вычисленными с учетом интерваль-
ных параметров; вторая – с коэффициентами, которые рассчитывались по номинальным значениям па-
раметров.  

В качестве критерия оценки качества сходимости вектора состояния x(k) к желаемому значению 
z(k) рассчитывается средняя ошибка оценивания:  

,
)()(

1

N

kzkx
e

N

k
i

 
   

где z(k) – желаемое значение вектора состояния. 
В таблице приведены значения критерия качества сходимости для двух алгоритмов (N = 100) для 

5 различных наборов интервальных параметров i : 

– алгоритм 1 – локально оптимальное управление для объекта с интервальными параметрами; 
– алгоритм 2 – управление, вычисленное по номинальным значениям параметров [9]. 

 
Средние ошибки 

 
Алгоритм 

1e  2e  3e  4e  5e  6e  

1 0,384 0,258 1,169 0,819 0,572 0,274 
2 0,449 0,307 1,204 0,830 0,611 0,281 

 

Из таблицы видно, что средняя ошибка отклонения вектора состояния x(k) от отслеживаемого 
вектора z(k) при локально-оптимальном управлении для объекта с интервальными параметрами меньше, 
чем при управлении, построенном по номинальным значениям параметров. 

 
Заключение 

 
Решена задача управления выходом для дискретного объекта с интервальными параметрами  с за-

паздыванием по состоянию. Решение выполнено на основе синтеза локально-оптимальной следящей 
системы управления линейным динамическим объектом при косвенных измерениях с использованием 
вероятностного метода. Исследовано асимптотическое поведение системы. Показано, что оптимальная 
система управления с постоянными коэффициентами передачи обеспечивает более высокую точность 
слежения, чем система управления, синтезированная по номинальным значениям параметров. 
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Mukhina Oksana O., Smagin Valery I. (Tomsk State University, Russian Federation).  
Dynamic locally-optimal control systems for objects with interval parameters and state delay. 
Keywords: local-optimal control, state delay, dynamic control system, output control. 

 
Consider the problem of dynamical locally-optimal control based on the observed output for discrete objects with interval parame-

ters and delay in the state, described by the following difference equation: 

1 1 1
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

r r r
i i i i i i

i i i
x k A A x k A A x k h B B u k q k

  
                  

( ) ( ), ,1 ,2 , ,0; 0,1,2,x h h h k          , 

where nRkx )(  is a state vector, 0h  is a positive integer time delay, mRku )(  is a control input, riBBAAAA iii ,1,,,
~

,
~

,,   

are constant matrices of appropriate dimensions, )(kq  is the Gaussian random sequence of input disturbances, i  is uncertain parame-

ters of interval type ( 1 1)i    . The measurement channel is represented by equation 

),()()( kvkSxky   

where S is the matrix of measurement channel, v(k) is the Gaussian random sequence of measurement errors. 
To solve the problem, we propose an algorithm, which is based on the optimization of the local criteria 

 ( ) M ( ( 1) ( )) ( ( 1) ( )) ( ) ( ) ,I k w k z k C w k z k u k Du k        

where )()( kHxkw   is the controlled output of the system, T 0C C   и T 0D D   are weighting matrices, nRkz )(  is the 

tracking vector, described by equation 
)()()1( kqkFzkz z , 

where )(kqz  is the Gaussian random sequence, F is a matrix. 

The control law of object is determined by the function of measured variables with time memory of the tracked signal and the dy-
namic element )(kw :  

)()()()()()()()()( 3210 kzkKhkykKkykKkwkKku  . 

The formulas for calculating the optimal transfer coefficients )(),(),(),( *
3

*
2

*
1

*
0 kKkKkKkK  are given.  

In this paper, the proposed synthesis algorithms of output control do not use an extension method of the state space. The asymptotic 
properties of the closed-loop system are obtained. For the square criterion 

2
lim M{ ( ) }
k

J x k z


  ,  

which defines the asymptotic accuracy of tracking, it is shown that     
2 2 2 2 2 2

2 1 2 2
2 2
1

[( ) ( ) ][( ) ( )]

1 ( )

G R g r trQJ           
 

  


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2 2
2 1

1 2 2 2 2
1

( ) ( )
2( )

1 ( )

G R g r trQ   
     

   


 

2 21 2 1 2
2 1

1

( )( ) ( )( )
2( ) ( ) ( )

1

g r G Rg r g r G R trQ       
      

 
 . 

So, we see that under natural restrictions on the class of dynamic systems, the method of locally optimal tracking on indirect meas-
urements with errors provides asymptotic tracking with accuracy determined by the intensity of additive disturbances and errors in the 
observations, dynamic characteristics of a closed-loop system, values of the parameters of the object, and the transmission coefficients 
of the tracking control system. 

The comparison of the simulation results of the two control systems is given with: 
 the optimal transfer coefficients, calculated with using the interval parameters; 
 the transfer coefficients, calculated with using the nominal values of the parameters. 

The criterion of estimation of the quality of convergence of the state vector x(k) to the desired value z(k) shows that the average error 
of the deviation of the state vector x(k) of the tracking vector z(k) in the robust control is less than the control constructed on the nominal 
values of the parameters. 
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