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Для случая эрмитовых сплайнов произвольной нечетной степени исследовано построение системы базисных 
сплайн-мультивейвлетов, реализующих условия ортогональности многочленам той же степени. Рассмотрены 
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Кубические сплайны гладкости C2 завоевали общее признание в среде инженеров-дорожников как 

адекватный способ математического представления пикетного метода трассирования реконструируе-
мых автомобильных дорог [1–4]. Перспективы использования здесь эрмитовых сплайнов состоят в том, 
что они позволяют в явном виде, через значения сплайн-коэффициентов, учесть геометрические огра-
ничения как на контрольные точки (пикеты автомобильной трассы), так и на тангенсы трассы (заданные 
направления касательных при въезде на мостовое сооружение или примыкание) и радиусы закруглений 
(заданные значения кривизны на разгонных и тормозных участках трассы). В работах [5, 6] были по-
строены мультивейвлеты эрмитовых сплайнов пятой и третьей степени, которые ортогональны любым 
многочленам той же степени. В представленной статье получено матричное решение для коэффициен-
тов мультивейвлетов произвольной нечетной степени, ортогональных многочленам той же степени. 
Предложена эффективная его модификация, которая позволяет воспользоваться для численного реше-
ния хорошо разработанным методом матричной прогонки [7. С. 103]. 

 
1. Построение системы базисных сплайн-мультивейвлетов на конечном отрезке 

 
Пусть на отрезке [a, b] задана вложенная последовательность равномерных сеток 

ΔL : xi = a + h · i, i = 0, 1,…, 2L, h = (b – a) / 2L, L ≥ 0. Если базисные функции NL
i,k (x) = φk (v – i), 

k = 0, 1, …, r i, где v = (x – a) / h с центрами в узлах сетки ΔL порождены сжатиями и сдвигами r+1 
функций вида [8. С. 82]: 
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   то, при условии отсечения выступающих за концы от-

резка половинок функций φ0(t), …, φr(t), полученное пространство VL является пространством эрмито-
вых сплайнов степени 2r+1 гладкости Cr. 

Поскольку сетка ΔL–1, L ≥ 1,  получена из ΔL посредством удаления каждого второго узла, то соот-
ветствующее пространство VL–1 с базисными функциями NL–1

i,k с носителями, в два раза большими по 
ширине, и центрами в четных узлах сетки ΔL вложено в VL. Остаток WL–1 от разности пространств VL и 
VL–1 размерности (r+1)·(2L+1–2L–1–1) = (r+1)2L–1 называется пространством мультивейвлетов. Будем ис-
кать базисные мультивейвлеты ML

i,k (x), k = 0, 1, …, r i, как линейные комбинации базисных эрмито-
вых сплайнов на сетке ΔL+1, удовлетворяющие условиям ортогональности многочленам 2r+2-го поряд-
ка, т.е. 
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и имеющие минимальные из возможных носители.  
Теорема. Пусть задан отрезок [0, 2L+1], L ≥ 0, с сеткой ΔL+1 : xi = i, i = 0, 1,…, 2L+1, с единичным ша-

гом h = 1, и разложения базисных мультивейвлетов имеют вид  
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Тогда при условии p = 2 три матрицы R0, R1, R2 размерности (2 2) ( 1)r r    заданы элементами 
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каждый из r+1 столбцов блочной матрицы inner inne 0 2 – 1r 
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j j l r     соответствующего k-го базисного мультивейвлета, полностью лежащего 

внутри отрезка [0, 2L+1], L ≥ 1, а коэффициенты  1 1, ; 0,l l k l k    . При L = 0 элементы матриц R0, R2 

вычисляются в пределах интервала [0, 2], а матрица коэффициентов , 0,2, 0,1, , ,l
j j l r     обозначены 
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При L > 0 для крайних слева базисных мультивейвлетов элементы матрицы R0 вычисляются по 
укороченному слева интервалу 
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Система функций ML
i,k (x), k = 0, 1,…,r, i = 1,2,…,2L, удовлетворяет условиям (1) с носителями не 

более чем из двух шагов сетки ΔL+1 и образует базис в пространстве WL, L ≥ 0. 
Доказательство. а) Пусть L ≥ 1 и носители мультивейвлетов [x2i–1, x2i+p+1], p ≥ 1, полностью рас-

полагаются внутри отрезка [0, 2L+1]. При p ≥ 1 для всех i = 1,2,…,2L–1–[p/2] имеет место разложение (2). 
Подставим его в (1) и вычислим все необходимые интегралы, учитывая при этом, что подынтегральные 
выражения обращаются в нуль вне носителей вейвлетов. Условия ортогональности (1) определяют од-
нородную систему 2r+2 уравнений метода моментов [9. С. 42] относительно коэффициентов мульти-
вейвлета ,M ( ).L

i k x  В силу линейной независимости на интервалах [x2i–1, x2i+p+1] пробных функций 

1
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i l k x
  l = 0,…, r, j = 0,1,…, p, и поверочных функций xm, m = 0,1,…, 2r+1, ранг полученной системы 

равняется min[2r+2, (r+1)(p+1)]. Если предположить, что носитель мультивейвлета равен трем шагам 



63 

сетки ΔL+1, т.е. p = 1, то однородная система становится квадратной и, будучи невырожденной, может 
иметь только тривиальное решение. Поэтому будем далее считать, что носитель мультивейвлета равен 
четырем шагам сетки ΔL+1, т.е. мультивейвлет построен из 3r+3 базисных сплайнов. В этом случае ранг 
матрицы равен 2r+2. Поэтому однородная система 2r+2 уравнений с 3r+3 неизвестными имеет r+1 ли-
нейно независимых частных решений. При этом количество полученных для каждого номера i мульти-
вейвлетов, полностью лежащих внутри отрезка [0, 2L+1], равно (r+1)(2L–2) = (r+1)2L– 2(r+1), что на 
2(r+1) меньше разности между размерностями пространств VL+1 и VL: (r+1)(2L+1+1) –                  
–(r+1)(2L+1) = (r+1)2L.  

Вблизи концов отрезка интервалы интегрирования не выходят за пределы отрезка. Поэтому с уче-
том того, что по краям отрезка от выступающих за концы отрезка функций φ0 (t), …, φr (t) остается по 
половинке, граничные мультивейвлеты отличаются от мультивейвлетов, предложенных выше, при 
условии ортогональности многочленам 2r+1-й степени. Аналогичные рассуждения приводят к двум си-
стемам линейно независимых функций ML

i,k (x), k = 0, 1,…,r, отдельно на левом и на правом концах, до-
полняющих до базиса построенную выше мультивейвлет-систему.  

б) Пусть L = 0. Вычисления снова дают r+1 линейно независимых частных решений, которые об-
разуют базис в пространстве V1 – V0 с размерностью (r+1)·3–(r+1)·2 = (r+1).  

в) Окончательно, в соответствии с правилами линейной алгебры выписываются матричные формулы 
для вычисления коэффициентов эрмитовых мультивейвлетов нечетной степени. Теорема доказана. 

 
2. Построение и обращение блока фильтров 

 
Если упорядочить базисные сплайн-функции в виде единой матрицы-строки 
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наций функций φL: φL–1 = φL PL. Здесь блоки матрицы PL составлены из коэффициентов масштабных со-
отношений (также для единичного шага) [10]: 
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Аналогично запишем базисные мультивейвлет-функции 2r+1-й степени на уровне разрешения 

L в виде матрицы-строки 1,0 1,1 1, 2 ,
, , , , ..., L

L L L L L
r rM M M M     . Тогда для уровня разрешения L–1 

можно выразить функции ψL–1 в виде линейных комбинаций функций φL:  ψL–1 = φL QL, где блоки 
матрицы QL составлены из коэффициентов разложений (2). Соответствующие коэффициенты 

сплайна будем собирать в вектор 
T,0 ,1 , ,0 ,

0 0 0 1 2
, , , , , ..., ,L

L L L L r L L rС С С С С С     и соответствующие муль-

тивейвлет-коэффициенты – в вектор 
T,0 ,1 , ,

1 1 1 2
, , , , ..., .L

L L L L r L rD D D D D     Тогда с использованием 

обозначений для блочных матриц процесс получения CL из CL–1 и DL–1 может быть записан так 
[11. С. 101]: 
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Разрешимость системы (3) относительно CL–1, DL–1 гарантирована линейной независимостью ба-
зисных функций. Для упрощения вычислений матрицу [PL | QL] предлагается сделать блочной трехдиа-
гональной, изменив порядок неизвестных так, чтобы блоки матриц PL и QL перемежались:  
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Здесь O обозначает матрицу r+1-го порядка с нулевыми коэффициентами, тогда как I – единичная 
матрица r+1-го порядка, многоточия обозначают повторяющиеся блоки матрицы KL. При этом с целью 
компенсации единичного шага сетки в уравнениях (3) в качестве исходных CL нужно использовать зна-
чения функции и производных, домноженные на h в соответствующей степени: {f(k)(i·h)·hk, 
k = 0, 1, …, r, i = 0, 1,…, 2L}, всего (r+1)·(2L+1) чисел.  

Процедуру разбиения CL на часть CL–1, соответствующую низшему разрешению, и уточняющие 
коэффициенты DL–1 можно применить рекурсивно и к самой части CL–1. Следовательно, исходные зна-
чения CL можно представить в виде иерархии все более грубых версий c разрешениями C0, C1, …, CL–1 и 
уточняющих деталей D0, D1, …, DL–1. При этом по величине вейвлет-коэффициентов D j, j = 0, 1,…, L–1, 
можно судить об их значимости для результирующей сплайн-аппроксимации. Незначимые убираются с 
целью сжатия информации.  

 
3. Пример сравнения мультивейвлетов степени 7 и 11  

при одном и том же числе базисных функций 12 
 

Для x[0, 1] рассмотрим в качестве примера приближение функции Хартена [12]: 
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Если для случая r = 5 аннулировать все вейвлет-коэффициенты, оставив только сплайн-
коэффициенты C0 = [0,2968; –32,14; 2149; –7,73·104; 1,854·106; –3,122·107; 0,3851; 55,15; 3146; 1,222·105; 
3,31·106; 6,49·107] T, то получится некоторый сглаживающий многочлен 11-й степени, весьма незначи-
тельно отличающийся от МНК-решения (рис. 1), представленного коэффициентами [0,1818; –22,93; 
1694; –6,193·104; 1,485·106; –2,48·107; 0,2333; 42,72; 2514; 9,995·104; 2,74·106; 5,407·107]T. 
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Рис. 1. Сравнение значений сглаживающего многочлена 11-й степени (точки) и МНК-многочлена  
11-й степени (сплошная линия), построенных по значениям функции Хартена (жирная линия) 

 
Для случая r = 3 остаются только сплайн-коэффициенты C1 = [0,359; –16,22; 448,8; –6532; 0,293;    

–1,104; 53,74; 570,8; 0,57; 32,56; 755,3; 1,137·104]T. В результате получается сглаживающий сплайн        
7-й степени с одним узлом посередине отрезка. Отличие от МНК-решения с коэффициентами [0,2312;           
–12,22; 377,1; –5711; 0,3952; –0,2757; 38,69; 229,2; 0,2653; 19,64; 463,6; 7208]T выглядит более значи-
тельным при заметном улучшении подгонки в окрестности излома функции (рис. 2).  

 

 
 

Рис. 2. Сравнение значений сглаживающего сплайна 7-й степени (точки) и МНК-сплайна  
7-й степени (сплошная линия), построенных по значениям функции Хартена (жирная линия) 

 
Заключение 

 
В работе представлена общая схема построения эрмитовых сплайн-вейвлетов, ортогональных 

многочленам. Полученные результаты предоставляют широкие возможности для оптимизации методов 
обработки численной информации, которые допускают и параллельную реализацию [13. С. 139; 14]. 
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are received. Here  1 1 1
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Results of numerical experiments for different degree of a spline at the same number of basic functions in comparison with a classi-
cal method of the least squares (MLS) are presented. The improvement of adjustment on condition of coincidence of a spline knot to a 
break of the approximated function is revealed. It is shown that for lack of spline knots the MLS-solution and the wavelet-decision are 
close to each other. In the presence of spline knot the MLS -solution and the wavelet-decision differ from each other more considerably. 
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