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АППРОКСИМАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА МОНОТОННЫХ
ЦЕПОЧЕК В СЛУЧАЙНОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СЛОЖНЫМ

ПУАССОНОВСКИМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

А.А. Минаков

Рассматривается распределение числа монотонных цепочек в последовательности
независимых равномерно распределённых на множестве {0, . . . , N − 1} случай-
ных величин. С помощью метода Стейна получена оценка расстояния по вариа-
ции между распределением числа монотонных цепочек и сложным пуассоновским
распределением. На основании оценки доказана предельная теорема для числа
монотонных цепочек, где аппроксимирующим распределением является распре-
деление суммы пуассоновского числа независимых случайных величин, имеющих
геометрическое распределение.
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Пусть X = (X1, X2, . . . , Xn) есть отрезок последовательности, состоящий из неза-
висимых случайных величин, каждая из которых имеет равномерное распределение
на множестве {0, . . . , N − 1}.

Определение 1. Монотонной цепочкой длины s (s ∈ N) с началом в t назовём
событие Et = {Xt, . . . , Xt+s−1 : Xt 6 Xt+1 6 . . . 6 Xt+s−1} .

Введём случайную величину ξn (s) =
n−s+1∑
t=1

Ind {Et}, равную числу монотонных це-

почек длины s в последовательности X.
J. Wolfowitz [1] сформулировал условия сходимости распределения числа моно-

тонных серий заданной длины в конечной бесповторной последовательности к рас-
пределению Пуассона и стандартному нормальному распределению. F.N. David и
D.E. Barton [2] сформулировали условия для пуассоновской аппроксимации числа мо-
нотонных серий длины больше заданной в конечной бесповторной последовательности.
Их результаты обобщил B.G. Pittel [3], который сформулировал теорему о сходимо-
сти распределения числа монотонных серий длины больше заданной к распределению
Пуассона. O. Chryssaphinou, S Papastavridis и E. Vaggelatou [4] доказали теорему об ап-
проксимации распределения числа монотонных серий заданной длины в стационарной
цепи Маркова пуассоновским распределением. Н.М. Меженная [5] сформулировала и
доказала многомерную нормальную теорему для числа монотонных серий заданной
длины.

Введём некоторые обозначения. Условимся обозначать d (Φ,Ψ) расстояние по вари-
ации между распределениями Φ и Ψ. Для распределений Φ и Ψ на множестве {0, 1, . . .}
справедлива следующая формула (теорема Шеффе):

d (Φ,Ψ) =
1

2

∞∑
m=0

|Ψ {m} − Φ {m}| .

Распределение случайной величины ζ будем обозначать L (ζ).
Пусть Λ = (λ1, λ2, . . .) —последовательность неотрицательных действительных чи-

сел, причём сходится ряд
∞∑
k=1

λk < ∞. Пусть {θ1, θ2, . . .}—последовательность незави-
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симых случайных величин, причём случайная величина θk имеет распределение Пуас-

сона с параметром λk, k ∈ N. Распределение случайной величины
∞∑
k=1

kθk называется

сложным распределением Пуассона, которое будем обозначать CP (Λ).
На основе метода Стейна и результатов работ [6, 7] получена следующая теорема.
Теорема 1. Пусть (X1, X2, . . . , Xn) — отрезок последовательности, состоящий из

независимых случайных величин, каждая из которых имеет равномерное распределе-
ние на множестве {0, . . . , N − 1} и N > 3, тогда

d
(
L (ξn (s)) , CP

(
λN−1

(
1−N−1

)
, λN−2

(
1−N−1

)
, λN−3

(
1−N−1

)
, . . .

))
6

6 (n− s+ 1) (6s− 5)

(
s+N
s

)2 (
sN−1 + 1

)−2
N−2s.

На основании результата теоремы 1 сформулируем предельную теорему для слу-
чайной величины ξn (s).

Теорема 2. Пусть (X1, X2, . . . , Xn) — отрезок последовательности, состоящий из
независимых случайных величин, каждая из которых имеет равномерное распределе-
ние на множестве {0, . . . , N − 1} и N > 3. Если n, s→∞ так, что

1) s/n→ 0,
2) величина n (s+N)N−1N−s+1 (N !)−1 → λ, где N и λ—константы, такие, что

N > 3 и λ > 0,
то L (ξn (s))→ CP (λN−1 (1−N−1) , λN−2 (1−N−1) , λN−3 (1−N−1) , . . .).

Предельным распределением в теореме 2 является распределение суммы пуассо-
новского (с параметром λ) числа независимых случайных величин, имеющих геомет-
рическое распределение (с параметром 1/N). Так как N фиксировано, а s → ∞,
то число монотонных цепочек длины s, не содержащих все символы из множества
{0, . . . , N − 1}, стремится к нулю. В пределе количества монотонных цепочек длины s
в сериях независимы и имеют геометрическое распределение (с параметром 1/N), а
число таких серий распределено по закону Пуассона (с параметром λ).
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