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Рассматривается задача оптимального управления для параболического
уравнения с интегральным граничным условием и с управлениями в коэф-
фициентах. Исследованы вопросы корректности постановки задачи, доказа-
на дифференцируемость по Фреше функционала цели, найдено выражение
для его градиента и установлено необходимое условие оптимальности.
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Многие физические и биологические процессы описываются нелокальными
краевыми задачами для уравнений параболического типа [1−3]. Нелокальные
краевые задачи для уравнений параболического типа активно изучаются в на-
стоящее время. Среди них особое место занимают задачи с интегральными гра-
ничными условиями [4−7].

Задачи оптимального управления процессами, описываемыми уравнениями
параболического типа с управлениями в коэффициентах и с классическими крае-
выми условиями, изучены в работах [8−14] и др. Однако задачи управления, в ко-
торых процессы описываются уравнениями параболического типа с нелокальны-
ми краевыми условиями и с управлениями в коэффициентах исследованы сущест-
венно слабее.

В данной работе рассматривается задача оптимального управления для урав-
нения параболического типа с интегральным граничным условием и с управле-
ниями в коэффициентах. Исследованы вопросы корректности задачи в слабой то-
пологии пространства управлений. Найдено выражения для градиента функцио-
нала цели и установлено необходимое условие оптимальности управления.

1. Постановка задачи

Пусть требуется минимизировать функционал

2

0

( ) ( , ; ) ( )J u x T y x dxυ = υ −∫
A

(1)

на решениях ( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ  краевой задачи
( ( , ) ) ( , ) ( , ),t x xu k x t u q x t u f x t− + =  { }( , ) ( , ) : 0 , 0Tx t Q x t x t T∈ = < < < ≤A ; (2)

( ,0) ( ),u x x= ϕ  0 x≤ ≤ A ; (3)

(0, ) 0,xu t =  
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),x xk l t u t H x u x t dx g t= +∫
A

A   0 ,t T< ≤ (4)
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соответствующих всем допустимых управлениям ( , ) ( ( , ), ( , ))x t k x t q x tυ = υ =  из
множества

( )
( ) ( ) ( ) }

1
2 2

1 2 3

{ ( , ) ( ( , ), ( , )) ( ) ( ) : 0 , ,
, , , , . . .

T T

x t T

V x t k x t q x t H W Q L Q k x t
k x t k x t q x t n в на Q

= υ = ∈ = × < ν ≤ ≤ μ
≤ μ ≤ μ ≤ μ (5)

Здесь 1 2 3, , , , , , 0l T ν μ μ μ μ >  – заданные числа; 1
2( ), ( ) (0, ),y x x Wϕ ∈ A

1
2( ) (0, )H x W∈
D

A , ( ) 2, ( )Tf x t L Q∈ , ( ) 1
2 (0, )g t W T∈  – известные функции,

( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ − решение краевой задачи (1) – (3), соответствующее управ-

лению ( , )x tυ = υ .
Используемые в работе обозначения функциональных пространств и их норм

соответствуют [15, с. 23−26]. Ниже положительные постоянные, не зависящие от
оцениваемых величин и допустимых управлений, обозначаются через iM
( 1,2,...).i =

Под решением краевой задачи (2) – (4), для каждого фиксированного допусти-
мого управления ( , )x t Vυ ∈ , понимается обобщенное решение из 1,0

2 ( )TV Q , т.е.

функция ( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ  из 1,0
2 ( )TV Q , которая для любой функции

1
2( , ) ( )Tx t W Qη ∈ , ( , ) 0x Tη =  удовлетворяет интегральному тождеству

( )

0 0 0

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ,0) [ ( ) ( , ) ( )] ( , ) .

T T

t x x
Q Q

T

x

u k x t u q x t u dxdt f x t dxdt

x x dx H x u x t dx g t t dt

− η + η + η = η +

+ ϕ η + + η

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫
A A

A (6)

Используя результаты работ [15, с.165−171], [7], можно показать, что при сде-
ланных предположениях, каждое допустимое управления ( , )x t Vυ ∈  определяет

единственное обобщенное решение 1,0
2( , ; ) ( )Tu x t V Qυ ∈  краевой задачи (2) – (4) и

для нее справедлива априорная оценка
1,0

2 22

2 2 2

( ) (0, ) ( )0

1 ( ) (0, ) (0, )

max ( , ; )

( ).
T T

T

xV Q L L Qt T

L Q L L T

u u x t u

M f g
≤ ≤

≡ υ + ≤

≤ + ϕ +
A

A (7)

Более того, обобщенное решение из 1,0
2 ( )TV Q  краевой задачи (2) – (4) принадле-

жит пространству 2,1
2 ( )TW Q и справедлива оценка

2,1 1 1
2 2 22 2( ) ( ) (0, ) (0, )( )

T TW Q L Q W W Tu M f g≤ + ϕ +A . (8)

Оценка (7) показывает, что функционал (1) определен на V  и принимает конеч-
ные значения.

2. Корректность постановки задачи

Следующая теорема показывает, что задача (1) – (5) корректно поставлена в
слабой топологии пространства .H
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Теорема 1. Пусть выполнены условия, принятые в п. 1. Тогда множество опти-
мальных управлений задачи (1) − (5) { }{ }: ( ) inf ( ) :V V J J J V∗ ∗ ∗ ∗= υ ∈ υ = ≡ υ υ∈
непусто, V∗  слабо компактно в H  и любая минимизирующая последовательность

{ }( ( , ), ( , ))n n nk x t q x t Vυ = ⊂  функционала ( )J υ  слабо в H сходится к множеству V∗  .

Доказательство. Покажем, что функционал ( )J υ  слабо непрерывен на V.
Пусть ( ( , ),k x tυ =  ( , ))q x t V⊂  – произвольный фиксированный элемент
и { ( ( , ), ( , ))}n n nk x t q x t Vυ = ⊂  – произвольная последовательность, такая, что

nυ → υ  слабо в H, т.е.

( , ) ( , )nk x t k x t→  слабо в 1
2 ( )TW Q ; (9)

( , ) ( , )nq x t q x t→  слабо в 2 ( )TL Q . (10)

Из компактности вложения 
1

1
2 ( ) ( )T r TW Q L Q→  при любом конечном 1 2r ≥  [16,

с.78] и соотношения (9) следует, что

( , ) ( , )nk x t k x t→  сильно в 
1
( )r TL Q . (11)

Кроме того, в силу однозначной разрешимости задачи (2) – (4) и оценки (8),
каждому n Vυ ∈  соответствует единственное решение 2,1

2( , ) ( , ; ) ( )n n Tu x t u x t W Q= υ ∈
задачи (1) – (3) и справедлива оценка

2,1
2 3( ) , ( 1, 2,...),

Tn W Qu M n≤ = (12)

т.е . последовательность { }nu  равномерно ограничена в 2,1
2 ( )TW Q  .

Известно, что вложение 
2

2,1
2 ( ) ( )T r TW Q L Q→  компактно при любом конечном

2 2r ≥  [17, с. 33, 39]. Кроме того, следы элементов 2,1
2( , ) ( )Tu x t W Q∈ определены

при каждом фиксированном [ ]0,t T∈  как элементы 1
2 (0, )W A  и справедлива оцен-

ка [15, с. 98]
1 2,1
2 24(0, ) ( )

0
sup ( , )

TW W Q
t T

u x t M u
≤ ≤

≤A . (13)

Отсюда и из компактности вложения [ ]1
2 (0, ) 0,W C→A A  [15, с. 84] следует, что

отображение ( , ) ( , )u x t u x T→  пространства 2,1
2 ( )TW Q  в [ ]0,C A  компактно. Тогда

в силу перечисленных фактов, из (12) следует, что из последовательности { }nu

можно извлечь подпоследовательность { }knu , такую, что

( , ) ( , )
knu x t u x t→  слабо в 2,1

2 ( )TW Q  и сильно в 
2
( )r TL Q ; (14)

( , ) ( , )
knu x T u x T→  сильно в [ ]0,C A , (15)

где ( , )u u x t=  – некоторый элемент из 2,1
2 ( )TW Q .

Покажем, что ( , ) ( , ; )u x t u x t= υ , т.е. ( , )u x t  является решением задачи (2) – (4),
соответствующим управлению .Vυ∈  Ясно, что справедливы тождества
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( )

0 0 0
1
2

( , ) ( , )

( , ) ( ) ( ,0) [ ( ) ( , ) ( )] ( , ) ,

( , ) ( ), ( , ) 0 ( 1, 2,...).

k k k k k

T

k

T

n t n n x x n n
Q

l T

n x
Q

T

u k x t u q x t u dxdt

f x t dxdt x x dx H x u x t dx g t t dt

x t W Q x T k

− η + η + η =

= η + ϕ η + + η

∀η = η ∈ η = =

∫∫

∫∫ ∫ ∫ ∫
A

A

(16)
Используя соотношения (11), (14), оценки (12) и неравенство (1.8) из [16,

с. 75], имеем

23 6
( )( ) ( )

( , ) ( , )

( , )[ ] [ ( , ) ( , )]

( , )[ ] 0

k k

T T

k k k

T T

k k k TT T
T

n n x x x x
Q Q

n x x x n n x x
Q Q

n x x x n n x x L QL Q L Q
Q

k x t u dxdt k x t u dxdt

k x t u u dxdt k x t k x t u dxdt

k x t u u dxdt k k u

η − η ≤

≤ − η + − η ≤

≤ − η + − η →

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ . (17)

Кроме того, используя соотношения (10), (14) и оценки (12), получаем

22
1 ( )( )

( , ) ( , )

( , )[ ] [ ( , ) ( , )]

[ ( , ) ( , )] 0

k k

T T

k k k

T T

k kTT
T

n n
Q Q

n n n
Q Q

n nL QL Q
Q

q x t u dxdt q x t u dxdt

q x t u u dxdt q x t q x t u dxdt

q u u q x t q x t u dxdt

η − η ≤

≤ − η + − η ≤

≤ − η + − η →

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ . (18)

Наконец, используя соотношение (14), имеем

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
k

T T

n x x
Q Q

H x u x t l t dxdt H x u x t l t dxdtη → η∫∫ ∫∫ ; (19)

( , )
k

T T

n t t
Q Q

u x t dxdt u dxdtη → η∫∫ ∫∫ . (20)

Тогда переходя к пределу при kn →∞  в тождестве (16) и учитывая соотношения
(17) – (20), получаем, что функция ( , )u x t  удовлетворяет тождеству (6), т.е. явля-

ется решением из 1,0
2 ( )TV Q  задачи (2) – (4), соответствующим управлению Vυ∈ .

Отсюда и из включения 2,1
2( , ) ( )Tu x t W Q∈  следует, что ( , ) ( , ; )u x t u x t= υ .

Используя единственность решения краевой задачи (2) – (4), соответствующим
управлению Vυ∈ , нетрудно показать, что соотношения (14), (15) справедливы с
функцией ( , ) ( , ; )u x t u x t= υ  не только для подпоследовательности { }knu , но и для

всей последовательности { }nu , т.е.

( , ) ( , ; ) ( , ) ( , ; )n nu x t u x t u x t u x t= υ → = υ  слабо в 2,1
2 ( )TW Q  и сильно в 

2
( )r TL Q ; (21)

( , ) ( , ; ) ( , ) ( , ; )n nu x T u x T u x T u x T= υ → = υ  сильно в [ ]0,C A . (22)

Тогда, используя соотношение (22) и равенство (1), получаем, что ( )( ) ( )nJ Jυ → υ
при n →∞ .
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Таким образом, установлено, что функционал ( )J υ  слабо непрерывен на V.
Кроме того, множество V, определяемое равенством (5), выпукло, замкнуто и ог-
раничено в гильбертовом пространстве H  и поэтому слабо компактно в H
[18, c. 51]. Тогда применяя результат из [18, c. 49], устанавливаем, что справедли-
вы все утверждения теоремы 1. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Из теоремы 1 следует, что задача (1) – (5) имеет хотя бы одно
решение. Следующий пример показывает, что решение задачи (1) – (5) может
быть не единственным.

Пример 1. Пусть в задаче (1) – (5) 1,l T= =  1 2 ,ν = π  2 ,μ = π  1 2 1,μ = μ =

3μ = π , ( , ) 3 cos sin ,f x t x t= π π π  ( ) 1,H x ≡  ( ) 2sin ,g t t= π  ( ) 0,xϕ ≡  ( ) 0.y x ≡
Тогда нетрудно проверит, что минимальное значение функционала достигает-

ся на управлениях
(1) (1) (1)
* * *( , ) ( ( , ) 4 , ( , ) ),x t k x t q x tυ = ≡ π ≡ π  и (2) (2) (2)

* * *( , ) ( ( , ) 2 , ( , ) 0)x t k x t q x tυ = ≡ π ≡

и (1) (2)
** *( ) ( ) 0,J J Jυ = υ ≡ =  (1) (2)

* *( , ; ) ( , ; ) cos sin ,u x t u x t x tυ = υ = π π  ( , ) ,Tx t Q∈

т.е. решение (1) – (5) не единственно.
Замечание 2. Из теоремы 1 следует, что задача (1) – (5) корректно поставлена

в слабой топологии пространства H. Однако, вообще говоря, это задача некор-
ректна в метрике пространства H, т.е. могут существовать минимизирующие по-
следовательности функционала ( )J υ , не сходящиеся к множеству *V  по норме
пространства H. Следующий пример показывает, что минимизирующая последо-
вательность функционала ( )J υ  может не иметь предела в пространстве H.

Пример 2. Пусть в задаче (1) – (5) 1,l T= =  1,ν =  2,μ =  1 2 1,μ = μ =
2

3 1,μ = π +  ( , ) exp( )sin ,f x t t t= − π  ( ) 1,H x ≡  ( ) exp( ),g t t= π  ( ) sin ,x xϕ = − π
( ) expsin .y x x= − π

Тогда 2
* * *( ( , ) 1, ( , ) )k x t q x tυ = ≡ ≡ −π  – оптимальное управление и

*( , ; ) exp( )sin ,u x t t xυ = − π  ( , ) ,Tx t Q∈  * *( ) 0.J J= υ =  Рассмотрим последователь-

ность управлений ( ) ( )( , ) ( ( , ) 1,m mx t k x tυ = ≡  
( ) 2( , ) sin )mq x t mx V= −π + π ∈

( 1, 2,...).m =  Тогда ( )mυ → υ  слабо в H , и поэтому из теоремы 1 следует, что
( )

*( ) ( ) 0,mJ J Jυ → υ = =  т.е. последовательность ( ){ }mυ  является минимизирую-
щей для функционала ( )J υ . Однако эта последовательность не имеет предела в
H, так как {sin }mxπ  сильно не сходится в 2 ( )TL Q .

3. Дифференцируемость функционала цели и необходимое условие
оптимальности

Для задачи (1) – (5) введем сопряженную краевую задачу [ 18, с.128]
( ( , ) ) ( , ) ( ) ( , ) 0,t x xk x t q x t H x t′ψ + ψ − ψ − ψ =A  ( , ) Tx t Q∈ ; (23)

( , ) 2[ ( , ; ) ( )],x T u x T y xψ = − υ −  0 x≤ ≤ A ; (24)

(0. ) 0x tψ = , ( , ) 0x tψ =A , 0 t T≤ < . (25)
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Под решением краевой задачи (23) – (25), соответствующим управлению Vυ∈ ,
будем понимать обобщенное решение из 1,0

2 ( )TV Q , т.е. функцию

( , ) ( , ; )x t x tψ = ψ = ψ υ  из 1,0
2 ( )TV Q , удовлетворяющую интегральному тождеству

0 0

0

( ( , ) ( . ) ) [ ( ) ( , ) ] ( , )

2 [ ( , ; ) ( )] ( , )

T

T l

t x x x
Q

l

k x t q x t dxdt H x x t dx t dt

u x T y x x T dx

ψη + ψ η + ψη − η ψ =

= − υ − η

∫∫ ∫ ∫

∫

A

(26)

при любой функции 1
2( , ) ( )Tx t W Qη = η ∈  равной нулю при 0t = .

Используя методики работ [15, с. 165−171], [7], можно показать, что для каж-
дого заданного Vυ∈  краевая задача (23) – (25) имеет единственное обобщенное
решение из 1,0

2 ( )TV Q . Более того, это решение принадлежит пространству
2,1

2 ( )TW Q  и справедлива оценка

2,1 1
22 5( ) (0, )( , ; ) ( )

TW Q WM u x T y xψ ≤ υ − A . (27)

Учитывая здесь неравенство (13) и оценки (8), имеем
2,1 1 1 1

2 2 2 22 6( ) ( ) (0, ) (0, ) (0, )[ ]
T TW Q L Q W W T W lM f g yψ ≤ + ϕ + +A . (28)

Теорема 2. Пусть выполнены условия, принятые в п.1. Тогда функционал (5)
дифференцируем по Фреше на V и его дифференциал в точке Vυ∈  при прираще-
нии ( , )k q H∆υ = ∆ ∆ ∈  определяется равенством

( , ) ( )
T

x x
Q

dJ u k u q dxdtυ ∆υ = ψ ∆ + ψ∆∫∫ . (29)

Доказательство. Пусть , Vυ υ+ ∆υ∈  – произвольные управления и
( , ) ( , ; ) ( , ; )u u x t u x t u x t∆ = ∆ = υ+ ∆υ − υ , ( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ . Из условий (1) – (3)

следует, что u∆  является решением из 2,1
2 ( )TW Q  задачи

(( ) ) ( ) ( )t x x x xu k k u q q u ku qu∆ − + ∆ ∆ + + ∆ ∆ = ∆ −∆ , ( , ) Tx t Q∈ ; (30)

( ,0) 0u x∆ = , 0 x≤ ≤ A ; (31)

(0, ) 0xu t∆ = , 
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ),x x xk t u t H x u x t dx k t k t u t∆ = ∆ − + ∆ ∆∫
A

A A A A A

 0 .t T< ≤ (32)
Можно показать, что для решения задачи (30) – (32) верна оценка [16,

c. 164−169], [7]
1,0

2 22 7( ) ( ) ( )[ ]
T T TxV Q L Q L Qu M ku qu∆ ≤ ∆ + ∆ . (33)

Используя ограниченность вложений 1
2 3( ) ( )T TW Q L Q→  [16, c.78],

2,1
2 ( ) ( )T TW Q L Q∞→  [17, c.33], неравенство (1.8) из [16, c.75] и оценки (9), имеем

1
2 3 6 28( ) ( ) ( ) ( ) ,

T T T Tx xL Q L Q L Q W Qku k u M k∆ ≤ ∆ ≤ ∆
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2 2 29( ) ( ) ( ) ( ) .
T T T TL Q L Q L Q L Qqu q u M q

∞
∆ ≤ ∆ ≤ ∆

Учитывая эти неравенства в (33), получаем оценку
1,0
2 10( )TV Q Hu M∆ ≤ ∆υ . (34)

Приращение функционала (5) имеет вид

2

0 0

( ) ( ) ( ) 2 [ ( , ; ) ( )] ( , ) ( , )J J J u x T y x u x T dx u x T dx∆ υ = υ+ ∆υ − υ = υ − ∆ + ∆∫ ∫
A A

. (35)

С помощью решений краевых задачи (23) – (25) и (30) – (32) преобразуем прира-
щение (35). Для решения краевой задачи (30) – (32) справедливо равенство

0 0

( ) ( ( ) ( , ) ) ( , )

.
T

T T T T

T

t x x x
Q

x x x x
Q Q Q Q

u k u q u dxdt H x u x t dx t dt

k u dxdt u q dxdt ku dxdt u qdxdt

∆ ψ + ∆ ψ + ∆ ψ − ∆ ψ =

= ∆ ∆ ψ − ∆ ∆ ψ − ∆ ψ − ψ∆

∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

A

A

(36)

Если в тождестве (26) положим uη = ∆  и полученное равенство вычтем из (36), то
придем к равенству

0

2 [ ( , ; ) ( )] ( , )

( ) .
T T T

l

x x x x
Q Q Q

u x T y x u x T dx

u k u q dxdt u qdxdt k u dxdt

υ − ∆ =

= ψ ∆ + ψ∆ + ∆ ψ∆ − ∆ ∆ ψ

∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

Учитывая это равенство, (35) запишем в виде

( ) ( ) ,
T

x x
Q

J u k u q dxdt R∆ υ = ψ ∆ + ψ∆ +∫∫ (37)

где 2

0

( , ) .
T T

x x
Q Q

R u x T dx u qdxdt k u dxdt= ∆ + ∆ ψ∆ − ∆ ∆ ψ∫ ∫∫ ∫∫
A

(38)

Покажем, что первое слагаемое в правой части равенства (37), т.е. выражение
(29), при заданном Vυ∈  определяет линейный ограниченный функционал от ∆υ
в H . Линейность функционала (29) по ∆υ  очевидна. Используя ограниченность
вложений 2,1

2 ( ) ( )
TTW Q L Q∞→  [17, c. 33, 39], 1

2 4( ) ( )
TTW Q L Q→

 
[16, c. 78], оценку

(13) для функции ψ , неравенство Коши – Буняковского и оценки (8), (29), полу-
чаем неравенство

4 24 2 2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( )

.
T

T TT T T T

x x
Q

x x L Q L QL Q L Q L Q L Q H

dJ u k u q dxdt

u k u q M
∞

υ ∆υ = ψ ∆ + ψ∆ ≤

≤ ψ ∆ + ψ ∆ ≤ ∆υ

∫∫

Отсюда следует ограниченность функционала (29).
Кроме того, используя ограниченность вложения 2,1

2 ( ) ( )
TTW Q L Q∞→ , нера-

венство (13) для функции u∆  и оценки (28), (34), для остаточного члена R, опре-
деляемого равенством (38), получаем оценку
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2

2,1
2 22

4 2 4

2
(0, )

2
( ) ( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) ( )

( , )

.

T T

T T T T

T T T

x xL l
Q Q

W Q L Q L Q L Q

x xL Q L Q L Q H

R u x T u qdxdt u kdxdt

M u u q

u k M
∞

= ∆ + ∆ ψ∆ − ∆ ψ ∆ ≤

≤ ∆ + ∆ ψ ∆ +

+ ∆ ψ ∆ ≤ ∆υ

∫∫ ∫∫

(39)

Учитывая в (37) эту оценку, заключаем, что функционал (5) дифференцируем
по Фреше на V и его дифференциал определяется выражением (29). Теорема 2 до-
казана.

Теперь получим явную формулу для градиента функционала (5). Поставим
следующую вспомогательную краевую задачу для определения функции

( , ) ( , ; )x t x tω = ω = ω υ  из условий

xx tt x xu−ω −ω +ω = ψ , ( , ) Tx t Q∈ ; (40)

0 0, 0x xx x l x l= =ω = ω = < < ; (41)

0 0, 0 .t tt t T x T= =ω = ω = < <  (42)

Под решением задачи (40) – (42) при заданном Vυ∈  будем понимать функ-
цию ( , ) ( , ; )x t x tω = ω = ω υ  из 1

2 ( ),TW Q  удовлетворяющую интегральному тожде-
ству

[ ]
T T

x x t t x x
Q Q

dxdt u dxdtω η +ω η +ωη = ψ η∫∫ ∫∫ (43)

при любой функции 1
2( , ) ( ).Tx t W Qη = η ∈

Из результатов работы [16, c. 197−202] следует, что краевая задача (40) – (42)
при заданном Vυ∈  однозначно разрешима в 1

2 ( )TW Q .
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда градиент функционала

(5) в произвольной точке Vυ∈  определяется равенством
( ) ( ( , ; ), ( , ; ) ( , ; ))J x t u x t x t′ υ = ω υ υ ψ υ (44)

и отображение ( )J ′υ → υ  непрерывно действует из V в H.
Доказательство. Пусть , Vυ υ+ ∆υ∈ – произвольные управления, где

( , )k q H∆υ = ∆ ∆ ∈  – приращение управления на элементе ( , )k q Vυ = ∈ . Полагая в
тожестве (43) kη = ∆ , получаем равенство

[ ] ,
T T

x x t t x x
Q Q

k k k dxdt u kdxdtω ∆ +ω ∆ +ω∆ = ψ ∆∫∫ ∫∫

учитывая которое в (29), имеем

( , ) ( ), ( ) ,
T

x x t tH
Q

dJ J k k k u q dxdt′υ ∆υ = υ ∆υ = ω ∆ +ω ∆ +ω∆ + ψ∆∫∫

где ( ), HJ ′ υ ∆υ  – скалярное произведение элементов ( ),J H′ υ ∆υ∈  на H . Отсю-
да следует, что градиент функционала (5) определяется равенством (29).

Используя априорные оценки для краевых задач (1) – (3), (23) – (25), (40) – (42)
и рассуждая аналогично выводу оценки (39), можно показать, что справедливо
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неравенство ( ) ( ) .H HJ J M′ ′υ + ∆υ − υ ≤ ∆υ  Отсюда следует непрерывность ото-
бражения ( )J ′υ → υ  из V в H . Теорема 3 доказана .

Необходимое условие оптимальности в задаче (1) – (5) устанавливает
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для оптимальности

управления ( , )k q V∗ ∗ ∗υ = ∈  в задаче (1) – (5) необходимо, чтобы неравенство

[ ( ) ( ) ( ) ( )] 0
T

x x x t t t
Q

k k k k k k u q q dxdt∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ω − +ω − +ω − + ψ − ≥∫∫ (45)

выполняюсь для любого ( , )k q Vυ = ∈ , где ( , ; )u u x t∗ ∗= υ , ( , ; )x t∗ ∗ψ = ψ υ ,
( , ; )x t∗ ∗ω = ω υ  – решения задач (1) – (3); (23) – (25); (40) – (42) соответственно,

при ∗υ = υ .
Доказательство. Множество V, определяемое равенством (4), выпукло в H.

Кроме того, согласно теоремам 2 и 3, функционал (5) непрерывно дифференциру-
ем по Фреше на V. Тогда в силу теоремы 5 из [18, c. 28] на элементе V∗ ∗υ ∈  необ-
ходимо выполнение неравенства ( ), 0HJ ∗′ υ υ− υ ≥  при всех Vυ∈ . Отсюда и из
(44) следует справедливость неравенства (45). Теорема 4 доказана.
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In this paper, an optimal control problem for a parabolic equation with an integral boundary
condition and controls in coefficients is considered. Let it be required to minimize the functional

2

0

( ) ( , ; ) ( )J u x T y x dxυ = υ −∫
A

on the solutions ( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ  of the boundary value problem
( ( , ) ) ( , ) ( , ),t x xu k x t u q x t u f x t− + =  { }( , ) ( , ) : 0 , 0Tx t Q x t x t T∈ = < < < ≤A

( ,0) ( ),u x x= ϕ  0 ,x≤ ≤ A

(0, ) 0,xu t =  
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),x xk l t u t H x u x t dx g t= +∫
A

A  0 ,t T< ≤

corresponding to all allowable controls ( , ) ( ( , ), ( , ))x t k x t q x tυ = υ =  from the set

( )
( ) ( ) ( ) }

1
2 2

1 2 3

{ ( , ) ( ( , ), ( , )) ( ) ( ) : 0 , ,
, , , , a.e. on .

T T

x t T

V x t k x t q x t H W Q L Q k x t
k x t k x t q x t Q

= υ = ∈ = × < ν ≤ ≤ μ
≤ μ ≤ μ ≤ μ

Here, 1 2 3, , , , , , 0l T ν μ μ μ μ >  are given numbers and 1
2( ), ( ) (0, ),y x x Wϕ ∈ A  

1
2( ) (0, )H x W∈
D

A ,

( ) 2, ( )Tf x t L Q∈ , and ( ) 1
2 (0, )g t W T∈  are known functions.

The work deals with problems of correctness in formulating the considered optimal control
problem in the weak topology of the space 1

2 2( ) ( )T TH W Q L Q= × . Examples showing that this
problem is incorrect in the general case in the strong topology of the space H are presented. The
objective functional is proved to be continuously Frechet differentiable and a formula for its gra-
dient is found. A necessary condition of optimality is established in the form of a variational ine-
quality.
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