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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА П.П. КУФАРЕВА
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ О ДВИЖЕНИИ ГРУНТОВЫХ ВОД

ПОД ГИДРОТЕХНИЧЕСКИМИ СООРУЖЕНИЯМИ

Известно, что верхнюю полуплоскость всегда можно отобразить на произ-
вольные прямолинейные многоугольники с помощью интеграла Шварца –
Кристоффеля. Однако вычисление констант, входящих в этот интеграл,
представляло до сих пор слишком большие трудности. Применение метода
П. П. Куфарева для этой цели сильно упрощает расчет, так как процесс оп-
ределения этих констант сводится к интегрированию системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. В статье, в плане подтверждения воз-
можностей метода П. П. Куфарева, рассматривается классическая задача о
течении грунтовой воды под фундаментом плотины с примерами расчета.

Ключевые слова: конформное отображение прямолинейных многоугольни-
ков, прообразы вершин, линии тока и линии постоянного давления.

Метод П. П. Куфарева

Отображение верхней полуплоскости на односвязный прямолинейный N-
угольник с заданным расположением вершин на границе области Z представляет-
ся формулой Щварца – Кристоффеля
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В ней вещественные постоянные ak – прообразы вершин многоугольника, а пока-
затели степени αk связаны с углами при вершинах φk зависимостью φk = π(ak+1).
Трудность практического применения формулы (1) состоит в том, что прообразы
ak заранее неизвестны и их нужно находить по заданным вершинам Zk много-
угольника. Поэтому формула (1) обычно используется только в тех редких случа-
ях, когда интеграл вида (1) получается в явном виде. Но и в этих случаях вычис-
ление прообразов ak, чаще всего, оказывается достаточно сложной задачей. В ме-
тоде П. П. Куфарева проблема прообразов решается совершенно необычным спо-
собом, и при этом сводится к гораздо более легкой задаче – к численному реше-
нию системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Этот метод впервые
был предложен в статье П. П. Куфарева [1]. Он позволяет легко, быстро и с высо-
кой точностью вычислять прообразы вершин по заданным вершинам отображае-
мого многоугольника.

Развитие метода [1] получило в работах [2, 3]. В то же время, уже более пяти-
десяти лет назад нашли применение численные методы конформных отображений
[4, 5]. С развитием вычислительной техники эти методы получили новый импульс
[6–10]. В предыдущей статье авторов [10] приводится теория метода П. П. Куфа-
рева и вопросы его численной реализации с современных позиций. Можно ска-
зать, что этот метод с успехом выдержал различные испытания и находится вне
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конкуренции по сравнению с другими возможными способами численных кон-
формных отображений [11]. Метод П. П. Куфарева предназначен для вычисления
прообразов вершин, и для этого в вычислительной программе достаточно задавать
только последовательность отрезков сторон отображаемого многоугольника.

В настоящей статье, с целью еще одной проверки эффективности метода
П.П. Куфарева, приводится пример численного решения задачи о течении грунто-
вых вод.

Математическая постановка задачи и метод ее решения

Опыт показывает, что движение грунтовой воды в однородном грунте доста-
точно точно следует законам движения идеальной жидкости. Поэтому для реше-
ния двумерных задач целесообразно применять метод конформных отображений.
Математическая теория фильтрационных течений жидкости в пористой среде
описана, например, в книге [11] и более подробно в книгах [12, 13]. В них счита-
ется, что выполняется условие несжимаемости жидкости и имеет место закон
движения (Дарси) – скорость частиц жидкости пропорциональна градиенту дав-
ления P:

χ grad ,     div =0P= − ⋅V V . (2)
Коэффициент пропорциональности χ зависит только от характера грунта и на-

зывается коэффициентом фильтрации. Из уравнений (2) следует, что давление в
грунте удовлетворяет уравнению Лапласа:
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Граничными условиями для определения давления P служат: 1) на участке, где
грунт соприкасается с водой, давление должно быть равно гидростатическому
давлению слоя воды над ним; 2) на участке контакта грунта водонепроницаемой
границей нормальная производная давления равна нулю. Таким образом, должна
решаться задача со смешанными граничными условиями для нахождения поля
давления P (x, y) в грунте.

В интересующей нас задаче можно найти простое решение для давления P (u, v)
внутри области t, которая представляет собой вертикальную полосу и показана на
правой стороне рис. 1:

,   ,    
2 2

t u iv u vπ π
= + − ≤ ≤ − ∞ < < ∞ . (4)

W

–R R

t u iv=  + 

v
u

−π/2 π/2

P P = 1 P P = 2

Рис. 1. Каноническая область t и верхняя полуплоскость W
Fig.1. Canonical domain t and upper half plane W
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Искомое решение, очевидно, является линейной функцией переменной u:

1 2 2 1 2(  , )
2 2 π

P P P P uP u v
+ −

= + ⋅ . (5)

Действительно, оно удовлетворяет уравнению Лапласа по переменным u и v
и принимает заданные значения P1 и P2 на вертикальных сторонах полосы t.
В этом решении линиям движения частиц жидкости соответствуют горизонталь-
ные линии v = const в полосе t, а линиями постоянного давления являются верти-
кальные линии u = const.

Отображение вертикальной полосы (4) на плоскость с разрезом вдоль вещест-
венной оси от точки R до точки –R, проходящим через ∞, осуществляется форму-
лой

( )sin  sin  ch   cos  shW R u iv R u v i R u v= + = + . (6)

Из нее видно, что линиям тока и линиям постоянного давления соответствуют
софокусные эллипсы и гиперболы в плоскости W с фокусами в точках W = ±R.

Если отождествить область W c физической областью Z = x+iy, то формула (6)
дает нам решение простейшей задачи о течении грунтовой воды под плотиной, у
которой водоупорная граница состоит только из одного отрезка прямой линии:
y = 0, – R < x < R. Этот результат можно обобщить на случай, когда границей под-
земного контура плотины является прямолинейный многоугольник произвольно-
го вида.

Если на участке плотины – R < Re(W) < R расположены прообразы вершин ak
некоторого многоугольника, вычисленные предварительно методом П. П. Куфа-
рева, то интеграл Шварца – Кристоффеля (1) запишется в переменных t = u+iv в
виде
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Далее при нахождении линий тока интегрирование в (7) проводится по конту-
ру v = const. Следовательно, решение задачи о построении линий тока грунтовых
вод и линий постоянного давления сводится к вычислению матрицы Z(um, vs) на
дискретном множестве ее аргументов и выводу на экран ее строк или столбцов.
Из сказанного вытекает, что задача о течении грунтовых вод отличается от задач
обтекания многоугольников, которые рассматривались в нашей статье [10], толь-
ко тем, что применяется другая программа для рисования линий постоянного дав-
ления и линий тока. Текст этой программы, написанной в системе MatLab, имеет
следующий вид:

 Risline2 (DD)
alf=DD(1, :); b=DD(2, :); R=(b(end)-b(1))/2; v=linspace(0.001, 1, 20); 
u=linspace(-pi/2,pi/2,3200); [V,U]=ndgrid (v, u);  t=U+1i*V; W=b(1)+R+R*sin(t);
F=1;  for k=1: length(b)  F=

function

F.*(W-b(k)).^alf (k); end; F=F.*W; F=R*F.*cos(t);
vv=-R*cosh(v)'; vv=repmat(vv, 1, length(u)); Z=vv+cumtrapz (u, F, 2); plot(Z',' k'); 
hold on; M=1: length(u); pp= M(rem(M,100)= =0); pp=[M(2), pp ,M(end)];
Q=Z(:,pp); plot (conj(Q),'k');  hold off ; axis([-42, 30, -15, 12]); end

(8)
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Входным параметром программы (8) является матрица DD, вычисленная ме-
тодом П.П. Куфарева [10].

Матрица DD состоит из двух строк, первая из которых содержит показатели αk
степеней интеграла (7), а во второй строке находятся прообразы ak вершин много-
угольника в физической плоскости. Примеры расчета течения грунтовых вод, при
различном профиле водоупорных границ плотины, показаны на рис. 2 и рис. 3.
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Рис. 2. Линии движения грунтовых вод и линии постоянного давления под плотиной
Fig. 2. Lines of subsoil water movement and constant pressure lines under the dam
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Рис. 3. Линии движения грунтовых вод и линии постоянного давления
при другом расположении водоупорных границ

Fig. 3. Lines of subsoil water movement and constant pressure lines
 at another location of waterproof bounds
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Заключение

Определение постоянных в интеграле Кристоффеля – Шварца по методу
П.П. Куфарева имеет надежную теоретическую основу, и свойства этого метода
подтверждаются вычислениями. Примеры расчетов показывают очень высокую
эффективность и точность метода П.П. Куфарева. Число задач, для решения кото-
рых можно успешно применять данный метод, очень велико из разных областей
гидродинамики и электродинамики. Рассмотренные примеры можно считать мо-
дельными и достаточно простыми, но их нельзя решить столь же эффективно ни-
какими другими известными в настоящее время способами. Поэтому метод
П.П. Куфарева имеет не только теоретическое, но и большое практическое зна-
чение.
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Jambaa S., Kasatkina Т.V., Bubenchikov A.M. APPLICATION OF KUFAREV METHOD TO
PROBLEM OF SUBSOIL WATERS MOVEMENT UNDER HYDRAULIC ENGINEERING
CONSTRUCTIONS. Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 47.
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To solve plane filtration problems that are described by the classical Darcy motion law, it is
proposed to apply the method of conformal mappings implemented in the form of Kufarev’s
approach. This approach makes it convenient to find the constants entering into the Schwarz–
Christoffel integral as the result of solving a system of ordinary differential equations. The system
of differential equations for k kb a= − λ  (here ak are the prototypes of the polygon vertices, λ is
the prototype of the cut vertex) is solved with the use of matrix technologies in the MatLab
system. In this case, the solution of the problem of constructing groundwater streamlines and lines
of constant pressure is reduced to computing the matrix on a discrete set of its arguments and
displaying the rows or columns of this matrix. Using the described solution construction
technique, the motion of groundwater under a dam with a specific geometrical shape and depth in
the ground at the existing difference between flood levels before and after the dam is considered.

Keywords: conformal mapping of rectilinear polygons, prototypes of polygon vertices,
streamlines and lines of constant pressure.
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