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УТОЧНЕНИЕ КОЛЛОКАЦИОННОГО МЕТОДА
ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ ОБЛАСТИ

В СЛУЧАЕ ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ НЕСТАЦИОНАРНОЙ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО РОДА

Рассматривается решение двумерных начально-краевых задач для уравнения
∂t u = a2∆2u – pu с постоянными a, p >0 с граничными условиями второго и
третьего рода при нулевом начальном условии с помощью коллокационного
метода граничных элементов. Для того чтобы приближенное решение схо-
дилось к точному с кубической скоростью равномерно в пространственно-
временной области Ω×[0,T], при вычислении потенциала простого слоя в
точке x интегралы на граничных элементах, отстоящих от точки x на рас-
стоянии r, не превышающем, примерно, трети радиуса круга Ляпунова, ап-
проксимируются на основе аналитического интегрирования по некоторой
компоненте расстояния r. Такая аппроксимация практически и теоретически
осуществима для любой аналитически заданной границы ∂Ω класса C5.

Ключевые слова: нестационарная теплопроводность, граничные инте-
гральные уравнения, тепловой потенциал простого слоя, сингулярный гра-
ничный элемент, коллокация, оператор, равномерная сходимость.

В настоящей работе рассматриваются внутренние и внешние начально-
краевые задачи (НКЗ) для уравнения 2

2tu a u pu∂ = ∆ −  с постоянными , 0a p >  в
открытой двумерной пространственной области Ω  с граничными условиями вто-
рого и третьего рода при нулевом начальном условии. Предлагается полностью
обоснованный коллокационный метод граничных элементов (КМГЭ) [1, c. 21],
позволяющий получить равномерно сходящиеся в пространственно-временнóй
области [0, ]TΩ×  приближенные решения указанных НКЗ. Решения ищутся в ви-
де потенциала простого слоя с неизвестной функцией плотности, определяемой из
граничного интегрального уравнения (ГИУ) второго рода. Ранее обоснование
КМГЭ для решения таких НКЗ типа Неймана на основе ГИУ второго рода было
выполнено в работах [2–5]. В работах [2, 4, 5] доказательство сходимости метода
было сделано на границах класса гладкости C∞ , а в работе [3] – на негладких по-
верхностях, удовлетворяющих условию типа Липшица. В работе [4] при решении
ГИУ используется замена переменных, которая позволяет избавиться от сингу-
лярности в правой части ГИУ.
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В настоящей работе осуществляется кусочно-квадратичная интерполяция
(ККИ) временнόй С0-полугруппы ( )τU , через которую выражаются ядра инте-
гральных операторов, с равным шагом hτ  по параметру полугруппы τ . Кроме то-
го, осуществляется ККИ функции плотности, при этом граница ∂Ω  разбивается
на равные по длине дуги s  граничные элементы (ГЭ).

Дальнейшая аппроксимация ГИУ осуществляется в соответствии с работой
[6], где для вычисления интегралов по s  на сингулярном ГЭ, а также на около-
сингулярных ГЭ в некоторой фиксированной по длине дуги области, прилегаю-
щей к сингулярному ГЭ, используется точное интегрирование по переменной �r  –
расстоянию от граничной точки, в которой вычисляется интеграл как функция от
параметра, до текущей точки интегрирования ′∈ ∂Ωx  (сингулярным называется
ГЭ, в котором достигается значение 0�r = ). Такое интегрирование практически
осуществимо для любой аналитически заданной границы ∂Ω . Для дальнейшей
аппроксимации потенциала в точках ∈ Ωx  здесь предлагается схожая методика.
А именно, для вычисления интегралов по s  на ГЭ, отстоящих от точки x  на рас-
стоянии, не превышающем, примерно, трети радиуса круга Ляпунова, использует-
ся точное интегрирование по некоторой компоненте ρ  расстояния r  от точки x

до точки ′∈ ∂Ωx : 2 2r dρ ≡ −  ( d  – расстояние от x  до ∂Ω ), также практически
осуществимое для любой аналитически заданной кривой ∂Ω . При таком интегри-
ровании в качестве весовых функций берутся функции переменной ρ, порожден-
ные фундаментальным решением уравнения теплопроводности, а остальная часть
подынтегральной функции аппроксимируется с помощью квадратичной интерпо-
ляции по ρ . Другие интегралы по s  на ГЭ вычисляются с помощью простых
квадратурных формул Гаусса (ПКФГ) [1, c. 79]. Интегрирование по τ  проводится
аналогично: множитель pe− τ  аппроксимируется с помощью ККИ, и тогда инте-
гралы вычисляются точно.

Матричные коэффициенты разрешающих НКЗ и ГИУ дискретных операторов
экономно вычисляются в алгебре полиномов, образованных степенями оператора

( )hτU . С помощью разрешающего НКЗ дискретного оператора и значений гра-
ничной функции в точках коллокации nt n hτ=  вычисляются значения прибли-
женного решения НКЗ в точках nt , что позволяет осуществить ККИ приближен-
ного решения НКЗ по времени t .

Доказано, что полученные таким образом приближенные решения НКЗ схо-
дятся к точным с кубической относительно шагов по времени и длине дуги скоро-
стью равномерно в области [0, ]TΩ× . Доказана равномерная в [0, ]TΩ×  устойчи-
вость приближенных решений НКЗ к возмущениям граничных функций. Полу-
ченные результаты справедливы для границы ∂Ω с гладкостью 5C . В работе [5]
также доказана равномерная сходимость приближенных решений, но в предполо-
жении, что интегралы на ГЭ вычислены точно. Вопрос аппроксимации интегра-
лов на ГЭ в литературе считается чисто вычислительным и выносится за рамки
доказательства сходимости. Обычно интегралы по s  в потенциале рекомендуется
вычислять с помощью ПКФГ, так как подынтегральная функция при ∈ Ωx , стро-
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го говоря, гладкая. Но при 0r → +  подынтегральная функция, полученная после
предварительного интегрирования по τ , обладает логарифмической особенно-
стью, поэтому применение ПКФГ при 0r ≈  нарушает равномерную сходимость,
что проявляется в снижении точности вблизи границы ∂Ω .

Приведены результаты вычислительных экспериментов по решению НКЗ в
круговой пространственной области, которые показывают, что применение точ-
ного интегрирования по ρ  позволяет в значительной мере сократить уменьшение
точности численных решений при приближении к границе ∂Ω  по сравнению с
применением исключительно ПКФГ для аппроксимации интегралов по длине ду-
ги на ГЭ при вычислении потенциала.

Предварительные замечания

Пусть +Ω  — двумерная открытая ограниченная односвязная область, и
2 \− +Ω ≡ ΩR  ( ( ),≡ −∞ +∞R ). Кроме того, пусть ∂Ω , граница области +Ω , явля-

ется кривой класса гладкости 2C , если не оговорено особо. Рассмотрим внутрен-
ние и внешние краевые задачи:

2
2 2 2 2a p± ± ±∆ − =u u B u  ( 1 2( , )x x ±≡ ∈ Ωx ), ( ) 2 2 2

± ± ±∂ − η =n x u u w  ( ∈ ∂Ωx ), (1)

где 2 ( )±u x  и 2 ( )±w x  – векторные функции со значениями в гильбертовом про-

странстве 2 2 ( )TL L I≡  ( [0, ]TI T≡ ), заданные на множествах ±Ω  и ∂Ω  соответст-
венно (все пространства функций здесь комплексные); ( )n x  – нормаль к кривой

∂Ω , проходящая через точку x  и направленная внутрь области +Ω ;

1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂  (непрерывность и дифференцируемость векторных функций

предполагается здесь в норме пространства их значений, в данном случае – 2L  );
0p > , 0a >  (коэффициент температуропроводности), 0η ≥  (коэффициент теп-

лообмена) – постоянные; B  – замкнутый оператор в 2L : ( ) ( ) ( )t f t′=B f , задан-
ный на множестве ( )D B  классов функций 2L∈f , эквивалентных абсолютно не-
прерывным на промежутке TI  функциям ( )f t , таким, что (0) 0f = .

Пусть ( )C ′Ω  и ( )kC ′Ω  – пространства непрерывных и k раз непрерывно диф-

ференцируемых на некотором множестве 2′Ω ⊂ R  векторных функций со значе-
ниями в пространстве 2L . В работах [7, 8] доказана однозначная разрешимость

задач (1) в классе 2( ) ( )C C± ±Ω ∩ Ω  при любых 2 ( )C± ∈ ∂Ωw . Решения имеют вид
векторных потенциалов – криволинейных интегралов первого рода:

2 0 2( ) ( )± ±=u x G x v  ( x ±∈ Ω ), (2a)

где функции 2 ( )C± ∈ ∂Ωv  находятся из соответствующих ГИУ:

( )2 2 2( ) ( )± ± ±=G v x w x  ( ∈ ∂Ωx ), 1
2 2 02∓± −≡ + − ηG G G , (2b)

( )( ) ( ) ( , ) ( )i i i ds
∂Ω

′ ′ ′= ≡ ∫G x f G f x K x x f x  ( ( )C∈ ∂Ωf , 0, 2i = ),
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( , )i ′K x x  ( ′≠x x ) – ограниченные операторы в пространстве 2L , определяемые
равенствами:

( , ) ( , , ) ( )
T

p
i i

I

g e d− τ′ ′≡ τ τ τ∫K x x f x x U f  ( 2L∈f , 0, 2i = ),

0 0( , , ) ( , )g a r′ τ ≡ τx x , 2 2 2( , , ) ( , ) ( , )g a r b′ ′τ ≡ τx x x x ,

0 ( , ) ( , )a r a rτ ≡ τ , 2 ( , ) ( , )ra r r a rτ ≡ − ∂ τ , (2 )
1( , ) lnb r−′ ≡ ∂n xx x .

Здесь ( ) ( )1 2 2( , ) 4 exp 4a r r a− ⎡ ⎤τ ≡ πτ − τ⎣ ⎦ , r ′≡ −x x ; дифференцирование ( )∂n x

осуществляется по точке x . Операторы ( )τU  образуют 0C -полугруппу правых
сдвигов, порождаемую оператором B: ( ( ) )( )tτ =U f ( )f t − τ  при tτ ≤ ,

( ( ) )( )tτ =U f 0  при tτ > , 1

0
lim ( ( ) )−

τ→+
= τ − τB f f U f  ( ( )D∈f B ). Заметим, что

( ) 1τ =U  при Tτ < , ( )τ =U O  при Tτ ≥  (O – нулевой оператор). Имеют место
равенства:

( ) ( )n nτ τB U f = U B f  ( ( )nD∈f B , {1, 2, }…n ∈ ≡N ). (3)

Введем в рассмотрение параметрические уравнения кривой ∂Ω : 1 1( )�x x s= ,

2 2 ( )�x x s= . Параметр s по модулю равен длине дуги, откладываемой от некоторой
фиксированной точки и заканчивающейся в точке ( )1 2( ) ( ), ( )� � �s x s x s≡x , причем

0s > , если дуга откладывается по часовой стрелке, и 0s < , если против. Функции
1( )�x s , 2 ( )�x s , периодические с периодом 2 S  (S — половина длины ∂Ω ), осуще-

ствляют взаимно-однозначное отображение множества [ ),SI S S′ ≡ −  на множество

∂Ω . Условимся далее писать kC∂Ω ∈ , если функции ( )�ix s  ( 1, 2i = ) имеют не-

прерывные производные на замкнутом множестве SI ′  до порядка k включительно,

причем ( ) ( )( 0) ( 0)� �l l
i ix S x S− + = −  ( 0,l k= ).

Введем в рассмотрение банаховы пространства ( )kC ∂Ω  ( { }0,1,...k +∈ ≡Z )
функций ( )C∈ ∂Ωf , имеющих непрерывные на множестве ∂Ω  производные

( )lf : ( )( ) ( ) ( )�l l ls d s ds≡f f x  ( Ss I ′∈ , 0,l k= ), с нормами ( )
( ) 0,

maxsup ( )k

S

l
C l k s I

s∂Ω = ′∈
=f f

( 0 ( ) ( )C C∂Ω ≡ ∂Ω ). Обозначим через nH  ( n∈N ) гильбертовы пространства

функций 2L∈f : 2
m L∈B f  ( 1,m n= ), с нормами 

2

1/ 22

0n
n m

H m L=
⎡ ⎤≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑f B f

( 0
2H L≡ ). Определим банаховы пространства ( )k

nC ∂Ω  ( k +∈ Z , n ∈ N )

функций ( )kC∈ ∂Ωf : ( ) nH∈f x  ( ∈ ∂Ωx ) и ( )m kC∈ ∂ΩB f  ( 1,m n= ),

с нормами ( )
( ) 0,

max sup ( )k nn
S

l
C Hl k s I

s∂Ω = ′∈
≡f f  ( 0 ( ) ( )k kC C∂Ω ≡ ∂Ω ). Зададим банаховы

пространства , ( )k
n mC ∂Ω ≡  ( ) ( )k

n n mC C +∂Ω ∩ ∂Ω  ( 0( ) ( )n nC C∂Ω ≡ ∂Ω ) с нормами

, ( ) ( ) ( )k k
n m n n mC C C +∂Ω ∂Ω ∂Ω≡ +f f f  ( , ,k n m +∈ Z ).
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Условимся оператор A, отображающий банахово пространство B в банахово
пространство C, обозначать как A [ B C→ ], а если C B= , то A [ B ]. В силу след-
ствия 3 [9] имеет место утверждение:

Теорема 1. Пусть 2kC +∂Ω ∈ . Тогда операторы 2
±G  [ , ( )k

n mC ∂Ω ] всюду опреде-
лены, ограничены и ограниченно обратимы ( , ,k n m +∈ Z ).

Приближенное решение граничного интегрального уравнения

В настоящем параграфе кратко опишем результаты работы [6], касающиеся
операторов, позволяющих получить приближенное решение ГИУ (2b) на сетке
границы ∂Ω .

Пусть s, s′  – значения параметра, соответствующие точкам , ′∈ ∂Ωx x . Вве-
дем обозначение: s s′σ ≡ − . На множестве Θ ≡ {( , )s s′ : SI ′σ ∈  }Ss I ′∈  зададим

функцию ( , )s s′ρ : �rρ = , если 0σ ≥ ; �rρ = − , если 0σ <  ( ( , ) ( ) ( )� ��r s s s s′ ′≡ −x x ).
Введем в рассмотрение функции ( , )i s s′ψ  ( 0, 2,3i = ), заданные на множестве Θ

при s s′ ≠  равенствами i i
2ψ ≡ ϕ σ  ( 0, 2i = ) и 3 3ψ ≡ ϕ σ , где

[ ] [ ]22
0 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �s s r x s x s x s x s2′ ′ ′ϕ ≡ = − + − ,

[ ] [ ]1
2 ( ) 0 2 1 1 1 2 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �s s x s x s x s x s x s x s−′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − − + −n x ,

[ ] [ ]1
3 0 1 1 1 2 2 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �ss s x s x s x s x s x s x s−

′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − + − ,

а при s s′ =  равенствами

3( , ) ( , ) 1s s s s0ψ = ψ ≡ , [ ]1
2 1 1 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )� � � �s s x s x s x s x s−

2 ′ ′′ ′ ′′ψ ≡ − + .

Кроме того, определим на множестве Θ  функции

( ) 1
3( , ) ss s −

′ 0′δ ≡ ∂ ρ = ψ ψ , 2 2 2 0( , ) ( ( ), ( ))� �s s b s s′ ′δ ≡ = −ψ ψx x .

Теорема 2. Пусть 2nC +∂Ω ∈  ( n +∈ Z ). Тогда существуют непрерывные на

множестве Θ  производные 2
j
s′∂ δ  ( 0,j n= ). Кроме того, для любого 1M >  суще-

ствует число Σ : 0 S< Σ ≤ , такое, что при ( , ) Ss I IΣ′ ′σ ∈ ×  ( [ , ]IΣ′ ≡ −Σ Σ ) функция δ

ограничена: 1 M≤ δ ≤ , и существуют непрерывные производные j
s′∂ δ  ( 0,j n= ).

Следствие 1. Пусть 2nC +∂Ω ∈  ( n +∈ Z ). Тогда функция ( ) ( , )s s sρ σ ≡ ρ + σ  при

любых фиксированных Ss I ′∈  и 1M >  диффеоморфно с гладкостью 1nC +

отображает множество IΣ′  на множество [ ]( ) ( ), ( )s s sIΣ′ρ ≡ ρ −Σ ρ Σ . Функции

( )0 ( , ) , ( )�
ss s sδ ρ ≡ δ + σ ρ , ( ) ( )2 2( , ) , ( ) , ( )�

s ss s s s sδ ρ ≡ δ + σ ρ δ + σ ρ  ( ( )sσ ρ  – функ-

ция, обратная к функции ( )sρ σ ) имеют непрерывные на множестве ( )S sI IΣ′ ′×ρ

производные �j
iρ∂ δ  ( 0,j n= , 0, 2i = ).

Обозначим через ( )m zΛ  и ( )�
m zΛ  ( [ , ]z a b∈ , 0, 2m = ) интерполяционные

многочлены Лагранжа:
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2

0 ( )
( ) j

m
m jj j m

z z
z

z z= ≠

−
Λ ≡

−∏ , j j zz z q h≡ +  ( 0, 2j = );

2

0 ( )
( )

��
� �

j
m

m jj j m

z z
z

z z= ≠

−
Λ ≡

−∏ , �� j j zz z q h≡ +  ( 0, 2j = ).

Здесь 12 ( )zh b a−≡ − , 12 ( )z a b−≡ + ; 0 1q ≡ − , 1 0q ≡ , 2 1q ≡ ; 0 3 2�q ≡ − , 1 0�q ≡ ,

2 3 2�q ≡  [10, с. 92]. Пусть ( )zf  – трижды непрерывно дифференцируемая на
промежутке [ , ]a b  функция со значениями в произвольном банаховом простран-

стве B . Тогда для функций 2
1 0( ) ( ) ( )�

m mmz z z
=

≡ Λ∑f f , 2
2 0( ) ( ) ( )� ��m mmz z z

=
≡ Λ∑f f  и

первых и вторых производных функции 1( )� zf  при [ , ]z a b∈  имеют место оценки:
(3) 3

1
[ , ]

( ) ( ) sup ( )�
zB Bz a b

z z c z hω
∈

− ≤f f f ,  (3) 3
2

[ , ]
sup ( )� � zB Bz a b

c z hω
∈

− ≤f f f ,

 2 3 9cω ≡ , 14�c −
ω ≡ ; (4)

( )1
0,2

( ) max�
m BB m

z c zΛ
=

≤f f , ( )2
0,2

( ) max� � �m BB m
z c zΛ

=
≤f f ,

 3cΛ ≡ , ( )13 7 2 3�c −
Λ ≡ + ; (5)

(1) (1)
1

[ , ]
( ) sup ( )�

BB z a b
z c zΛ

∈
′≤f f , (2) (2)

1
[ , ]

( ) sup ( )�
BB z a b

z c zΛ
∈

′′≤f f ,

 3cΛ′ ≡ , 12c −
Λ′′ = . (6)

Пусть 2N ∈ N , 2�N ∈ N ; n n hττ ≡  ( n +∈ Z ), h T Nτ ≡ ; ��n n hττ ≡  ( n +∈ Z ),
� �h h Nτ τ≡ .
Пусть 2L ∈ N . Введем в рассмотрение пространства LH  векторных сеточ-

ных функций f  со значениями 2l L∈f , заданными в узлах ( )�l ls≡x x  ( l ss lh≡ ,

1,l L L= − − , ( 1)sh S L≡ + ), с нормой 
21

max
L lH LL l L− − ≤ ≤

=f f . Условимся считать,

когда это будет необходимо, что 2 2l L l+ + =x x . Зададим проекционные операторы

LP  [ ( ) LC H∂Ω → ]: ( ) ( )L ll =P f f x  ( 1L ≤P ).

Зададим ограниченные операторы 1
,0

ˆ ˆ ( )N
i i n nn

−
=

≡ τ∑G G U  [ L LH H→ ] ( 0, 2i = ):

2

0

,0 0
ˆ ˆ ( ) ( ) ( )i i e d

τ

τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G A , 
2 2

2

,2 1 1
ˆ ˆ ( ) ( ) ( )

n

n

i n i e d
+τ

+
τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G A  ( 0, 2 1n N= − ),

2 2 2

2 2 2

,2 2 0
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

i n i ie d e d
+

−

τ τ

τ τ

≡ τ τ Λ τ τ + τ τ Λ τ τ∫ ∫G A A  ( 1, 2 1n N= − );

( )
2

2 1
0

( ) exp ( )� �
� �� �m mnN n

m
e p q hτ+ +

=

⎡ ⎤τ ≡ − τ + Λ τ⎣ ⎦∑

( [ ]2 2 2,� �� �� �nN n nN n+ + +τ ∈ τ τ , 0, 2 1��n N= − , 0, 1n N= − ).
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Операторы ˆ ( )i τA  [ L LH H→ ] ( 0τ > ) подобно ,
ˆ

i nG  имеют вид скалярных квад-
ратных матриц порядка 2 2L + :

( ) , ,
1

ˆ ˆ( ) ( )
L

i i k l lk
l L

g
=− −

τ = τ∑A f f  ( 1,k L L= − − , LH∈f ),

, ,2 ,1, ,2 1 ,1, ,2ˆ ( ) ( ) ( )� �
i k l i k l i k lg J J−τ ≡ τ + τ ,

, ,2 1 ,2, ,2 3 ,2, ,2 2 ,0, ,2 1 ,0, ,2ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �
i k l i k l i k l i k l i k lg J J J J− − − −τ ≡ τ + τ + τ + τ  ( 2, 2l L L= − ),

, , , , , , , , ,( ) ( ) ( )� � �
i m k l i m k l i m k lJ J J′ ′′τ ≡ τ + τ  ( 1,l L L= − − ).

В свою очередь, функции , , , ( )�
i m k lJ ′ τ  и , , , ( )�

i m k lJ ′′ τ  ( 0τ > ) определяются равенствами

1( )

, , , , ,
( )

ˆ( ) ( , ) ( )�
k l

k l

s

i m k l i i m k
s

J a d
+′ρ

′ρ

′ τ ≡ ρ τ δ ρ ρ∫   ( 0, 2i = , 0, 2m = , , 1,k l L L= − − ),

2

, , , , , ,
0

ˆ ( ) ( ) ( )
� ��i m k i m k k l m k l m

m
q h′ ′

′=

′δ ρ ≡ δ ρ + Λ ρ∑  ( [ ]1( ), ( )k l k ls s +′ ′ρ ∈ ρ ρ ),

[ ]1
, 12 ( ) ( )k l k l k lh s s−

+′ ′ ′≡ ρ − ρ , [ ]1
, 12 ( ) ( )k l k l k ls s−

+′ ′ρ ≡ ρ + ρ ,

( ), , ( ) ( , ) ( )
� ��

i m k i k m k ks sδ ρ ≡ δ ρ Λ + σ ρ ;

, , , , ,
1

ˆ( ) ( , )��
i m k l l j i m k l l j

j
J h w g s h z

γ

=

′′ ′′ ′′τ ≡ + τ∑ , ( )1
12l l ls s s−

+′′ ′′≡ + , ( )1
12l l lh s s−

+′′ ′′ ′′≡ −

( 0,2i = , 0, 2m = , , 1,k l L L= − − ).
Здесь ( ) ( , )k k ks sρ σ ≡ ρ + σ ; ( )kσ ρ  – функция, обратная к функции ( )kρ σ ;

( )
�

m sΛ  – кусочно-квадратичная функция, определенная на множестве SI ′ :

( ) ( )
�

m ms sΛ = Λ  ( [ ]2 1 2 1,l ls s s− +∈ , 2 , 2l L L= − ); jz  – корни многочлена

[ ]( )( )2( ) ! (2 )! 1P z d dz z
γγ γ

γ ≡ γ γ −  на промежутке [ 1;1]− , ˆ jw  – весовые

коэффициенты ПКФГ с γ  узлами ( 1
ˆ 2jj wγ

=
=∑ , ˆ 0jw > ) [10, с. 255];

, , ( , )�
i m kg σ τ ≡ ( )( , , )

�
�i k k m kg s s s+ σ τ Λ + σ , ( , , ) ( ( ), ( ), )� � �i ig s s g x s x s′ ′τ ≡ τ . Кроме того,

здесь { }min ,l ls s′ ≡ Σ , { }max ,l ls s′′ ≡ Σ , если 0ls ≥ , и { }max ,l ls s′ ≡ −Σ ,
{ }min ,l ls s′′ ≡ −Σ , если 0ls < , при этом число 0Σ >  выбрано в соответствии с

теоремой 2.
Введем в рассмотрение операторы в пространстве LH : 1

2 2 0
ˆ ˆ ˆ2∓± −≡ + − ηG G G ,

1
2,0 2,0

ˆ 2
�

∓± −≡ +G G , 2, 2, 0,
ˆ ˆ�

n n n≡ − ηG G G  ( 0, 1n N= − ). Определено minN ∈ N  [6],

такое, что при { }min min min2 , 1,…N N N∈ ≡ +N  операторы 2,0
ˆ ±G  ограниченно об-

ратимы. Тогда операторы 2
ˆ ±G  также ограниченно обратимы и имеют место

формулы
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( )
11 ( 1)

2 2,
0

ˆ ˆ ( )
N

nn
n

−− ± −±

=
= τ∑G G U ; ( ) 1( 1)

2,02,0
ˆ ˆ −± − ±≡G G ,

 ( 1) ( 1) ( 1)
2, 12, 2, 1 2,0

1

ˆ ˆ ˆ�n

n mn m
m

± − ± − ± −
+ −−

=

⎛ ⎞
≡ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑G G G G  ( 1, 1n N= − ). (7)

Определение. Будем говорить, что ограниченные операторы nA  [ C D→ ]
( n ∈ N ) сходятся при n → ∞  по операторной норме к соответствующим ограни-
ченным операторам nB  [ C D→ ], если 0n n D− →A f B f  при n → ∞  равномер-
но в шаре 1C ≤f .

Доказаны следующие утверждения (см. теорему 6 и следствие 3 [6]):

Теорема 3. Пусть 2C∂Ω ∈ . Тогда операторы ( ) 1
2

ˆ −±G  [ LH ] ( 2L ∈ N ,

min2N ∈ N ) совокупно ограничены.

Теорема 4. Пусть 5 2C C γ∂Ω ∈ ∩  и γ ≥ 2 . Тогда операторы ( ) 1
2

ˆ
L

−±G P

[ 3
0,3 ( ) LC H∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной

норме к соответствующим операторам ( ) 1
2L

−±P G  [ 3
0,3 ( ) LC H∂Ω → ] с порядком

аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Сеточные аппроксимации решений краевых задач

Контур 2C∂Ω ∈  не имеет точек самопересечения, поэтому существует посто-
янная 

( , )
inf 0r s s

c 0′ ∈Θ
≡ ψ > . Справедлива оценка: 1 2

K K rc c c r−′ϑ ≤ σ ≤ , где ϑ  – ост-

рый угол между нормалями, проходящими через точки ( )� sx  и ( )� s′x  ( , Ss s I′ ′∈ );

( , )
sup ( , )K

s s
c K s s

′ ∈Θ
′ ′≡ , 2

2( , ) sK s s ′′ ≡ ∂ ϕ ; sup ( , )
S

K
s I

c K s s
′∈

≡ , ( , )K s s  – кривизна кривой в

точке ( )� sx . Отложим на нормали к кривой ∂Ω  в каждой точке ( )� sx  ( Ss I ′∈ ) от-

резок одной и той же длины [0, ]Dd I D∈ ≡  ( ( )1 2 3r KD c c′≡ ), направив этот отре-

зок внутрь области ±Ω . Величина 3D  может быть взята в качестве радиуса круга
Ляпунова (круг с таким радиусом с центром в точке ( )� sx  обозначим через ( )sΟ ),

поэтому согласно [11, с. 313] концы таких отрезков ( )�d s± ±∈ Ωx образуют замкну-

тую линию 1
d C±∂Ω ∈ , параллельную кривой ∂Ω , т.е. каждая точка ( )�d s±x  может

быть получена указанным образом из единственной точки ( )� sx .
Введем в рассмотрение местную систему декартовых координат ( ),s sξ η  с на-

чалом в точке ( )� sx и осью ординат, направленной по нормали внутрь области
−Ω . Координаты ( ),s sξ η  точек ( )�d s±x  и ( )� s′x  равны соответственно (0, )∓d  и

( )1 1
0 ( ( )) 02 2 �s s

− −− ∂ ϕ , ∂ ϕn x , поэтому 
22 2

0 2( ) ( ) 2� �dr s s d d±′= − = ϕ ± ϕ +x x . Зададим
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на множестве Θ  функцию 4 ( , )s s′ϕ , а на множестве DIϒ ≡ × Θ  – функции

0 ( , , )d s s± ′ϕ  и 3 ( , , )d s s± ′ϕ :

4 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )� � � �s x s x s x s x s′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − + ,

0 0 22d±ϕ ≡ ϕ ± ϕ , 1
3 0 3 42 s d± − ±

′ϕ ≡ ∂ ϕ = ϕ ± ϕ .

Так как кривая ∂Ω  и окружность радиуса Dd I∈  с центром ( )�d s±x  имеют

только одну общую точку ( )� sx  и 2
0 2 cos� �r r d± ±ϕ = − α , где ±α  – угол между лу-

чами ( ) ( )� �s s′x x  и ( ) ( )� �ds s±x x , то 0 0±ϕ >  при ( , , )d s s′ ∈ ϒ , s s′≠ . Следовательно,

на множестве ϒ  можно задать функцию ( , , )d s s± ′ρ : 0
± ±ρ = ϕ , если 0σ ≥ , и

0
± ±ρ = − ϕ , если 0σ < . Введем также в рассмотрение функцию 4 ( , )s s′ψ , задан-

ную на множестве Θ  при s s′ ≠  равенством 4 4ψ ≡ ϕ σ , а при s s′ =  равенством

4 2 1 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �s s x s x s x s x s′ ′′ ′ ′′ψ ≡ − + , а также функции 0 ( , , )d s s± ′ψ , 3 ( , , )d s s± ′ψ ,

( , , )d s s± ′δ : 0 0 22d±ψ ≡ ψ ± ψ , 3 3 4d±ψ ≡ ψ ± ψ , ( ) 1
0 3s

−± ± ± ±
′δ ≡ ∂ ρ = ψ ψ . Так как

0 ( , ) 1s sψ = , 1
2 ( , ) 2 ( , )s s К s s−ψ ≡  и ( )1 3 KD c≤ , то при ( , ) D Sd s I I ′∈ ×  имеем

оценку: 0 ( , , ) 2 3d s s±ψ ≥ . Поэтому 0 0±ψ >  на множестве ϒ .
При фиксированном Ss I ′∈  обозначим через sΕ  связный участок кривой ∂Ω

между двумя параллельными прямыми, находящимися на расстоянии D  от
прямой ( ) ( )� �ds s±x x , причем ( )� ss ∈ Εx . Соответствующие значения σ  обозначим
через sΞ . Левую и правую границу отрезка sΞ  обозначим через s′Σ  и s′′Σ  соот-
ветственно.

Лемма [9]. Пусть I  – замкнутый интервал на вещественной оси. Предполо-
жим, что некоторая вещественная функция ( , )f z ζ  имеет на множестве I I×  не-

прерывные производные ji
z fζ∂ ∂  ( 0,i m= , 0,j m′= ), причем m m′<  и | 0j

zf ζ=ζ∂ =

при z I∈ , 0, 1j q= − , где q m m′= − . Тогда функция ( , )h z ζ , заданная при zζ ≠

равенством ( )( , ) qh z f zζ ≡ ζ − , а при zζ =  – равенством ( , ) | !q
zh z z f qζ=ζ≡ ∂ ,

имеет на множестве I I×  непрерывные производные ji
z hζ∂ ∂  при 0,i m j= − ,

0,j m= .

Теорема 5. Пусть 2nC +∂Ω ∈  ( n +∈ Z ). Тогда на множестве ′ϒ ≡ {( , , )d s s′ :

sσ ∈ Ξ  Ss I ′∈ , }Dd I∈  функция ±δ  положительна, ограничена сверху и сущест-

вуют непрерывные производные j
s

±
′∂ δ  ( 0,j n= ).

Доказательство. Условия леммы выполняются, если 4f = ϕ , m n= , 1q = ,

z s′= , sζ = , 2SI I ′= . Тогда, согласно лемме, существуют непрерывные на мно-

жестве 2 2S SI I′ ′×  производные 4
j
s′∂ ψ  ( 0,j n= ). Аналогично (ср. с теоремами 1 [9]

и 2 [6]) доказывается существование непрерывных на множестве 2 2S SI I′ ′×  произ-
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водных j
is′∂ ψ  ( 0,j n= , 0, 2,3i = ). Следовательно, существуют непрерывные на

множестве ϒ  производные 0
j
s

±
′∂ ψ  и 3

j
s

±
′∂ ψ  ( 0,j n= ). Так как 0 0±ψ >  на множест-

ве ϒ , то существует положительная постоянная 0( , , )
infr d s s

c± ±

′ ∈ϒ
≡ ψ .

Пусть sσ ∈ Ξ , Ss I ′∈ . Справедлива оценка: 1
s

−
′∂ ρ ≥ 2 . Действительно,

допустим обратное: 1
s

−
′∂ ρ < 2 . Имеем равенство: ( , ) ( , )s s s s s′ ′ ′ρ + ∆ − ρ =

( , ) sin ( )s s s o s′ ′ ′= ρ + ∆ α + ∆ , где α  – угол 0( ) ( )� �s s′x x x ; 0x  – точка пересечения
нормалей к ∂Ω , проведенных через точки ( )� sx  и ( )� s′x . Так как 0 ( , ) 1s s′ ′ψ = , то

0
lim ( , ) 1
s

s s s s
′∆ →

′ ′ ′ ′ρ + ∆ ∆ = , и поэтому 1sin 2s
−

′α = ∂ ρ < , т.е. 16α = π − ε  ( 1 0ε > ).

Так как ( )s sΕ ⊂ Ο [11, с. 285], то угол 0( ) ( )� �s s′x x x  – угол между нормалями
( )( )� sn x и ( )( )� s′n x  – равен 23π − ε , где 2 0ε ≥  (см. оценку (7) [11, с. 283]). Сле-

довательно, угол 0( ) ( )� �s s′x x x  равен 1 22π + ε + ε . Тогда существует точка ( )� s′′x
пересечения отрезка ( ) ( )� �s s′x x  с дугой sΕ  (иначе существует прямая, параллель-
ная ( )( )� sn x , пересекающая sΕ  более чем в одной точке), такая, что угол между
нормалями ( )( )� s′n x и ( )( )� s′′n x  не меньше 13π + ε . Это невозможно, так как

( ) ( ) ( ) ( ) 3� � � �s s s s D′ ′′ ′≤ ≤x x x x , следовательно, точка ( )� s′x  находится внутри круга
( )s′′Ο . Получили противоречие, вследствие которого справедлива оценка

12s
−

′∂ ρ ≥  при любых sσ ∈ Ξ , Ss I ′∈ .

В силу равенства 3 s′ϕ = ρ∂ ρ  и неравенства 1 2
rcρ σ ≥  получаем на основании

доказанного оценку: 1 1 2
3 2 rc−ψ ≥  ( sσ ∈ Ξ , Ss I ′∈ ). Кроме того, 4 Kc′ψ ≤  при

( , )s s′ ∈ Θ , и ( )1 2 3r Kd c c′≤ , поэтому на множестве ′ϒ  выполняется неравенство
1 1 2

3 6 rc± −ψ ≥ . Следовательно, функция ±δ  положительна и 1 2
0

( , )
6 supr

s s
c± − ±

′ ∈Θ
δ ≤ ψ

на множестве ′ϒ . Учитывая также, что 0 0rc± ±ψ ≥ > , получаем остальные утвер-

ждения теоремы на основе представлений: 1 1 2
3 0) )j j j

js F± ± + ± −
′ ⎡ ⎤∂ δ = (ψ (ψ⎣ ⎦ , где

функции jF  суть многочлены, образованные степенями производных 0
k
s

±
′∂ ψ , и

3
l
s

±
′∂ ψ  ( , 0,k l j= ). Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈Z ). Тогда функция , ( ) ( , , )d s d s s± ±ρ σ ≡ρ + σ

при любых фиксированных Ss I ′∈ , Dd I∈  диффеоморфно с гладкостью
1nC +  отображает множество sΞ  на множество , ( )d s s

±ρ Ξ . Функция

( ),( , , ) , , ( )�
d sd s d s s± ± ±δ ρ ≡ δ + σ ρ  ( , ( )d s

±σ ρ  – функция, обратная к функции , ( )d s
±ρ σ )

имеет непрерывные на множестве � ′ϒ ≡ {( , , )d s ρ : , ( )d s s
±ρ ∈ρ Ξ , Ss I ′∈ , }Dd I∈

производные �j ±
ρ∂ δ  ( 0,j n= ).
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Операторы 0 ( )G x  [ 2( )C L∂Ω → ] ( ±∈ Ωx ) представим в следующем виде:

0 ( ) ( , ) ( )
T

p
I

e d− τ= τ τ τ∫G x f A x U f  ( ( )C∈ ∂Ωf ). Здесь ( , )τA x  [ 2( )C L∂Ω → ]

( 0τ > ) – ограниченные операторы: ( , ) ( , ) ( )a r ds
∂Ω

′ ′τ ≡ τ∫A x f f x .

Замкнутую область, образованную всеми кривыми d
±∂Ω  ( Dd I∈ ), обозначим

через D
±Ω . Пусть Ss I ′∈ , Dd I∈  и ( )�d s±=x x . Используя местные координаты

( ),s sξ η , равенство cossd ds′ξ = ϑ  ( ϑ  – угол между векторами ( )n x  и ( )′n x ),

оценку (7) [11, с. 283]: 1cos 2−ϑ ≥  ( s′∈ Εx ), и оценку sr ≥ ξ , получаем следую-
щую оценку:

( ) ( )2 2 2 2 1 2exp 4 2 exp 4 4
s

D

s s
D

r a ds a d a
Ε −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′− τ ≤ −ξ τ ξ ≤ π τ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

 ( D
±∈ Ωx , 0τ > ). (8)

Представим операторы ( , )τA x  ( ±∈ Ωx , 0τ > ) в виде суммы:

( , ) ( , ) ( , )′ ′′τ = τ + τA x A x A x ,
где

( , ) ( , ) ( )
s

a r ds
Ε

′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f f x  ( ( )�d Ds± ±= ∈ Ωx x ),

( , ) 0′ τ ≡A x f  ( \ D
± ±∈ Ω Ωx ),

\

( , ) ( , ) ( )
s

a r ds
∂Ω Ε

′′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f f x  ( ( )�d Ds± ±= ∈ Ωx x ),

( , ) ( , ) ( )a r ds
∂Ω

′′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f f x  ( \ D
± ±∈ Ω Ωx ).

Так как нормаль ( ) ( )� �ds s±x x  к кривой ∂Ω  при любом Ss I ′∈  является и норма-

лью к кривой d
±∂Ω  ( Dd I∈  ) [11, с. 312], то r D≥ , если ( ), \ D

± ±′ ∈ Ω Ω × ∂Ωx x .
Действительно, допустим, что при некоторых 1 2, Ss s I ′∈  существуют точки 1( )� sx

и 2( )�D s±x , такие, что 1 2( ) ( )� �Ds s D± <x x . Тогда существует 3 Ss I ′∈ , такое, что либо

1 3( ) ( )� �Ds s±≠x x , прямая 1 3( ) ( )� �Ds s±x x  является нормалью к кривой D
±∂Ω  и

1 3( ) ( )� �Ds s D± <x x , либо 1 3( ) ( )� �Ds s±=x x . В обоих случаях прямая 1 3( ) ( )� �s sx x  явля-

ется нормалью к кривой ∂Ω  в точке 3( )� sx , причем длина отрезка 1 3( ) ( )� �s sx x
меньше 2D , т.е. точка 1( )� sx  лежит внутри круга 3( )sΟ . Следовательно, сущест-
вует прямая, параллельная нормали ( )3( )� sn x  и пересекающая дугу 1 3( ) ( )� �s sx x
кривой ∂Ω  внутри круга 3( )sΟ  более чем в одной точке. Это невозможно, поэто-

му r D≥ , если ( ), \ D
± ±′ ∈ Ω Ω × ∂Ωx x .

Так как любая прямая, параллельная прямой ( ) ( )� �ds s±x x  ( Ss I ′∈ , Dd I∈ ), пере-
секает границу ∂Ω  внутри круга ( )sΟ  не более чем в одной точке, то r D≥ , если
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( )�d Ds± ±= ∈ Ωx x , \ s′∈ ∂Ω Εx . С учетом оценки (8) получаем следующие оценки

норм операторов ( , )′ τA x , ( , )′′ τA x  [ 2( )C L∂Ω → ] при ±∈ Ωx , 0τ > :
1 2( , ) Ac −′ ′τ ≤ τA x , 1 2

Ac a−′ ≡ π ;

 ( ) ( )1 1 2 2

(0, )
( , ) 2 sup exp 4Ac S D a− −

τ∈ ∞
⎡ ⎤′′ ′′τ ≤ ≡ π τ − τ⎣ ⎦A x . (9)

В силу оценок (9) имеем равномерную на множестве ±Ω  ограниченность опера-
торов 0 ( )G x  [ 2( )C L∂Ω → ]:

0 ( ) 2 A AT c T c′ ′′≤ +G x   ( ±∈ Ωx ). (10)

Пусть 2N ∈ N , 2�N ∈ N . Зададим ограниченные операторы 0 ( )�G x

[ 2( )C L∂Ω → ] ( ±∈ Ωx ):

0 ( ) ( , ) ( )� � �
TI

d≡ τ τ τ∫G x f A x U f  ( ( )C∈ ∂Ωf ), ( , ) ( , ) ( )� eτ ≡ τ τA x A x ,

( )
2

2 1
0

( ) ( )�
n m m

m
q h+ τ

=
τ ≡ τ + Λ τ∑U U  ( [ ]2 2 2,n n+τ ∈ τ τ , 0, 2 1n N= − ).

Так как ( ) 1τ ≤U , 1pe− τ ≤  ( 0τ ≥ ), то ( )� cΛτ ≤U , ( ) �e cΛτ ≤ (см. оценки (5)). В
силу оценок (4) имеем оценки

3 3
( ) ( )

( ) ( )�
C C

c hω τ∂Ω ∂Ω
τ − τ ≤U f U f B f   ( 3 ( )C∈ ∂Ωf ),

 ( )3 3 3( ) � �pe e p N c h− τ
ω ττ − ≤  ( Tt I∈ ).      (11)

На основании оценок (9) и (11) при любых 3 ( )C∈ ∂Ωf , ±∈ Ωx  получаем оценки

( ) ( )
2

3 3 3 3
0 0 ( )( )
( ) ( ) 2� ��A A CL C

c T c T c c c p N hω Λ ω τ∂Ω∂Ω
⎡ ⎤′ ′′− ≤ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

G x f G x f B f f ,

из которых вытекает следующее утверждение:
Теорема 6. Пусть 2C∂Ω ∈ . Тогда операторы 0 ( )�G x  [ 3 2( )C L∂Ω → ] ( 2N ∈ N )

сходятся при N → ∞  по операторной норме к соответствующим операторам

0 ( )G x  [ 3 2( )C L∂Ω → ] равномерно по ±∈ Ωx  с порядком аппроксимации ( )3O hτ .

Пусть 2L ∈ N . Введем в рассмотрение операторы 
�
LP  [ ( )LH C→ ∂Ω ]:

( )
2

2 1
0

( ) ( )
�
L l m m

m
s s− +

=
≡ Λ∑P f f  ( LH∈f , [ ]2 1 2 1,l ls s s− +∈ , 2 , 2l L L= − ).

На основании оценки (5) имеем оценку 
�
L cΛ≤P . В силу оценки (4) справедливы

оценки
(3) 3

( ) ( )

�
L L sC C

c hω∂Ω ∂Ω
− ≤P P f f f  ( 3 ( )C∈ ∂Ωf ). (12)

С помощью равенств 0 ( ) ( , ) ( )
� �� �

T
LI

d≡ τ τ τ∫G x f A x U P f  ( LH∈f , ±∈ Ωx ) зададим

ограниченные операторы 0 ( )
�

G x  [ 2LH L→ ]. В силу оценок (9), (12), ( )� cΛτ ≤U  и
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( ) �e cΛτ ≤  имеем оценки

( )
2

(3) 3
0 0 ( )
( ) ( ) 2

� � �L A A sL C
c T c T c c c hΛ Λ ω ∂Ω
′ ′′− ≤ +G x P f G x f f

( 3 ( )C∈ ∂Ωf , ±∈ Ωx ),
позволяющие сделать следующее утверждение:

Теорема 7. Пусть 2C∂Ω ∈ . Тогда операторы 0 ( )
�

LG x P  [ 3
2( )C L∂Ω → ]

( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при L → ∞  по операторной норме к соответствую-

щим операторам 0 ( )�G x  [ 3
2( )C L∂Ω → ] равномерно по N  и ±∈ Ωx  с порядком

аппроксимации ( )3
sO h .

Операторы 0 ( )
�

G x  могут быть представлены в виде конечных сумм:
1

0 0,
0

( ) ( ) ( )
� �N

n n
n

−

=
= τ∑G x G x U , (13)

2

0

0,0 0( ) ( , ) ( ) ( )
� �

e d
τ

τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G x A x ,

2 2

2

0,2 1 1( ) ( , ) ( ) ( )
� �n

n

n e d
+τ

+
τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G x A x  ( 0, 2 1n N= − ),

2 2 2

2 2 2

0,2 2 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
� � �n n

n n

n e d e d
+

−

τ τ

τ τ

≡ τ τ Λ τ τ + τ τ Λ τ τ∫ ∫G x A x A x  ( 1, 2 1n N= − ).

Операторы ( , ) ( , )
� �

Lτ ≡ τA x A x P  [ 2LH L→ ] подобно 0, ( )
�

nG x  имеют вид скалярных
матриц-строк длиной 2 2L + :

1
ˆ( , ) ( , )

� L

l l
l L

g
=− −

τ = τ∑A x f x f  ( LH∈f ); 
2 1

2 1

2 1ˆ ( , ) ( , , )�l

l

s

l
s

g g s ds
+

−

′ ′τ ≡ τ∫x x ,

2 1 2 1

2 3 2 1

2 1 2 0ˆ ( , ) ( , , ) ( , , )� �l l

l l

s s

l
s s

g g s ds g s ds
− +

− −

− ′ ′ ′ ′τ ≡ τ + τ∫ ∫x x x  ( 2, 2l L L= − ),

( )0( , , ) ( , ( ), )
�� �m mg s g s s′ ′ ′τ ≡ τ Λx x x  ( 0, 2m = ).

Все интегралы 1
, ( , ) ( , , )�l

l

s
m l ms

J g s ds+ ′ ′τ ≡ τ∫x x  ( 1,l L L= − − , 0, 2m = ) предста-

вим в виде суммы ,m lJ =  , ,m l m lJ J′ ′′+ . Здесь в случае ( )�d Ds± ±∈ Ωx = x  ( Ss I ′∈ )

, ( , , )m lJ d s′ τ ≡ , 1

,
( ( ), , )� �s l

s l
m dg s s d+α ±

α
+ σ τ σ∫ x , , ( , )m lJ ′′ τ ≡x  , 1

,
( , , )�s l

s l
mg s ds+β

β
′ ′τ∫ x .

При этом ,s lα ≡ { }min ,l ss s ′′− Σ , ,s lβ ≡ { }max ,l ss s ′′+ Σ , если ls s≥ ;

,s lα ≡ { }max ,l ss s ′− Σ , ,s lβ ≡ { }min ,l ss s ′+ Σ , если ls s< . В случае \ D
± ±∈ Ω Ωx

, 0m lJ ′ ≡ , , ,m l m lJ J′′ ≡  ( ,s l lsβ = ).



18 Д.Ю. Иванов

В интегралах ,m lJ ′  ( Dd I∈ , Ss I ′∈ , 0τ > ) на основании следствия 2 сделаем

замену переменной , ( )d s
±σ = σ ρ :

, , 1

, ,

( )
2 2

,
( )

( , , ) ( , ) ( , , )
�d s s l

d s s l

m l mJ d s a d d s d

±
+

±

ρ α
±

ρ α

′ τ = ρ + τ δ ρ ρ∫  ( 0, 2m = , 1,l L L= − − ),

( ),( , , ) ( )
� ��

m m d sd s s± ± ±δ ≡ δ ρ Λ + σ ρ .

Введем в рассмотрение интегралы ,
�
m lJ ′ , аппроксимирующие ,m lJ ′ :

, , 1

, ,

( )
2 2

,
( )

ˆ( , , ) ( , ) ( , , )�
d s s l

d s s l

m l mJ d s a d d s d

±
+

±

ρ α
±

ρ α

′ τ ≡ ρ + τ δ ρ ρ∫  ( 0, 2m = , 1,l L L= − − ),

2

, , , ,
0

ˆ ( , , ) ( )
� ��m m d s l m d s l m

m
d s q h± ± ± ±

′ ′
′=

δ ≡ δ ρ + Λ ρ∑  ( , , , , 1( ), ( )d s s l d s s l
± ±

+⎡ ⎤ρ ∈ ρ α ρ α⎣ ⎦ ),

1
, , , , 1 , ,2 ( ) ( )d s l d s s l d s s lh± − ± ±

+⎡ ⎤≡ ρ α − ρ α⎣ ⎦ , 1
, , , , , , 12 ( ) ( )d s l d s s l d s s l

± − ± ±
+⎡ ⎤ρ ≡ ρ α + ρ α⎣ ⎦ .

Интегралы ,m lJ ′′  ( ±∈ Ωx , 0τ > ) аппроксимируем с помощью ПКФГ с γ  узлами:

, , , ,
1

ˆ( , ) ( , , )��
m l s l j m s l s l j

j
J h w g h z

γ

=

′′ ′′ ′′τ ≡ β + τ∑x x  ( 0, 2m = , 1,l L L= − − ),

( )1
, , , 12s l s l s l

−
+β ≡ β + β , ( )1

, , 1 ,2s l s l s lh −
+′′ ≡ β − β .

В силу следствия 2 и неравенства r D≥ , имеющего место, если
( ), \ D

± ±′ ∈ Ω Ω × ∂Ωx x  или ( )�d Ds± ±= ∈ Ωx x , \ ( )s′∈ ∂Ω Εx , при указанной гладко-
сти кривой ∂Ω  могут быть определены константы:

( ), ,
sup

�

� �j
j

d s
c ±

ρ
′ρ ∈ϒ

′ ≡ ∂ δ  ( 2nC +∂Ω ∈ ), 0
( ) , 0
sup ( , ( ), )

�

� �j
j s

s D
c g s′

′− ≥ τ>
′′ ′≡ ∂ τ

x x
x x  ( 2nC C∂Ω ∈ ∩ )

( 0,j n= , n +∈ Z ).

Учитывая неравенства (4), (6) и 1
, , 2d s l h sh c h± −≤  (

( , , )
suph s

d s s
c ±

′
′ ′∈ϒ

≡ ∂ ρ ), при ус-

ловиях 5C∂Ω ∈ , 2 ( )C∈ ∂Ωf  при любых Dd I∈ , Ss I ′∈ , 0τ >  имеем оценку:

( )

( )

2

, ,2 1

2
, ,2 1

2 2 0

,2 ,2 2 1
2 0 1

( )2
1 3 3 3 2 2

,
( , , ) 2 ( )

8 sup ( ) ( , )
�

�

� ��
d s s l

d s s l

l L

m l l m l l l m
l L m l L

l L

s h d s Ld s l L

J J

h c c s a d d

±
+

±
−

=

′ ′+ + − +
′=− = =−

ρ α=
− ± ±

ω ρ
′ρ ∈ϒ =− ρ α

′ ′− ≤

⎡ ⎤≤ ∂ δ + σ ρ ρ + τ ρ ≤⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑ ∫

f

f

  2
1 2 3

( )ˆ s Cc h−
∂Ω′≤ τ f ,   ( )1 1 2 3 2 2

3 2 0 1 1 0ˆ 16 4 3 6� � � � � ��hc a c c c c c c c c c c c− −
ω Λ Λ Λ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′≡ π + + +⎣ ⎦ , (14a)

где ( )l l=f f x , 
��
L L≡f P P f . Если 2C γ∂Ω ∈ , то при любых ±∈ Ωx , 0τ >  имеем

оценку:
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( ) 2

2

2 2 0
2

,2 ,2 2 1 ( )
2 0 1

ˆ�
l L

m l l m l l l m s C
l L m l L

J J c h
=

γ
′ ′+ + − + ∂Ω

′=− = =−

′′ ′′ ′′− ≤∑ ∑ ∑ f f ,

 
( ) ( )

( )[ ] ( )

4
2 2 2

3

2 ! 1
ˆ

! 2 1

� � �S c c c c c c
c γ Λ γ−1 Λ γ−2 Λ′′ ′′ ′ ′′ ′′γ + 2γ + γ 2γ −⎡ ⎤⎣ ⎦′′ ≡

2γ γ +
(14b)

[10, с. 259]. Операторы 0 ( )
�

G x , 0, ( )
�

nG x  ( 0, 1n N= − ), в которых интегралы

, ( , )m lJ τx  заменены выражениями , ( , , )�
m lJ d s′ τ  и , ( , )�

m lJ ′′ τx , обозначим через

0
ˆ ( )′G x , 0,

ˆ ( )n′G x  и 0
ˆ ( )′′G x , 0,

ˆ ( )n′′G x  соответственно. В силу оценок (5), (14),

1L ≤P  имеем при условии 5 2C C γ∂Ω ∈ ∩  оценки:

( ) 2
2

3 2
0 0 ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2
�

�L L i s i s CL
c c c T h c T h γ

Λ Λ ∂Ω′ ′′− ≤ +G x P f G x P f f  ( 2 ( )C∈ ∂Ωf )

( 0 0 0
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )′ ′′≡ +G x G x G x ),

из которых вытекает следующее утверждение:
Теорема 8. Пусть 5 2C C γ∂Ω ∈ ∩  и γ ≥ 2 . Тогда операторы 0

ˆ ( ) LG x P

[ 2
2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при L → ∞  по операторной норме

к соответствующим операторам 0 ( )
�

LG x P  [ 2
2( )C L∂Ω → ] равномерно по N  и

±∈ Ωx  с порядком аппроксимации ( )3
sO h .

С учетом оценок (5) получаем следующие неравенства:

2

, ,2 1

, , 2 1

2 2 0

,2 2 1
2 0 1

( )2
2 2 1 1 2 1 2

0 0
2 ( )

( , , )

( , ) 2

�

� �� �
d s s l

L L

d s s l

l L

m l l l m
l L m l L

l L

H H
l L

J d s

c c a d d a c c

±
+

±
−

=

′+ − +
′=− = =−

ρ α=
− − −

Λ Λ
=− ρ α

′ τ ≤

′ ′≤ ρ + τ ρ ≤ π τ

∑ ∑ ∑

∑ ∫

f

f f ,

2

2 2 0

,2 2 1 0
2 0 1

( , ) 2 ��
L

l L

m l l l m H
l L m l L

J S c
=

′+ − +
′=− = =−

′′ ′′τ ≤∑ ∑ ∑ x f f

 ( Dd I∈ , Ss I ′∈ , ±∈ Ωx , LH∈f , 0τ > ),
следствием которых являются неравенства

( )
2

1 2
0 0 0

ˆ ( ) 2� �� �
LHL

c c T a c c T S c−
Λ Λ Λ ′ ′′≤ π +G x f f  ( LH∈f ).

Последние неравенства позволяют сделать утверждение:
Следствие 3. Пусть 2C∂Ω ∈ . Тогда операторы 0

ˆ ( )G x  [ 2LH L→ ] ( 2L ∈ N ,

2N ∈ N ) ограничены в совокупности на множестве ±Ω .

При вычислении операторов 0
ˆ ( )′G x  интегрирование по τ  осуществляется

точно, и интегралы выражаются через интегральные показательные функции
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Ei( )nz−  ( ( ) ( )2 2 24 �n nz d a≡ ρ + τ , 1, �n NN= ). Затем вычисляются интегралы по ρ ,

но не все они вычисляются точно. В таких случаях для аналитического интегри-
рования функции Ei( )nz−  заменяются многочленами, образованными первыми
членами разложения этих функций в знакопеременные и быстро сходящиеся ряды
Тейлора, а именно: K  членами со степенями ( )k

nz  ( 1,k K= ) и, кроме того, лога-

рифмическим и постоянным членами. Значения ( ), , , , ,�d s d s l m d s lq h± ± ±σ ρ +

( 1,l L L= − − , 0, 2m = ) могут быть получены как численные решения уравнений

, , , , ,( ) �d s d s l m d s lq h± ± ±ρ σ = ρ + . Производные ( )ix s′  ( 1, 2i = ) вычисляются аналитически,
так как аналитические выражения функций ( )ix s  считаются известными.

На основании теорем 6–8 делаем следующий вывод:
Следствие 4. Пусть 5 2C C γ∂Ω ∈ ∩  и γ ≥ 2 . Тогда операторы 0

ˆ ( ) LG x P

[ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной

норме к соответствующим операторам 0 ( )G x  [ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] равномерно по

±∈ Ωx  с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Введем в рассмотрение операторы ( ) 1
2 0 2( ) ( )

−± ±≡R x G x G  и ( ) 1
2 0 2

ˆ ˆˆ ( ) ( )
−± ±≡R x G x G

( 2L ∈ N , min2N ∈ N ). С учетом оценок (10), теорем 1, 4 и следствий 3, 4 получа-
ем следующее утверждение:

Следствие 5. Пусть 5 2C C γ∂Ω ∈ ∩  и γ ≥ 2 . Тогда операторы 2
ˆ ( ) L

±R x P

[ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной

норме к соответствующим операторам 2 ( )±R x  [ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] равномерно по

±∈ Ωx  с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Введем в рассмотрение банахово пространство ( )TC I  классов функций

2L∈f , эквивалентных непрерывным на отрезке TI  функциям ( )f t , с нормой

sup ( )
T

T
C

t I
f t

∈
≡f . Имеют место вложение 1 ( )TH C I⊂  и оценки:

( ) ( ) 1

1 2
2

0 0

( ) ( ) ( )
t t

Hf t t dt t t dt T
⎡ ⎤

′ ′ ′ ′= ≤ ≤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫B f B f f  ( Tt I∈ , 1H∈f ). (15)

Пусть 2N ∈ N . Введем в рассмотрение банаховы пространства NC  сеточных
функций f  со скалярными комплексными значениями nf , заданными в узлах nτ

( 0,n N= ), с нормой: 
0
max

N nC n N
f

≤ ≤
=f . Зададим операторы NP  [ 1

NH C→ ]:

( ) ( )N nn f= τP f  ( N T≤P  в силу оценок (15)), и ˆ
NP  [ ( )N TC C I→ ]:

( )
2

2
0

ˆ ( ) ( )N n m m
m

t f t+
=

≡ Λ∑P f  ( NC∈f , [ ]2 2 2,n nt +∈ τ τ , 0, 2 1n N= − ).
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В силу неравенств (4), (5) и (15) справедливы оценки:
ˆ
N N c TΛ≤P P , 4

3
( )

ˆ
T

N N HC I
c T hω τ− ≤P P f f f  ( 4H∈f ). (16)

Учитывая оценки (10) и (16), теорему 1, следствие 5, равенства (3) и замкну-
тость оператора B , приходим к окончательному выводу:

Следствие 6. Пусть 5 2C C γ∂Ω ∈ ∩  и γ ≥ 2 . Тогда операторы 2
ˆ ˆ ( )N N L

±P P R x P

[ 3
1,3 ( ) ( )TC C I∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по оператор-

ной норме к соответствующим операторам 2 ( )±R x  [ 3
1,3 ( ) ( )TC C I∂Ω → ] равномер-

но по ±∈ Ωx  с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Следствие 6 позволяет получить приближенные решения задач (1). На основа-
нии теоремы 3, следствия 3, равенств (3), первой оценки (16) и оценки 1L ≤P

можно также сделать вывод об ограниченности операторов 2
ˆ ˆ ( )N N L

±P P R x P

[ 1( ) ( )TC C I∂Ω → ] ( ±∈ Ωx ) в совокупности. Сформулируем заключительное ут-
верждение:

Следствие 7. Пусть 5 2C C γ∂Ω ∈ ∩  и γ ≥ 2 . Тогда, если 3
2 1,3 ( )C± ∈ ∂Ωw , то

функции 2 ( , )�u t± x : 2 2 2
ˆ ˆ( ) ( )� N N L

± ± ±≡u x P P R x P w  ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ), сходятся

при ,L N → ∞  к соответствующим решениям краевых задач (1) 2 ( , )u t± x  равно-

мерно по ( , ) Tt I±∈ Ω ×x  (при почти всех t ) с порядком аппроксимации

( )3 3
sO h hτ + . Кроме того, [ ]

22 ( , ) ( , ) 0�u t u t± δ ±− →x x  равномерно по ( , ) Tt I±∈ Ω ×x

(при почти всех t ) при ,L N → ∞ , 0δ →  ( [ ] [ ]
22 2

ˆ( ) ( )� L N
± δ ± ± δ≡u x R x P P w ,

[ ]
12 ( )C± δ ∈ ∂Ωw : 

1

[ ]
22 ( )C

± δ ±
∂Ω

− ≤ δw w ).

Для вычисления решения 2 ( , )�u t± x  в произвольной точке ( , ) Tt I±∈ Ω ×x  ис-
пользуем равенства:

1

2 2,
0

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
N

n n
n

−
± ±

=
= τ∑R x R x U , ( 1)

2, 0, 2,
0

ˆ ˆˆ ( ) ( )
n

n m n m
m

± −±
−

=
≡ ∑R x G x G ,

0, 0, 0,
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )n n n′ ′′≡ +G x G x G x   ( 0, 1n N= − )

(см. формулы (7) и (13)), при этом операторы 2,
ˆ ( )n

±R x , как и 0,
ˆ ( )nG x , имеют вид

скалярных матриц-строк длиной 2 2L + . Операторы NP  и ( )nτU  коммутируют

на множестве ( )TC I , поэтому функции 2 ( , )�u t± x  сначала могут быть вычислены

в трех узлах 2n j+τ  ( 0,1, 2j = ): 2
2 2 2, 2 20

ˆ( , ) ( ) ( , )�� n j
n j m n j mmu +± ± ±

+ + −=
τ = ⋅ τ∑x R x w

( 2 2
�

L
± ±≡w P w ), а затем в любой точке 2 2 2[ , ]n nt +∈ τ τ  ( 0 2 1n N≤ ≤ − ) с помощью

квадратичной интерполяции.
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Вычислительные эксперименты

Рассмотрим численное решение внутренних задач (1) в случае, когда граница
∂Ω  представляет собой окружность радиуса 1R = . В выбранной таким образом
геометрии имеем следующие значения: 2 (3 )D = π , ( )arcsin 2 (3 )s s′′ ′Σ = −Σ = π

( Ss I ′∈ ). Решения 2�
+u  получаем согласно следствию 7. Кроме того, находим ре-

шения 2
�+u , отличающиеся от решений 2�

+u  только тем, что все интегралы
1

, , , , ,( ) ( , )�l

l

s
i m k l i m ks

J g d+τ ≡ σ τ σ∫  и , ( , )m lJ τx  ( 0, 2i = , 0, 2m = , , 1,k l L L= − − , 0τ > ,

+∈ Ωx ) вычисляются с помощью ПКФГ с γ  узлами. Вычисления проводим при

1T = , 1a = , 2�N = , 2M =  ( 2 3Σ = π ), 10K = , η = 0 , 0p = ,

2 ( , )w t+ ϕ = ( )2216 1 sint t− ϕ  ( ϕ  — полярный угол). «Точные» решения +
iu  нахо-

дим с помощью функций Грина, при этом интегрирование по временно́й пере-
менной на промежутке 7[0; 9 10 ]−⋅  осуществляем численно с помощью ПКФГ с
12  узлами, а все остальные интегралы вычисляем аналитически. Все решения по-
лучаем на окружностях ′∂Ω  с радиусами 1R′ < , концентрических с окружностью
∂Ω , в узлах ( , )l jt′x  и ( , )l jt′′x  ( 1,l L L= − − , jt jhτ≡ , 0,j N= ), где l′x  и l′′x  – точ-

ки, получающиеся из граничных точек ( )�l ls≡x x  и 1 2 ( 2)�l l ss h+ ≡ +x x  соответ-
ственно, в результате сжимающего отображения окружности ∂Ω  на окружность

′∂Ω . Вычисления проводим с обычной точностью.
Пусть 2 2 2��u + + +δ ≡ −u u u , 2 2 2

��u + + +δ ≡ −u u u  ( ⋅  – среднеквадратичная

норма). Через u′δ  и u′′δ  обозначим значения �uδ  или �uδ , вычисленные в узлах
( , )l jt′x  и ( , )l jt′′x  соответственно. В таблице в каждой основной ячейке представ-

лены три значения u′δ  или u′′δ : значение �uδ , значение �uδ  при 4γ =  и значе-
ние �uδ  при 12γ =  в соответствующем порядке сверху вниз.

Практически той же точностью, что и решения 2
�+u , обладают решения 2ˆ+u , от-

личающиеся от решений 2�
+u  только тем, что все интегралы , ( , )m lJ τx  вычисляют-

ся с помощью ПКФГ с γ  узлами. Проведенные эксперименты позволяют утвер-
ждать, что применение исключительно ПКФГ для вычисления интегралов

, ( , )m lJ τx  влечет нарушение равномерной сходимости численных решений в об-

ласти +Ω : при приближении к границе ∂Ω  точность решений 2
�+u  и 2ˆ+u  сущест-

венно уменьшается (в меньшей степени – при приближении к точкам, лежащим
на границе между двумя граничными элементами). В то же время применение
точного интегрирования по компоненте +ρ  межточечного расстояния r  для вы-
числения интегралов , ( , , )m lJ d s′ τ  обеспечивает почти равномерную сходимость в

области +Ω : при приближении к любой точке границы ∂Ω  точность решений 2�
+u

уменьшается менее чем в 10 раз. Близкие результаты были получены при значе-
ниях η = 1  и p 2= π .
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Относительные среднеквадратичные отклонения δu

R′ 1 2 (3 )− π 0.9 0.99 0.999 0.9999 0.99999 0.999999

u′δ

49.19 10−⋅
49.26 10−⋅
49.26 10−⋅

49.68 10−⋅
31.05 10−⋅
49.69 10−⋅

49.77 10−⋅
33.67 10−⋅
49.65 10−⋅

49.72 10−⋅
21.36 10−⋅
31.50 10−⋅

49.79 10−⋅
21.50 10−⋅
32.56 10−⋅

49.39 10−⋅
21.51 10−⋅
32.65 10−⋅

49.31 10−⋅
21.51 10−⋅
32.65 10−⋅

h τ
 =

 1
/1

6,
 h

s =
 π

/7

u′′δ

49.74 10−⋅
31.01 10−⋅
31.01 10−⋅

31.20 10−⋅
32.69 10−⋅
31.21 10−⋅

31.60 10−⋅
24.27 10−⋅
39.17 10−⋅

31.65 10−⋅
25.51 10−⋅
21.93 10−⋅

31.66 10−⋅
25.65 10−⋅
22.06 10−⋅

31.63 10−⋅
25.66 10−⋅
22.07 10−⋅

31.63 10−⋅
25.66 10−⋅
22.07 10−⋅

u′δ

55.76 10−⋅
55.73 10−⋅
56.10 10−⋅

56.72 10−⋅
57.07 10−⋅
56.98 10−⋅

57.64 10−⋅
48.97 10−⋅
58.06 10−⋅

57.70 10−⋅
35.25 10−⋅
56.55 10−⋅

58.33 10−⋅
36.59 10−⋅
47.68 10−⋅

56.54 10−⋅
36.68 10−⋅
48.54 10−⋅

56.60 10−⋅
36.69 10−⋅
48.58 10−⋅

h τ
 =

 1
/3

2,
 h

s =
 π

/1
5

u′′δ

55.76 10−⋅
55.75 10−⋅
56.10 10−⋅

56.88 10−⋅
58.27 10−⋅
57.13 10−⋅

59.42 10−⋅
21.35 10−⋅
31.24 10−⋅

59.91 10−⋅
22.45 10−⋅
37.84 10−⋅

41.05 10−⋅
22.59 10−⋅
39.18 10−⋅

59.02 10−⋅
22.60 10−⋅
39.28 10−⋅

59.04 10−⋅
22.60 10−⋅
39.28 10−⋅

u′δ

66.76 10−⋅
65.87 10−⋅
67.26 10−⋅

68.36 10−⋅
67.02 10−⋅
67.02 10−⋅

51.02 10−⋅
44.28 10−⋅
51.10 10−⋅

51.08 10−⋅
31.85 10−⋅
57.98 10−⋅

51.79 10−⋅
33.10 10−⋅
42.82 10−⋅

53.62 10−⋅
33.19 10−⋅
43.60 10−⋅

54.66 10−⋅
33.19 10−⋅
43.64 10−⋅

h τ
 =

 1
/6

4,
 h

s =
 π

/3
1

u′′δ

66.75 10−⋅
65.87 10−⋅
67.27 10−⋅

68.37 10−⋅
67.02 10−⋅
67.02 10−⋅

51.05 10−⋅
32.97 10−⋅
54.63 10−⋅

51.13 10−⋅
21.11 10−⋅
33.09 10−⋅

51.82 10−⋅
21.24 10−⋅
34.34 10−⋅

53.63 10−⋅
21.25 10−⋅
34.44 10−⋅

54.66 10−⋅
21.25 10−⋅
34.44 10−⋅

Также были проведены вычислительные эксперименты по решению аналогич-
ных задач Дирихле с помощью потенциала простого слоя [12]. При этом в случае
использования аппроксимации , ( , , )�

m lJ d s′ τ  тоже наблюдалась более высокая точ-
ность полученных вблизи границы ∂Ω  численных решений, чем в случае аппрок-
симации интегралов , ( , )m lJ τx  только с помощью ПКФГ (для того, чтобы сравне-
ние было корректным, в обоих случаях для решения соответствующих ГИУ пер-
вого рода использовалась аппроксимация 0, , , ( )�

m k lJ ′ τ ). В заключение отметим, что

точное интегрирование по ±ρ  может быть аналогичным образом использовано
для аппроксимации потенциалов простого слоя стационарных уравнений

2 0u p u∆ − =  ( 0p ≥ ) в двумерной области ±Ω .
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In this paper, we consider initial-boundary value problems (IBVPs) for the equation
∂t u=a2∆2u – p u with constants a, p > 0 in an open two-dimensional spatial domain Ω with
boundary conditions of the second and third kind at a zero initial condition. A fully justified
collocation boundary element method is proposed, which makes it possible to obtain uniformly
convergent in the space-time domain Ω × [0, T] approximate solutions of the abovementioned
IBVPs. The solutions are found in the form of the single-layer potential with unknown density
functions determined from boundary integral equations of the second kind.

To ensure the uniform convergence, integration on arc-length s when calculating the potential
operator is carried out in two ways. If the distance r from the point x ∈ Ω at which the potential is
calculated to the integration point x' ∈ ∂Ω does not exceed approximately one-third of the radius
of the Lyapunov circle RЛ, then we use exact integration with respect to a certain component ρ of
the distance r: ρ ≡ (r2 − d2)½ (d is the distance from the point x ∈ Ω to the boundary ∂Ω). This
exact integration is practically feasible for any analytically defined curve ∂Ω. In this integration,
functions of the variable ρ are taken as the weighting functions and the rest of the integrand is
approximated by quadratic interpolation on ρ. The functions of ρ are generated by the
fundamental solution of the heat equation. The integrals with respect to s for r > RЛ/3 are
calculated using Gaussian quadrature with γ points.

Under the condition ∂Ω ∈ C5∩C2γ (γ ≥ 2), it is proved that the approximate solutions
converge to an exact one with a cubic velocity uniformly in the domain Ω × [0, T]. It is also
proved that the approximate solutions are stable to perturbations of the boundary function
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uniformly in the domain Ω × [0, T]. The results of computational experiments on the solution of
the IBVPs in a circular spatial domain are presented. These results show that the use of the exact
integration with respect to ρ can substantially reduce the decrease in the accuracy of numerical
solutions near the boundary ∂Ω, in comparison with the use of exclusively Gauss quadratures in
calculating the potential.
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