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Рассматриваются марковские ресурсные системы массового обслуживания с потерями. Получены необходи-

мые и достаточные условия мультипликативности стационарного распределения состояния системы и объе-

мов занятых заявками ресурсов. 
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В классических системах массового обслуживания (СМО) приборы и места ожидания играют 

роль ресурсов, необходимых для обслуживания заявок. В ресурсных СМО (РСМО) кроме приборов и 

мест ожидания заявкам могут потребоваться некоторые дополнительные ресурсы. Это может быть не-

который случайный объем ресурса, занимаемый на время ожидания начала обслуживания, либо на 

время обслуживания, либо на все время пребывания заявки в системе. Объемы доступных заявкам ре-

сурсов обычно ограничены, и в РСМО с потерями поступившая заявка теряется, если у системы недо-

статочно свободных ресурсов. Такая модель хорошо подходит для анализа различных технических си-

стем, и к настоящему времени опубликовано большое количество работ, анализирующих РСМО  

(см. обзоры [1, 2]). В подавляющем большинстве опубликованных случаев стационарное распределе-

ние процесса, описывающего состояние системы и объемы занятых заявками ресурсов, обладает свой-

ством мультипликативности. Возникает естественный вопрос выяснения условий, при которых муль-

типликативность стационарного распределения имеет место.  

В настоящей работе рассматривается марковская модель РСМО с потерями, являющаяся част-

ным случаем общей модели [3], и анализируются условия мультипликативности стационарного рас-

пределения описывающего ее случайного процесса. В следующем разделе описывается поведение  

общей РСМО с потерями. В разделе 2 рассматривается марковская модель СМО с неограниченными 

ресурсами, а в разделе 3 ‒ марковская модель СМО с ограниченными ресурсами. В разделе 4 получены 

условия мультипликативности стационарного распределения состояния системы и занятых заявками 

ресурсов. В качестве примера в разделе 5 исследуется стационарное распределение РСМО MAP/M/L/0 

c марковским поступающим потоком и экспоненциально распределенной длительностью обслуживания. 

Жирные строчные буквы обозначают векторы, а жирные прописные буквы – матрицы. Запись 

x y  означает, что
 m mx y  для всех m, и x y  означает, что по крайней мере для одной компоненты 

m выполняется строгое неравенство m mx y . Для вектора, каждая m-я компонента которого является 

минимумом из чисел mx  и ,my  принято обозначение .x y    обозначает множество неотрицатель-

ных действительных чисел. 
 

1. Описание ресурсной СМО 
 

Рассмотрим СМО, которую можно описать некоторым случайным процессом ( )X t  
c
 
простран-

ством состояний X , траектории которого непрерывны справа и имеют пределы слева. Будем считать, 
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что процесс ( )X t  достаточно детально описывает систему и для любого ее состояния i X  всегда 

можно определить число заявок, находящихся в системе, которое обозначим θ( )i . Емкость СМО обо-

значим L, так что число заявок в системе никогда не превосходит L. Предположим также, что система 

открыта, т.е. в нее поступают и из нее уходят заявки, причем поодиночке, а не группами. Обозначим 

1 20 ...a a    моменты поступления заявок и 1 20 ...d d    моменты ухода заявок из системы.  

Пусть система располагает ограниченным объемом неделимых ресурсов M типов. Обозначим 

через ρm  общий объем ресурса типа m , 1 2(ρ ,ρ , ,ρ )Mρ , и через ,1 ,2 ,( , ,..., )n n n n Mr r rr  – вектор объ-

емов ресурсов, необходимых n -й заявке. Все находящиеся в системе заявки перенумерованы. Если 

система примет поступившую в момент na  заявку, то ей будет присвоен некоторый номер n  из ин-

тервала 1 1n k    , где ( ( 0))nk X a    ‒ число заявок в системе. Номера заявок, имевших до этого 

номера , 1,..., ,n n k    будут увеличены на единицу. В момент nd  ухода заявки из системы ее покинет 

заявка с некоторым номером n  из интервала 1 n k   , ( ( 0))nk X d   , и номера заявок, имевших 

до этого номера 1, 2,..., ,n n k     будут уменьшены на единицу. Например, при дисциплине обслу-

живания First In First Out номера поступивших и обслуженных заявок определяются равенствами 

( ( 0)) 1n nX a      и 1n  , а для дисциплины обслуживания Last In First Out имеем 

( ( 0)) 1n nX a      и ( ( 0))n nX d    .  

Информация о ресурсах, занятых в момент t, хранится в виде списка 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kt t t ts s s s
 

длины ( ( ))k X t   из векторов ( ) M
i t s  объемов ресурсов, занимаемых заявкой с номером i . При 

этом будем писать: ( )t  s , если ( ( )) 0X t  . Список занятых ресурсов может изменяться только при 

поступлении и уходе заявок. Пусть перед поступлением некоторой заявки список занятых ресурсов 

имел вид: 1 2( 0) ( , , , )n ka  s x x x . Если k L  и 1 2n k    r x x x r , то заявка принимается, ей 

присваивается некоторый номер n  и в список вставляется вектор ресурсов, выделенных этой заявке: 

1 1( ) ( ,..., , , , , )
n nn n ka  s x x r x x . В противном случае заявка теряется и список занятых ресурсов оста-

ется неизменным. Если перед уходом заявки c номером n  список занятых ресурсов имел вид 

1 2( 0) ( , , , )n kd  s x x x , то после ее ухода из списка удаляется вектор занимаемых ею ресурсов, и он 

становится таким: 1 1 1( ) ( ,..., , , , ).
n nn kd   s x x x x

 
Моменты поступления заявок na

 
и моменты их ухода nd  зависят от различных случайных внеш-

них и внутренних факторов, определяющих динамику изменения состояний СМО. Мы будем считать, 

что описывающий систему процесс является марковским, а моменты поступлений и ухода заявок об-

разуют марковские потоки вызовов [4]. Используемые здесь принципы построения марковских моде-

лей СМО восходят к монографии [5]. Для того чтобы сформулировать условия мультипликативности 

стационарного распределения процесса, описывающего РСМО, мы рассмотрим сначала систему, объ-

емы ресурсов которой неограничены и нехватка которых не может оказать влияния на поведение си-

стемы.  

 
2. Случай неограниченных ресурсов 

 
Рассмотрим систему с неограниченным объемом ресурсов. Предположим, что описывающий си-

стему процесс ( )X t  
является однородным марковским процессом c конечным числом состояний. Разо-

бьем множество его состояний X  на непересекающиеся подмножества { | ( ) }k i i k   X X , 

0,1,..., ,k L  и обозначим kl  число элементов подмножества .kX  Поскольку заявки поступают в си-

стему и уходят из нее поодиночке, возможны переходы процесса ( )X t  
только между состояниями, 

либо принадлежащими какому-то одному подмножеству состояний kX , либо принадлежащими соседним 
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подмножествам. Переход из kX  в 1k X  
происходит в момент поступления заявки, а переход из kX  в 

1k X  – в момент ухода заявки из системы. Это означает, что матрица интенсивностей переходов Q  

процесса ( )X t  является блочной трехдиагональной: 

 

0 0

1 1

1L

L L



 
 
 
 
 
 

C A 0

B C
Q

A

0 B C

. (1)

  
Блоки этой матрицы [ ( , )]k a i jA , ,kiX  1kj X , имеют

 
размер 1k kl l   и образованы интен-

сивностями изменений состояний системы при поступлении заявок, блоки [ ( , )]k b i jB , ,kiX
 

1kj X , размера 1k kl l   образованы интенсивностями изменений состояний системы в моменты 

ухода заявок, внедиагональные элементы блоков [ ( , )]k c i jС , , ,ki j X  размера k kl l  образованы ин-

тенсивностями изменений состояний системы, не связанными с поступлением или уходом заявок,  

а диагональные элементы матриц kС  даются равенствами ( , ) ( ( ) ( ) ( )),c i i a i b i c i     kiX , где

  1
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0, ,
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a i j k L
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kj
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b i
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


 
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X ,   ( ) ( , ).
kj

j i

c i c i j



 
X

 (2) 

Заметим, что интенсивности переходов ( , )a i j  и ( , )b i j  можно выразить через переходные веро-

ятности 

 ( , ) ( ) ( , )a i j a i i j a , ( ) ( ) 1j i    ,       ( , ) ( ) ( , )b i j b i i j  , ( ) ( ) 1j i    , (3) 

где ( , )i ja  – вероятность того, что при поступлении заявки система перейдет из состояния i в состояние 

j, а ( , )i j  – вероятность того, что при уходе заявки система перейдет из состояния i в состояние j. 

Будем считать, что все состояния процесса ( )X t  сообщаются. Тогда матрица Q  неразложима, и 

стационарное распределение 0( ,..., )Lq q q  процесса ( )X t  
является единственным решением системы 

линейных уравнений 

 0 0 1 1 , q C q B 0    1 1 1 1 ,k k k k k k     q A q C q B 0
 
1 1,k L      1 1 ,L L L L   q A q C 0  (4) 

удовлетворяющим нормировочному условию 

 
0

1
L

k k
k

 q u .   (5) 

Здесь ( ( )), ,k kq i i q X  ‒ векторы-строки  стационарных вероятностей процесса ( )X t , а ku  ‒ векторы-

столбцы длины kl  
из единиц.  

Кроме изменений состояний, описанных в этом разделе, состояния РСМО с ограниченными ре-

сурсами могут также изменяться при потере заявки из-за нехватки ресурсов. При этом система остается 

в том же подмножестве состояний kX , в котором она была перед поступлением потерянной заявки.  

В следующем разделе мы рассмотрим такие системы более подробно. 

 

3. Марковская модель ресурсной СМО 

 
Рассмотрим теперь РСМО с ограниченными ресурсами. Обозначим через 

1 1{( ,..., ) | ,..., ,M
k k k  x x x xS  1 ... }k  x x ρ

 
множество списков ресурсов, занятых k заявками, и че-

рез ( ){( , ) | , }ii i   x xY X S  – пространство состояний процесса ( ) ( ( ), ( )).Y t X t t s  
Предположим, что 

векторы запросов ресурсов nr , 1,2,...n   независимы в совокупности и одинаково распределены с 

функцией распределения ( )F x , процесс ( )Y t  является однородным марковским процессом, и рассмот-

рим переходные вероятности этого процесса: 
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0,0( , , ) P{ ( ) , ( ) | (0) , (0) }P t i j X t j t X i      s s ,    0,i j X ; 

0, ( , , , ) P{ ( ) , ( ) | (0) , (0) }nP t i j X t j t X i     w w ss , 0iX , nj X , nw S , 1 ;n L   

,0( , , , ) P{ ( ) , ( ) | (0) , (0) }kP t i j X t j t X i     v s vs ,  kiX , 0j X , kv S , 1 ;k L   

, ( , , , , ) P{ ( ) , ( ) | (0) , (0) }k nP t i j X t j t X i    v w w vs s , kj X , nj X , kv S , nw S , 1 , .k n L   

Процесс Y(t) является скачкообразным марковским процессом [6]. Поскольку переходы процесса 

X(t) возможны только либо внутри какого-то одного подмножества состояний kX , либо между сосед-

ним подмножествами, только следующие интенсивности переходов процесса Y(t) отличны от нуля: 

 0 0,0 ,
0

1
( , ) lim ( ( , , ) )i ji j P i j


    


, 0,i j X ; (6) 

 , ,
0

1
( , , , ) lim ( ( , , , , ) ( ))k k k i ji j P i j H


     


v w v w w v , , ki j X , , kv w S , 1 ;k L   (7) 

 0 0,1
0

1
( , , ) lim ( , , , )i j P i j


  


w w , 0iX , 1j X , 1w S ; (8) 

 , 1
0

1
( , , , ) lim ( , , , , )k k ki j P i j


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
v w v w , kiX , 1kj X , kv S , 1kw S , 1 ;k L   (9) 

 1 1,0
0

1
( , , ) lim ( , , , )i j P i j


  


v v , 1iX , 0j X , 1v S ; (10) 

 , 1
0

1
( , , , ) lim ( , , , , )k k ki j P i j


  


v w v w , kiX , 1kj X , kv S , 1kw S , 1 k L  , (11) 

где , 1,i j   если i j , и , 0,i j   если i j , ( ) 1,H x  если 0 x , и ( ) 0,H x  если 0 x . 

Обозначим через ( , )a i j  интенсивность переходов процесса ( )X t  из i X  в jX , ( ) ( ) 1,j i     

при которых поступившая заявка получает номер  , и через ( , )b i j  – интенсивность переходов из i  

в j , ( ) ( ) 1,j i     
сопровождающихся уходом из системы заявок c номером  . Эти интенсивности 

связаны с интенсивностями поступлений заявок ( , )a i j  и интенсивностями ухода заявок ( , )b i j  в мат-

рице (1) следующими равенствами:

 

( )

1

( , ) ( , )
j

a i j a i j





  ,    
( )

1

( , ) ( , ).
i

b i j b i j





   

Кроме того, обозначим через ( , )i j  условную вероятность того, что в момент поступления за-

явки система перейдет из состояния i в состояние j при условии, что поступившая заявка потеряна из-

за нехватки ресурсов, и введем матрицы [ ( , )]k i j Π , , ,ki j X  размера ,k kl l
 

0 k L  , где 

( , ) ( ) ( , )i j a i i j   . 

Систему уравнений равновесия для стационарного распределение вероятностей процесса ( )Y t  

можно записать в следующем виде: 
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i i

P i i j P i i j
 
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X X S 2 2

1( , ) ( , , , ) 0
i

P i d i j


   v v w
X S

 ,   
1j X , 1w S ; (13) 

 
1 11 1

1 1( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , ) 0
k k kk k k

k k k
i i i

P i d i j P i d i j P i d i j
  

 
  

        v v w v v w v v w
X X XS S S

, (14)  

kj X , kw S , 1 k L  ; 

 
1 1

1( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , ) 0
L LL L

L L
i i

P i d i j P i d i j
 


 

     v v w v v w
X XS S

,    
Lj X , Lw S , (15) 

где интенсивности переходов 
 
процесса ( )Y t  задаются следующими формулами: 

0( , ) ( , ) ( , )(1 ( ))i j c i j i j F     ρ ,   0,i j X ; 
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1

( , , , ) ( )( ( , ) ( , )(1 ( )))
k

k n
n

i j H c i j i j F


       v w w v ρ v , , ki j X , , kv w S , 0 ;k L   

( , , , ) ( ) ( , )L i j H c i j  v w w v , , Li j X , , Lv w S ;   0 1( , , ) ( , ) ( )i j a i j F w w , 0iX , 1j X , 1w S ; 

1 11

1
1 1 1 1

( , , , ) ( , ) ( )) ( ) ( ) ,
kk k

k n n n n n
n n n

i j a i j F H H
 

  
   

  
           

  
v w w ρ v w v w v  

kiX , 1kj X , kv S , 1kw S , 0 k L 

 

;  1 1( , , ) ( , )i j b i j v  , 1iX , 0j X , 1v S ; 

1 1

1
1 1

( , , , ) ( , ) ( ) ( )
kk

k n n n n
n n

i j b i j H H
 

 
  

  
       

  
v w w v w v , kiX , 1kj X , kv S , 1kw S , 1 .k L   

 

4. Мультипликативность стационарного распределения 

 

Нас будут интересовать условия, при которых стационарное совместное распределение состоя-

ния марковской РСМО и объемов, занимаемых заявками ресурсов 

 0( ) lim P{ ( ) },  
t

P i X t i i


  X ,   ( , ) lim P{ ( ) , ( ) },
t

P i X t i t


  v vs   kiX , kv S , 0 ,k L   (16) 

обладает свойством мультипликативности: 

 0( ) ( ),  ,P i cq i i X
    1 1( ,( ,..., )) ( ) ( ) ( ),k kP i cq i F Fv v v v   kiX , 1( ,.., ) ,k kv v S 0 .k L   (17) 

Здесь ( ),q i ,i X
 
‒ стационарные вероятности состояний системы с неограниченными ресурсами, яв-

ляющиеся решением системы уравнений (7)‒(9), с ‒ нормировочная константа,  

 1 *
0 0

1

( )
L

k
k k

k

c F



  q u q u ρ , (18) 

* ( )kF x  есть k-кратная свертка функции распределения ( )F x . Если стационарное распределение веро-

ятностей процесса ( )Y t  обладает свойством мультипликативности (17), то его можно легко найти, зная 

лишь стационарное распределение ( ),  ,q i iX
 
процесса ( )X t  и функцию распределения 

 
объемов тре-

буемых заявкам ресурсов ( )F x . В следующей теореме даются условия мультипликативности стацио-

нарного распределения процесса ( )Y t .  

Теорема. Для того чтобы стационарное совместное распределение состояний марковской РСМО 

и объемов занимаемых заявками ресурсов (16) имело вид (17), необходимо и достаточно, чтобы вы-

полнялось хотя бы одно из условий ( ) 1F ρ  или 0 0 1 1q Π q B  и, кроме того, чтобы для всех 

1,2,..., 1k L   выполнялись либо равенства 

 

 1 1
1,

1, ,

( )) ( ) ( ) ( ) ( )
i i

k

l k k
l

i k

F F d F d F F
 



 
0 v w

ρ v v v w w ,    1( , , )k kw w S , (19) 

либо равенство 1 1k k k k q П q B .  

Доказательство. Введем матрицы , [ ( , )]k a i j A , ,kiX
 1,kj X

 
1,2,..., 1k   , и 

, [ ( , )]k b i j B , ,kiX
 1kj X , 1,2,...,k  , а также векторы-строки стационарных вероятностей 

0 ( ( )),P ip 0iX , ( ) ( ( , )),k P ip v v kiX , ,kv S
 
0 ,k L   и запишем систему уравнений равновесия 

(12)‒(15) в матричном виде: 

 0 0 0 0 1 1(1 ( ) ( )F   p C ρ p Π p ρ B 0 ; (20) 

 0 0 1 1 1 1( ) ( ) (1 ( )) ( )F F d
 

    
0 v w

w p A p w C ρ v p v П   (21) 

2 2,2 2 2,1( , ) ( , )d d
   

     
0 v w 0 v w

p v ρ v B p ρ v v B 0 ,     1w S ; 

 1 1 1 1 1, 1
1

( ) ( , , , , , ) ( , , )
k

k k k k k kF      


  w p w w w w A p w w C   (22) 



Условия мультипликативности стационарного распределения вероятностей марковских ресурсных систем  

69 

1 1
,

1, ,

(1 ( )) ( , , )
i i

k k k k

i k

F d d
 


     
0 v w

ρ v v p v v П  

1

1 1 1 1,
1 1,

1, ,

 ( , , ,  , , , )
i i

k k

k l k k
l

i k

d d d d


    
  



   
0 v w

p v v ρ v v v B 0 ,  1( , , )k kw w S , 1 k L  ; 

   

 1 1 1 1 1, 1
1

( ) ( , , , , , ) ( , , )
L

L L L L L LF      


  w p w w w w A p w w C 0 , 1( , , )L Lw w S . (23) 

Подставив вероятности (17) в равенства (20)‒(23) и воспользовавшись уравнениями (4), исклю-

чим из полученных выражений векторы k kq C . В результате после некоторых элементарных преобра-

зований получим, что для мультипликативности стационарного распределения процесса ( )Y t  
необхо-

димо и достаточно выполнение равенств  

0 0 1 1(1 ( ))( ) ,F  ρ q Π q B 0  

1 1 1
1,

1, ,

(1 ( )) ( ) ( )( )
i i

k

l k k k k k
l

i k

F F d F d  
 



   
0 v w

ρ v v v q П q B 0 ,  1( , , ) ,  1 ,k k k L  w w S  

которые эквивалентны условиям теоремы. Что и требовалось доказать. 

Следствие. Для того чтобы стационарное совместное распределение состояний марковской 

РСМО и объемов занимаемых заявками ресурсов имело вид (17), при любой функции распределения 

( )F x  требуемых заявкам ресурсов необходимо и достаточно выполнение равенств 

 1 1k k k k q П q B ,  0,1,..., 1k L  . (24) 

Нетрудно проверить, что любая функция распределения ( )F x , для которой 1( ) 1,
L

F ρ  
удовле-

творяет условиям теоремы. В этом случае любым L заявкам достаточно имеющихся ресурсов, и си-

стема фактически функционирует как РСМО с неограниченными ресурсами. Отметим также, что муль-

типликативные стационарные распределения не зависят от нумерации поступающих и уходящих за-

явок определяющей интенсивности ( , )a i j  и ( , )b i j , а зависят лишь от суммарных интенсивностей 

( , )a i j  и ( , )b i j
 
поступления и ухода заявок.  

 

5. Пример ‒ ресурсная система MAP/M/L/0 

 

Известно, что стационарное распределение РСМО без мест ожидания M/M/L/0 с пуассоновским 

входящим потоком и экспоненциально распределенной длительностью обслуживания мультиплика-

тивно при любой совместной функции распределения объемов требуемых множественных ресурсов [7]. 

Результаты настоящей работы позволяют ответить на вопрос, а не обладает ли таким же свойством 

стационарное распределение РСМО MAP/M/L/0 c марковским поступающим потоком (MAP) [4]. 

Обозначим через ( ) sup{ | }nN t n a t   число заявок поступивших к системе за время t . Поступа-

ющий поток называется марковским, если для некоторого случайного процесса ( )t  с конечным про-

странством состояний J  процесс ( ( ), ( ))t N t  является однородным марковским процессом, однород-

ным по второй компоненте [8]. В этом случае для всех , ,i jJ  n k  и , 0h t   мы имеем 

,P{ ( ) , ( ) | ( ) , ( ) } ( , )i jh t j N h t n h i N h k P n k t          , и процесс ( )t , называемый фазовым про-

цессом поступающего потока, также является однородным марковским процессом с переходными ве-

роятностями , ,
0

( ) { ( ) | ( ) } ( , )i j i j
n

P t h t j h i p n t




        . 

Для простого марковского поступающего потока, сокращенно называемого МС-потоком, веро-

ятность поступления в интервале длины  более одной заявки составляет ( ).o   МС-поток характери-

зуется двумя матрицами: ,[ ]i jsS , ,i jJ , и ,[ ]i jrR , ,i jJ , сумма которых  A S R  является  
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матрицей интенсивностей переходов фазового процесса ( )t , а элементы которых определяются ра-

венствами [9] 

 ,, ,
0

1
lim ( (0, ) )

i ji j i js p


  


,  , ,
0

1
lim (1, )i j i jr p


 


, ,i jJ  . (25) 

Будем считать, что матрица A  неразложима, и обозначим через p  вектор стационарного распре-

деления состояний процесса ( )t .  

Матрица интенсивностей переходов процесса, описывающего систему MAP/M/L/0 с поступаю-

щим МС-потоком, имеет вид (1) с блоками k A R , 0,1,..., 1k L  ; k k B I , 1,2,...,k L ; 

k k  С S I , 0,1,..., 1k L  ; L L  С A I , где I ‒ единичная матрица,  ‒ интенсивность обслужива-

ния [10]. В момент потери заявки из-за нехватки ресурсов фазовый процесс меняет состояние в соот-

ветствии с матрицей интенсивностей переходов ,R  но число заявок в системе при этом не  меняется. 

Поэтому для матриц kΠ , описывающих изменение состояний системы в момент потери заявки из-за 

нехватки ресурсов, справедливы равенства k Π R  для всех 0,1,..., 1k L  , и условие мультиплика-

тивности (24) приобретает следующий вид: 

1( 1)k kk   q R q , 0,1,..., 1k L  . 

Отсюда из равенств (7)‒(9) вытекает, что условия (24) равносильны равенствам ,k q A 0  

0,1,...,k L . Поскольку матрица A  неразложима, решения этих уравнений имеют вид: ,k kcq p  где 

kc  ‒ некоторые константы. Однако такой вид стационарного распределения состояний СМО с оступа-

ющим простым марковским потоком возможен лишь в случае, когда поступающий поток является 

пуассоновским [9].  

Таким образом стационарное распределение РСМО MAP/M/L/0 c поступающим простым мар-

ковским потоком обладает свойством мультипликативности лишь в случае, когда поступающий поток 

является пуассоновским. Поскольку такими потоками можно аппроксимировать любые случайные по-

токи [11], можно предположить, что это справедливо для произвольных поступающих потоков. 

 

Заключение 

 

В настоящей работе исследуются условия, при которых стационарное совместное распределение 

состояний марковской РСМО и объемов занимаемых заявками ресурсов мультипликативно. По-

скольку понятие марковской СМО довольно широко, мы сначала детально рассматриваем интенсив-

ности переходов случайного процесса, описывающего рассматриваемые здесь РСМО, а затем анали-

зируем условия мультипликативности их стационарных распределений. Наиболее просто проверяются 

условия, гарантирующие мультипликативность при любых функциях распределения векторов запра-

шиваемых заявками объемов ресурсов. 
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In classical queueing systems, servers and waiting places play the role of resources required for service of customers. In resource 

queuing systems in addition to servers and waiting places, customers may require some additional resources. This may be some random 

amount of resource occupied for the duration of the waiting time, service time, or residence time. In this paper, we consider Markovian 

resource queueing systems in which an arriving customer is lost if the system does not have enough available resources. First, the class 

of Markovian resource loss systems considered is described. Then, the necessary and sufficient conditions for the product form of the 

stationary probability distribution of the system state and the volumes of the resources occupied by the customers are derived. As an 

example, the results obtained are applied to the analysis of the stationary distribution of resource loss system MAP/M/L/0 with  

a Markovian arrival process and exponentially distributed service times. It is shown that for this system the stationary probability 

distribution has product form only if the arrival process is Poisson. 
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