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ОПТИМАЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ СОСТОЯНИЙ  

ПОЛУСИНХРОННОГО ПОТОКА СОБЫТИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

ПРИ НЕПРОДЛЕВАЮЩЕМСЯ МЕРТВОМ ВРЕМЕНИ 
 

Рассматривается задача оптимального оценивания состояний полусинхронного потока событий второго по-

рядка, являющегося одной из адекватных математических моделей информационных потоков заявок, функци-

онирующих в современных цифровых сетях интегрального обслуживания, телекоммуникационных сетях, 

спутниковых сетях связи. Поток функционирует в условиях непродлевающегося мертвого времени. Находится 

явный вид апостериорных вероятностей состояний потока. Решение о состоянии потока принимается по ме-

тоду максимума апостериорной вероятности. Формулируется алгоритм оптимального оценивания состояний. 

Приводятся результаты статистических экспериментов. 
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При описании и анализе реальных экономических, технических, физических и других процессов 

часто возникает необходимость применять математические модели теории массового обслуживания 

(ТМО). В настоящее время в связи с бурным развитием информационных технологий важнейшими 

сферами приложений ТМО являются проектирование и создание цифровых сетей интегрального  

обслуживания (ЦСИО). Так как на практике параметры, определяющие поток событий, как правило, 

случайным образом изменяются со временем, то адекватными математическими моделями информа-

ционных потоков сообщений, функционирующих в ЦСИО, являются дважды стохастические потоки 

событий [1–8]. В данных потоках событий не только случайны моменты наступления событий, но и 

интенсивность потока представляет собой случайный процесс, т.е. имеет место двойная стохастика. 

Объектом изучения настоящей работы является полусинхронный поток событий второго порядка.  

В большинстве случаев рассматриваются модели входящих потоков событий, когда события  

потока полностью наблюдаемы. Однако на практике любое регистрирующее устройство затрачивает 

некоторое время на регистрацию события, в течение которого оно не способно обработать следующие 

события, т.е. событие, поступившее на прибор, порождает период мертвого времени [9], в течение ко-

торого другие наступившие события потока недоступны для наблюдения. Принимается, что этот пе-

риод продолжается некоторое фиксированное время (непродлевающееся мертвое время).  

Основными задачами при изучении дважды стохастических потоков событий являются следую-

щие: 1) оценка состояний потока [10–12]; 2) оценка параметров потока [13–19]. 

В настоящей работе предлагается алгоритм оптимального оценивания состояний рассматривае-

мого потока в условиях его неполной наблюдаемости методом максимума апостериорной вероятности 

[20]. Применение данного метода обусловлено тем, что апостериорная вероятность является характери-

стикой, обладающей наиболее полной информацией об исследуемом процессе, содержащейся в выборке 

наблюдений, а также в силу того, что метод максимума апостериорной вероятности обеспечивает ми-

нимум полной вероятности ошибки принятия решения [21]. Данная статья является непосредственным 

развитием работ [11, 12]. 
 

1. Постановка задачи 
 

Рассматривается стационарный режим функционирования полусинхронного дважды стохасти-

ческого потока событий второго порядка (поток), сопровождающий случайный процесс которого )(t  
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является кусочно-постоянным с двумя состояниями 1S  и 2S . Длительность интервала между событи-

ями потока в первом состоянии определяется случайной величиной 
(1) (2)min( , ),     где случайная 

величина 
)1(  имеет функцию распределения t

etF 11)(
)1(

1


 , случайная величина  
)2(  – функцию 

распределения t
etF 11)(

)2(
1


 ; )1(  и 

)2( – независимые случайные величины. Таким образом, дли-

тельность интервала между событиями потока в первом состоянии процесса )(t  является случайной 

величиной с функцией распределения 
t

etF
)(

1
111)(


 .  

В момент наступления события потока процесс )(t  переходит из первого состояния во второе 

либо с вероятностью )|( 12
)1(

1 P , либо с вероятностью )|( 12
)2(

1 P  в зависимости от того, какое 

значение приняла случайная величина  . В момент наступления события потока процесс )(t  остается 

в первом состоянии либо с вероятностью )|( 11
)1(

1 P , либо с вероятностью )|( 11
)2(

1 P  в зависи-

мости от значения случайной величины  . Здесь 1)|()|( 11
)1(

112
)1(

1  PP , 

1)|()|( 11
)2(

112
)2(

1  PP .  

Длительность пребывания процесса )(t  во втором состоянии есть случайная величина с функ-

цией распределения 
t

etF 21)(2


 . В течение времени пребывания процесса )(t  во втором состоя-

нии имеет место пуассоновский поток событий с параметром 2 .  

В последующем изложении полагается, что имеет место состояние iS  ( i -е состояние) процесса 

)(t , если it  )( , 2 ,1i ; 021  . 

Матрицы инфинитезимальных характеристик процесса )(t  имеют вид: 
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0)(

222
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
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Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(t  из состояния в со-

стояние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности переходов 

из состояния в состояние без наступления события; диагональные элементы матрицы 0D  – интенсив-

ности выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. 

После каждого зарегистрированного в момент времени kt  события наступает период мертвого 

времени фиксированной длительности T, в течение которого другие события рассматриваемого потока 

являются недоступными наблюдению (теряются). По окончании периода мертвого времени первое 

наступившее событие снова создает период мертвого времени длительности T (непродлевающееся 

мертвое время) и т.д. 

Для наглядности на рис. 1 приведен пример возникающей ситуации, где 1t , 2t , … – моменты 

наступления событий в наблюдаемом потоке; периоды мертвого времени длительности T
 
обозначены 

штриховкой; черными кружками обозначены события полусинхронного потока второго порядка, не-

доступные наблюдению.  

Процесс
 )(t  

является марковским. Поскольку )(t  
является принципиально ненаблюдаемым, 

наблюдаются только моменты времени наступления событий 1t , 2t , …, то )(t  
– скрытый марковский 

процесс или ненаблюдаемый сопровождающий марковский процесс.  

Требуется по наблюдениям 1t , 2t , … за потоком событий на временном интервале ),( 0 tt  оценить 

состояние процесса )(t  (потока) в момент окончания наблюдений t, где 0t  – момент начала наблюде-

ний. Без ограничений общности можно положить 00 t .  
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Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Fig. 1. Formation of the observed event flow 

 

Для вынесения решения о состоянии процесса )(t  
в момент времени t необходимо определить 

апостериорные вероятности ),,...,|)((),,...,|()|( 11 ttttPtttwtw mimii  , 2 ,1i , того, что в мо-

мент времени t значение процесса it  )(  (m – количество событий потока за время t), при этом 

1)|()|( 21  twtw . Оптимальное оценивание по критерию максимума апостериорной вероятности 

выглядит следующим образом: если )|()|( twtw ji  , 2 ,1, ji , ji  , то оценка состояния процесса 

есть it  )(ˆ , иначе jt  )(ˆ , 2 ,1, ji . 

 

2. Оптимальное оценивание состояний  

полусинхронного потока событий второго порядка 

 

Момент вынесения решения t
 
принадлежит интервалу ),( 1kk tt , ..., ,2 ,1k  между соседними со-

бытиями наблюдаемого потока. Для начального интервала ),( 10 tt  момент t
 
лежит между началом 

наблюдения и первым событием в наблюдаемом потоке. Рассмотрим интервал ),( 1kk tt , значение дли-

тельности которого есть ,1 kkk tt    
... ,1 ,0k . Однако, так как наблюдаемое в момент kt  событие 

порождает период мертвого времени длительности T, то kk T  , где k  – значение длительности 

интервала между моментом окончания периода мертвого времени Ttk   и моментом 1kt , т.е. интервал 

),( 1kk tt  
разбивается на два смежных: полуинтервал ],( Ttt kk   и интервал ),( 1 kk tTt . Отметим, что 

условия нахождения апостериорной вероятности )|( 1 tw   
на данных интервалах разные, так как на по-

луинтервале ],( Ttt kk   поток недоступен наблюдению, а на интервале ),( 1 kk tTt  поток наблюдаем.
 
 

 

2.1. Выражения для апостериорной вероятности в условиях отсутствия мертвого времени 
 

Рассмотрим ситуацию, когда 0T , т.е. мертвое время отсутствует. В работе [11] сформулирован 

алгоритм расчета апостериорной вероятности )|( 1 tw   для данного случая.  

Лемма 1. На временных интервалах ),0( 1t  и ),( 1kk tt , ..., ,2 ,1k  апостериорная вероятность 

)|( 1 tw   удовлетворяет дифференциальному уравнению Риккати: 

 2121211
2

121
1 )|()()|()(

)|(



twtw

dt

tdw
. (1) 

Лемма 2. Апостериорная вероятность )|( 1 tw 
 
в момент

 kt , ..., ,2 ,1k  наступления события по-

лусинхронного потока второго порядка определяется формулой пересчета 

//////////      //////////       //////////  //////////            //////////  //////////      //////////    
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Реализация процесса  

Полусинхронный поток событий второго порядка  … 

                     Схема создания мертвого времени                …

  …...       … 

Наблюдаемый поток событий 
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В [11] показано, что априорная вероятность )|( 0
1 tt  того, что значение процесса 1)(  t  

в мо-

мент времени t
 
при условии, что функционирование потока началось в момент времени 0t , удовлетво-

ряет дифференциальному уравнению  

 2
0

1212
)2(
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)1(
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1 )|(])|()|([)|(  ttPPtt . (3) 

Интегрирование уравнения (3) [22] и переход в полученном решении к стационарному случаю  

( t  или 0t ) определяют явный вид априорной финальной вероятности первого состояния 

процесса )(t :
 

 

])|()|(/[ 212
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)1(

1121  PP .  (4) 

Интегрирование уравнения (1) с учетом начального условия приводит к следующей теореме. 

Теорема 1. На временных интервалах ),0( 1t  и ),( 1kk tt , ..., ,2 ,1k   поведение апостериорной ве-

роятности )|( 1 tw   определяется явной формулой 
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где ,
121

2
1




w  1 kk ttt , ...; ,1 ,0k  )0|( 1  ktw , ..., ,2 ,1k  задается формулой (2); 

101 )0|(  tw , 1
 
определено в (4).  

 

2.2. Алгоритм оптимального оценивания состояний при непродлевающемся мертвом времени 

 

Вернемся к случаю, когда длительность мертвого времени 0T . Рассмотрим полуинтервал 

],( Ttt kk  , ..., ,2 ,1k  на котором событие потока наступает в граничной точке kt . 

Теорема 2. Поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   на временных полуинтервалах 

],( Ttt kk  , ..., ,2 ,1k  определяется формулой 
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212

)2(
1112

)1(
11])0|([)|( kttPP

k etwtw


 , (6) 

;Tttt kk   )0|( 1  ktw  задается формулой (2), а 1  – формулой (4). 

Доказательство. В течение периода мертвого времени T полусинхронный поток событий вто-

рого порядка недоступен наблюдению. В этой связи можно заключить, что на полуинтервалах 

],( Ttt kk  , ..., ,2 ,1k  поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   аналогично поведению априор-

ной вероятности )|( 0
1 tt . Разница заключается в определении начального значения )|( 1 tw 

 

в момент 

времени kt  наступления наблюдаемого события потока. Нетрудно показать, что вероятность )|( 1 tw 

 на ],( Ttt kk  , ..., ,2 ,1k  задается уравнением (3) с начальным условием в момент времени kt  наступ-

ления события потока )0|()|( 11  kk twttw , ...,2,1   k . Интегрируя (3), получаем (6). Теорема до-

казана. 

Рассмотрим интервал ),( 1 kk tTt , смежный с полуинтервалом ],( Ttt kk  . На данном интервале 

поток наблюдаем, поэтому вычисление апостериорной вероятности )|( 1 tw   осуществляется по фор-

муле (5); при этом начальное условие для )|( 1 tw 

 

привязывается к моменту времени Ttk  :
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,1 kk ttTt  ...; ,2 ,1k  )|( 1 Ttw k  ,  ..., ,2 ,1k
 
рассчитывается по формуле (6) для Ttt k  .  
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В момент времени kt  наступления события потока, которое порождает период мертвого времени, 

апостериорная вероятность )0|( 1  ktw  рассчитывается по формуле пересчета (2). 

Полученные формулы позволяют сформулировать алгоритм расчета апостериорной вероятности 

)|( 1 tw 

 

( )|(1)|( 12 twtw  ) и алгоритм принятия решения о состоянии процесса )(t  (потока) в 

произвольный момент времени t : 

1) в момент времени 00 t  по формуле (4) вычисляется априорная вероятность

10101 )0|()0|(  twtw ; 

2) в любой момент времени t , 10 tt  , где 1t  
– момент наступления первого наблюдаемого 

события потока, для 0k  вычисляется вероятность )|( 1 tw   по формуле (5); 

3) для 0k  в момент наступления первого наблюдаемого события потока 1t  вычисляется веро-

ятность )0|()|( 1111  twtw  по формуле (5); 

4) k
 
увеличивается на единицу и для 1k  вычисляется )0|( 11  tw  по формуле (2), при этом 

)0|( 11  tw  – начальное условие для )|( 1 tw   в формуле (6) на следующем шаге алгоритма; 

5) для 1k  рассчитывается )|( 1 tw   по формуле (6) для любого t , Tttt  11 ; 

6) для 1k  по формуле (6) вычисляется )|( 11 Tttw  , являющаяся начальным значением для 

)|( 1 tw   
на следующем шаге алгоритма; 

7) для 1k  в любой момент времени t , 21 ttTt  , где 2t  
– момент наступления второго 

наблюдаемого события потока,  вычисляется вероятность )|( 1 tw   по формуле (7); 

8) для 1k  в момент времени 2t  
вычисляется вероятность )0|()|( 2121  twttw  по фор-

муле (7); 

9) алгоритм переходит на шаг 4, затем шаги 4–8 повторяются для 2k  и т.д. 

Параллельно по ходу вычисления апостериорной вероятности )|( 1 tw   в любой момент времени 

t выносится решение о состоянии процесса )(t  по критерию максимума апостериорной вероятности 

[20]: если )|()|( 21 twtw  , то оценка 1)(ˆ  t , иначе 2)(ˆ  t . 

 

3. Результаты статистических экспериментов 
 

Для получения численных результатов был разработан алгоритм вычисления апостериорной ве-

роятности )|( 1 tw   
и проведены статистические эксперименты. На первом этапе алгоритма произво-

дится имитационное моделирование потока [23] в условиях его неполной наблюдаемости. На втором 

этапе на основании полученной выборки моментов наступления наблюдаемых событий 1t , 2t , … осу-

ществляется вычисление апостериорных вероятностей ),|( 1 tw   ;10 ttt   );0|( 1  ktw  ),|( 1 tw   

;Tttt kk   
),|( 1 tw 

 ,1 kk ttTt  
1,  2,  ...,k   а также строятся оценки )(ˆ t  траекторий истин-

ного процесса )(t . 

В качестве иллюстрации на рис. 2 приведена траектория случайного процесса )(t , получен-

ная путем имитационного моделирования; на рис. 3 показана траектория оценки )(ˆ t . Расчеты про-

изведены для следующих значений параметров: 21  , 12  , 21  , 8,02  , 

4,0)|()|( 11
)2(

111
)1(

1  PP , 6,0)|()|( 12
)2(

112
)1(

1  PP ; 1T , 10mT  ед. времени (время мо-

делирования).  

Заштрихованные области на оси времени (см. рис. 3) – области принятия ошибочных решений, т.е. 

это – промежутки времени, на которых оценка )(ˆ t
 
не совпадает с истинным значением процесса )(t . 

На рис. 4 приведена траектория поведения вероятности )|( 1 tw   для данного случая. 
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Рис. 2. Траектория процесса )(t  

Fig. 2. The trajectory of the process )(t  

 
Рис. 3. Траектория апостериорной вероятности 1( | )w t  

Fig. 3. Trajectory of a posteriori probability )|( 1 tw   

 

Рис. 4. Траектория оценки ˆ ( )t  

Fig. 4. Trajectory of estimate ˆ ( )t  

 

Для установления частоты принятия ошибочных решений о состоянии процесса )(t  проведены 

статистические эксперименты, осуществляемые по следующему алгоритму: 1) для фиксированного 

набора параметров 1 , 2 , 1 , 2 , )|( 1
)1(

1  jP , )|( 1
)2(

1  jP , 2 ,1j , T
 
(ед. времени) моделируется 

полусинхронный поток событий второго порядка на заданном отрезке времени ],0[ mT  (отдельная i-я 

реализация (опыт)); 2) осуществляется расчет апостериорной вероятности )|( 1 tw 
 
на заданном от-

резке времени ],0[ mT  по формулам (2), (4)–(7); 3) строится оценка )(ˆ t
 
траектории истинного процесса 

)(t
 
на заданном отрезке ],0[ mT ; 4) определяется для i-го опыта значение id  – суммарной протяжен-

ности интервалов времени, на которых значение оценки )(ˆ t
 
не совпадает с истинным значением про-

цесса )(t ; 5) вычисляется доля ошибочных решений mii Tdp /ˆ  ; 6) осуществляется повторение шагов 

1–5 N
 
раз (

____

,1 Ni  ) для расчета оценки безусловной (полной) вероятности принятия ошибочного ре-

шения о состояниях процесса )(t  на ],0[ mT .  
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Результатом выполнения данного алгоритма является выборка 1p̂ , 2p̂ , …, Np̂  долей ошибочных 

решений в N  опытах, по которой находятся выборочное среднее полной вероятности ошибочного ре-

шения 


N

i
ier p

N
P

1

ˆ
1ˆ  и выборочная дисперсия  






N

i
eri Pp

N
D

1

2)ˆˆ(
1

1ˆ .  

В первом статистическом эксперименте устанавливается зависимость 
erP̂ , D̂  от значения дли-

тельности мертвого времени 6...,,1,0    T  ед. времени. Результаты приведены в табл. 1–3 при значениях 

100mT  ед. времени, 100N  и параметрах 12  , 41  , 12  , 4,0)|()|( 12

)2(

111

)1(

1  PP , 

6,0)|()|( 11

)2(

112

)1(

1  PP . При этом в каждой из последующих таблиц эксперимента значение 

разности 
21   увеличивается на 50% по сравнению с предыдущей. 

T a б л и ц а  1  

Результаты первого статистического эксперимента при 1 2 3     ( 1 4  ) 

T 0 1 2 3 4 5 6 

ˆ
erP  0,1581 0,2373 0,2599 0,2761 0,2880 0,2946 0,2989 

D̂  0,0018 0,0026 0,0030 0,0035 0,0039 0,0041 0,0044 

T a б л и ц а  2  

Результаты первого статистического эксперимента при 1 2 4,5     ( 1 5,5  ) 

T 0 1 2 3 4 5 6 

ˆ
erP  0,1301 0,1915 0,2223 0,2463 0,2585 0,2676 0,2697 

D̂  0,0015 0,0022 0,0027 0,0033 0,0037 0,0041 0,0042 

T a б л и ц а  3  

Результаты первого статистического эксперимента при 1 2 6,75     ( 1 7,75  ) 

T 0 1 2 3 4 5 6 

ˆ
erP  0,0929 0,1554 0,1901 0,2157 0,2284 0,2391 0,2412 

D̂  0,0010 0,0019 0,0022 0,0029 0,0030 0,0035 0,0038 

 

Анализ численных результатов показывает, что при фиксированном значении T оценка ˆ
erP  

уменьшается с увеличением значения разности 21  , что является естественным в силу лучшей раз-

личимости состояний потока. Заметим, что чем больше значение длительности мертвого времени T, 

тем меньше темп улучшения качества оценивания при увеличении значения 21  . При этом при 

фиксированных параметрах потока с ростом значения T качество оценки состояний ухудшается, так 

как происходит увеличение потерь информации о потоке (некоторые события теряются). Отметим, что 

при T  ( t ) апостериорная вероятность )|( 1 tw  , определяемая теоремой 2, стремится к апри-

орной финальной вероятности 1  первого состояния процесса )(t , что является понятным в силу того, 

что периоды наблюдаемости в данном случае практически отсутствуют. 

При данных значениях параметров алгоритм оптимального оценивания состояний потока обес-

печивает достаточно приемлемую оценку безусловной вероятности ошибочного решения, причем вы-

борочная дисперсия данной оценки мала. 

Во втором статистическом эксперименте при 100N , 100mT  ед. времени и параметрах по-

тока 41  , 8,02  , 8,02  , 0)|()|( 11

)2(

111

)1(

1  PP , 1)|()|( 12

)2(

112

)1(

1  PP  рассмат-

ривается зависимость оценки erP̂  от значений параметра 10..,,41     с шагом 0,5. Результаты данного 

эксперимента отражены на рис. 5.  
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Рис. 5. График зависимости ˆ
erP

  
от 1  при 1T  , 3T  , 5T   

Fig. 5. ˆerP
  

as a function of 1  at 1T  , 3T  , 5T   

 

Анализируя полученные результаты, можно заключить, что при данных значениях параметров 

потока качество оценивания улучшается с ростом значения параметра 1  (в силу лучшей различимости 

состояний при больших значениях 1 2   ) и заметно ухудшается при увеличении значения длитель-

ности мертвого времени T (в силу увеличения потерь информации о потоке при больших значениях T). 
 

Заключение 
 

В настоящей работе приведены формулы для расчета апостериорных вероятностей )|( 1 tw  , 

)|( 2 tw   состояний полусинхронного потока событий второго порядка в условиях непродлевающегося 

мертвого времени. На основании полученных формул разработан алгоритм оптимального оценивания 

состояний потока (процесса )(t ) в произвольный момент времени t на основании выборки моментов 

наступления событий 1t , …, mt  
в наблюдаемом потоке, обеспечивающий минимум полной вероятности 

ошибки вынесения решения. Алгоритм реализован на языке программирования С# в среде Visual  

Studio 2013. На имитационной модели проведены статистические эксперименты для установления ча-

стоты ошибочных решений о состоянии случайного процесса )(t , численные результаты которых не 

противоречат физической интерпретации и иллюстрируют приемлемую оценку полной вероятности 

ошибки оценивания и достаточно малую выборочную дисперсию. 
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We solve the optimal estimation problem for the states of a semi-synchronous events flow of the second order. We consider the 

stationary operation mode of the flow in conditions of an unextendable dead time, i.e. after each registered event at the moment kt , 

there is a dead time period of fixed duration T, during which other events of the considered flow are inaccessible to observation. At the 

end of the dead time period, the first event that occurred again creates a period of dead time, etc. 

The accompanying random process of the flow is a piecewise constant process ( )t  with two states: if 1( )t   , then there is the 

first process state, if 2( )t   ,  then there is the second one. The process is unobservable in principle, and we can only observe 

moments 1t , 2t , …, when events occur in the flow. We have to estimate the state of the process ( )t  (flow) at moment t when the 

observations have stopped by observations 1t , 2t , … of the events flow over the time interval 0( , )t t , where 0t
 
denotes the beginning 

of observations. 

The optimal estimation of states is performed using the maximum method of a posteriori probability. To make the decision regarding the 

state of the process ( )t
 
at the moment t, we have to determine posterior probabilities 1 1( | ) ( | ,..., , ) ( ( ) | ,..., , ),i i m i mw t w t t t P t t t t        

1,  2i  , that at the moment t the value of the process ( ) it    (m is the number of events per time t), wherein 1 2( | ) ( | ) 1.w t w t     

The optimal estimation is as follows: if ( | ) ( | )i jw t w t   , , 1,  2i j  , i j , then the estimate of the process state is ˆ ( ) it   , 

otherwise ˆ ( ) jt   , , 1,  2i j  . 

In the paper we find an explicit form for posterior probabilities on the intervals of the flow observability and unobservability. Based 

on these formulas, the algorithms have been obtained for calculating the posterior probability 1( | )w t  

 

( 2 1( | ) 1 ( | )w t w t    ) and 

for deciding on the state of the process ( )t  at an arbitrary moment t. The algorithms were implemented by C# programming language 

in Visual Studio 2013. Statistical experiments were conducted on the imitational model to establish the frequency of making erroneous 

decisions about the state of the process ( )t , the numerical results of which are given in the paper and illustrate an acceptable estimate 

of the total probability of making the erroneous decision. 

 

Keywords: semi-synchronous event flow of the second order; unextendable dead time; optimal state estimation; posterior probabilities; 

maximum method of a posteriori probability. 
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