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О ФУНКТОРЕ ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕР
И РАЗМЕРНОСТЯХ КВАНТОВАНИЯ1

Размерности квантования вероятностной меры, заданной на метрическом
компакте, совпадают с размерностями финитной аппроксимации для функ-
тора вероятностных мер. Установлены некоторые функториальные свойства
размерностей квантования. Показано, что для любого 0b > существует мет-
рический компакт bX  емкостной размерности Bdim bX b= , на котором
имеются вероятностные меры с носителем равным X, размерность квантова-
ния которых принимает все возможные значения из отрезка [0, ]b .

Ключевые слова: размерность квантования, функтор вероятностных мер,
метрика Канторовича – Рубинштейна, размерность финитной аппрокси-
мации.

Размерность финитной аппроксимации в пространствах вида ( )F X определена
в [1]2. Пусть F – полунормальный метризуемый функтор, ( ,ρ)X  – метрический
компакт и ρF – функториальное продолжение метрики ρ  на ( )F X . Через

( ),nF X n N∈ , обозначим подпространство ( )F X , состоящее из точек ξ, носитель
которых supp(ξ) содержит не более n элементов. Известно, что объединение под-
пространств ( ),nF X  n N∈ , всюду плотно в ( )F X . Для каждого ξ ∈ ( )F X  и чис-
ла ε 0>  положим N(ξ,ε) min{ :ρ (ξ, ( )) ε}F nn F X= ≤ . Для точки ξ  с бесконечным
носителем число N(ξ,ε)  неограниченно возрастает при ε 0→ . Скорость этого
возрастания характеризует величина

ε 0
ln N(ξ,ε)dim (ξ) lim

ln εF →=
−

,

которую мы называем размерностью финитной аппроксимации ξ (если указанный
предел не существует, рассматриваются верхний или нижний пределы, и мы по-
лучаем соответственно верхнюю dim (ξ)F  или нижнюю dim (ξ)F  размерности
финитной аппроксимации ξ ).

Если в качестве F взять функтор экспоненты exp  с метрикой Хаусдорфа, раз-
мерность финитной аппроксимации dim ( )F A  для любого exp( )A X∈  совпадает с

                                                          
1 Финансовое обеспечение исследования осуществлялось из средств федерального бюджета на вы-
полнение государственного задания КарНЦ РАН (Институт прикладных математических исследова-
ний КарНЦ РАН).

2 В [1] эта размерность названа «метрическим порядком». Такая терминология была заимствована из
работы Л.С.Понтрягина и Л.Г.Шнирельмана [5], где данное понятие было впервые рассмотрено для
функтора экспоненты exp. Однако в современных исследованиях в подобных случаях устойчиво ис-
пользуется термин «размерность».
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емкостной размерностью Bdim ( )A , которая широко исследована и находит при-
ложения в теории динамических систем (см. [2]). Размерность финитной аппрок-
симации для функтора суперрасширения λ  была рассмотрена в [3].

В настоящей работе рассматривается функтор вероятностных мер P  с метри-
кой Канторовича – Рубинштейна. Оказывается, что в этом случае размерность
финитной аппроксимации Pdim (μ)  совпадает с размерностью квантования (μ)D
меры μ P( )X∈ . Теория размерностей квантования мотивирована задачами теории
вероятностей и построена в терминах этой теории (см. [4]) для вероятностных
мер, определенных в nR  (в том числе и мер с компактным носителем), где метри-
ка задается с помощью нормы (при этом размерность (μ)D  не зависит от выбора
нормы). Предложенный общий подход распространяет понятие размерности
квантования на вероятностные меры, заданные на произвольном метрическом
компакте ( ,ρ)X . В этом случае размерность (μ)D  меры μ P( )X∈  зависит от вы-
бора совместимой с топологией метрики ρ  на X и может варьироваться в широ-
ких пределах. Показано, что ряд утверждений теории квантования, известных для
мер в nR , остается верным и в общем случае. При этом доказательства этих ут-
верждений, проведенные в терминах метрики и топологии, оказываются более
компактными.

Для функтора P  справедливо неравенство Pdim (μ)  = (μ)D Bdim supp( μ)≤ ,
связывающее размерность квантования меры μ  с емкостной размерностью ее но-
сителя, аналог которого выполняется также для суперрасширения и экспоненты
(тривиально). С этим неравенством связан вопрос о промежуточных значениях
размерности квантования: верно ли, что для любого метрического компакта
( ,ρ)X  и любого числа a, удовлетворяющего неравенствам B0 dima X≤ ≤ , суще-
ствует мера μ P( )a X∈ , такая, что D(μ )a a=  и supp (μ )a X= ? Для суперрасши-
рения аналогичный вопрос решен положительно [3], для вероятностных мер в
общем виде он остается открытым. При этом показано (теорема 1), что для любо-
го 0b >  существует метрический компакт bX  размерности Bdim bX b= , на ко-
тором имеются вероятностные меры с носителем равным X , размерность кванто-
вания которых принимает все возможные значения из отрезка [0, ]b .

Автор выражает благодарность профессору А.М. Зубкову, который обратил
его внимание на исследования в области квантования вероятностных мер.

Предварительные сведения

Через F мы будем обозначать полунормальный функтор, действующий из ка-
тегории Comp  компактов и непрерывных отображений в ту же категорию (см.
[6]). Для любого полунормального функтора F и любого компакта X имеет место
естественное вложение ( )X F X⊂ , и для любого замкнутого подмножества
A X⊂ пространство ( )F A  естественно вкладывается в ( )F X . Для точки
ξ ∈ ( )F X  ее носитель supp (ξ)  есть минимальное (по включению) замкнутое
подмножество A X⊂ , для которого ξ ∈ ( )F A . Для каждого n N∈  определено
замкнутое подпространство ( ) {ξ :  |supp(ξ)| } ( )nF X F(X) n F X= ∈ ≤ ⊂ . Известно,
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что для любого полунормального функтора F и любого компакта X  множество
( )n N nF X∈∪  всюду плотно в ( )F X  (см. [7]).

Функтор F называется метризуемым [8], если для любого метрического ком-
пакта ( ,ρ)X  на ( )F X  определена совместимая с топологией метрика ρF так, что
выполняются следующие условия:

1) для любого изометрического вложения 1 1 2 2: ( ,ρ ) ( ,ρ )i X X→  отображение

1 1 2 2( ) : ( ( ), (ρ ) ) ( ( ), (ρ ) )F FF i F X F X→  также является изометрическим вложением;
2) естественное вложение ( ,ρ) ( ( ),ρ )FX F X→ является изометрией;
3) diam ( ( )) diam( )F X X= .
Точки с конечными носителями можно считать «простыми» точками ( )F X  и

число элементов в носителе простой точки трактовать как ее «степень сложно-
сти»: чем больше элементов, тем «сложнее» точка. Пусть ξ ( )F X∈ и ε 0> .
Очевидно, что наименьшая «степень сложности» ε -приближения3 ξ  определяет-
ся по формуле

 N(ξ,ε) min{ :ρ (ξ, ( )) ε}F nn F X= ≤ .

Если точка ξ  не является простой, то в силу замкнутости множеств ( )nF X
число N(ξ,ε)  неограниченно возрастает при ε 0→ . Скорость этого возрастания
характеризуют верхняя и нижняя размерности финитной аппроксимации ξ :

α α
ε 0 ε 0dim (ξ) inf{α : lim ε N(ξ,ε) 0} sup{α : lim ε N(ξ,ε) },F → →= = = = ∞

α α
ε 0 ε 0dim (ξ) inf{α : lim ε N(ξ,ε) 0} sup{α : lim ε N(ξ,ε) }F → →= = = = ∞ .

Очевидно, что 0 dim (ξ) dim (ξ) .FF≤ ≤ ≤ ∞  В случае выполнения равенства

dim (ξ) dim (ξ)FF =  для размерностей финитной аппроксимации используется
обозначение dim (ξ).F  В [1] показано, что имеют место следующие равенства:

 ε 0
ln N(ξ,ε)dim (ξ) lim ,

ln ε
F →=

−
 ε 0

ln N(ξ,ε)dim (ξ) lim .
ln εF →=

−
Справедливо также
Предложение 1 [1]. Пусть монотонно убывающая последовательность εn  та-

кова, что lim ε 0n n→∞ = , и существует число 0c > , такое, что для любого n  вы-
полняется неравенство 1ε ε .n nc+ ≥  Тогда

 
ln N(ξ,ε )

lim dim (ξ),
ln ε

n
n F

n
→∞ =

−
   

ln N(ξ,ε )
lim dim (ξ).

ln ε
n

n F
n

→∞ =
−

В ряде случаев требуется указывать компакт X , для которого определяются
введенные выше понятия. Тогда для ξ ( )F X∈  мы будем использовать обозначе-
ния N(ξ,ε, )X  и dim (ξ, )F X  соответственно.

Определение 1 [3]. Размерности финитной аппроксимации для функтора F
сохраняются при переходе к подпространству, если для любого компакта X ,

                                                          
3 Точка η называется ε-приближением ξ, если ρ (ξ,η) εF ≤ .
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любого его замкнутого подмножества A  и любой точки ξ ( )F A∈  выполняются
равенства

dim (ξ,A) dim (ξ,X),F F=  dim (ξ,A) dim (ξ,X).F F=

Аппроксимационным спектром точки ξ ( )F X∈  мы будем называть множество
as(ξ) {N(ξ,ε):ε 0}.= >

Спектр as(ξ)  всегда содержит единицу и является бесконечным множеством,
если бесконечен носитель ξ .

Рассмотрим в качестве F  функтор экспоненты exp  (напомним, что exp( )X  –
пространство непустых замкнутых подмножеств компакта X  с топологией Вье-
ториса), метризованный метрикой Хаусдорфа ρH . Тогда для любого exp( )A X∈
и ε 0>  число N( ,ε)A  есть наименьшее количество ε -шаров4, покрывающих A .
Таким образом, размерности финитной аппроксимации для функтора exp  совпа-

дают соответственно с верхней dimB A  и нижней dimB A  емкостными размерно-
стями множества A  (см. [2]). Нетрудно показать, что емкостные размерности со-
храняются при переходе к подпространству.

Пример. Аппроксимационные спектры подмножеств отрезка. Легко прове-
рить, что для функтора exp  и стандартного канторовского совершенного множе-
ства exp IΠ ∈ , где I  – отрезок [0,1] , имеет место равенство

1as(Π) {2 : }n n N−= ∈ . При этом as( )I N= .
Пусть X  – компакт и P( )X  – пространство вероятностных мер на X  со сла-

бой топологией. Для μ P( )X∈  и непрерывной функции :g X R→  через μ( )g

обозначается μ
X

gd∫ . Для всякого непрерывного отображения компактов

:f X Y→  определено отображение P( ) : P( ) P( ),f X Y→  действующее по форму-

ле 1P( )( )( ) ( )f A f A−μ = μ , где μ P( )X∈  и A  – борелевское подмножество Y . Из-
вестно, что P  – нормальный функтор в категории Comp  (см. [7]). Функтор P
метризуем метрикой Канторовича – Рубинштейна Pρ (см. [8]), которая определя-
ется следующим образом:

 
2

1 1
P 1 2 1 2 1 1 2 2ρ (μ ,μ ) inf{ ρ( , ) η:η P(π ) (μ ) P(π ) (μ )},

X

x x d − −= ∈ ∩∫

где π ,i  1, 2i = , – проекции 2X  на 1-й и 2-й сомножители соответственно. Из-
вестно [9], что

 P 1 2 1 1 1ρ (μ ,μ ) sup{| μ ( ) μ ( ) |: ( )},f f f Lip X= − ∈

где 1( )Lip X  – множество нерастягивающих отображений метрического компакта

( ,ρ)X  в 1R :

 1( ) ,f Lip X x y X∈ ↔ ∀ ∈  | ( ) ( ) | ρ( , ).f x f y x y− ≤
                                                          
4 ε-шаром с центром в точке x в метрическом пространстве ( ,ρ)X  называется множество

( ,ε) { :ρ( , ) ε}B x y x y= ≤ .
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Свойства размерностей квантования

Предложение 2. Пусть ( ,ρ)X  – метрический компакт, A  – конечное подмно-
жество X и μ P( )X∈ . Тогда

Pρ (μ, P( )) ρ( , ) μ.
X

A x A d= ∫

Доказательство. Пусть 1{ ,..., }nA a a= . Положим

{ :ρ( , ) ρ( , )}i iC x X x a x A= ∈ =  и \ ,i i j i jD C C<= ∪  1,..., .i n=

Легко проверить, что семейство  является разбиением X  на борелевские
множества. По построению для каждого ix D∈  выполняется равенство
ρ( , ) ρ( , ).ix a x A=  Пусть ν μ( )δ P( ).

ii ai D A= ∈∑  Рассмотрим множество
2( { }) .i i iD D a X= × ⊂∪  Для любого борелевского множества 2A X⊂  положим

1η ( ) μ(π ( )).A A D= ∩  Поскольку 1π ( )D X=  и 1π  взаимно однозначно на D , η

является вероятностной мерой на 2X  и η ( ) 1.D =  При этом 1P(π )(η) μ,=

2P(π )(η) ν.=  Следовательно,

2
P 1 2 1

{ }

ρ (μ,ν) ρ( , ) η ρ( , ) η ρ( , ) μ ρ( , ) μ.
i i i

ii i
D a D XX

x x d x a d x A d x A d
×

≤ = = =∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ (1)

С другой стороны, для каждой меры κ P( )A∈  имеем

κ(ρ( , )) ρ( , ) κ 0
A

x A x A d= =∫ ,

поскольку ρ( , ) 0x A =  при .x A∈  При этом 1ρ( , ) ( ),x A Lip X∈  следовательно,

Pρ (μ,κ) | μ(ρ( , )) κ(ρ( , )) | ρ( , ) μ.
X

x A x A x A d≥ − = ∫ (2)

Из (1) и (2) следует утверждение предложения.
Предложение 3. Аппроксимационный спектр as(μ)  любой вероятностной ме-

ры μ  с бесконечным носителем равен N .
Доказательство. Достаточно показать, что для каждого n N∈  выполняется

неравенство P 1 Pρ (μ, P ( )) ρ (μ, P ( )).n nX X+ <
Пусть мера ν P ( )n X∈  такова, что P Pρ (μ, ν) ρ (μ, P ( )),n X=  и пусть

supp (ν) A= , | |A n≤ . Выберем точку supp( ) \y A∈ μ  и положим ' { }A A y= ∪ .
Покажем, что

P P 1ρ (μ, P ( )) ρ( , ) μ ρ( , ') μ ρ (μ, P ( '))n n
X X

X x A d x A d A+= > =∫ ∫ . (3)

Утверждение предложения тем самым будет доказано.
Пусть ( , )a y A= ρ . Рассмотрим множество { :ρ( , ) / 3}U z X y z a= ∈ < . По-

скольку U  – окрестность точки supp( )y ∈ μ , μ( ) 0U > . Для любой точки x U∈

2ρ( , )
3

x A a≥  и 1ρ( , ')
3

x A a≤ .
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Следовательно, ( , ) ( , ')
U U

x A d x A dρ μ > ρ μ∫ ∫ . При этом всегда ρ( , ) ρ( , ')x A x A≥ .

Поэтому 
\ \

( , ) ( , ')
X U X U

x A d x A dρ μ ≥ ρ μ∫ ∫ , откуда следует неравенство (3).

Для вероятностных мер, заданных на nR  (метрика в nR при этом порождается
нормой), широко исследованы верхняя и нижняя размерности квантования D  и D ,
которые не зависят от выбора нормы (см. [4]). Эти размерности могут быть определе-
ны и для мер μ P( )X∈ , заданных на произвольном метрическом компакте ( ,ρ)X :

P

ln(μ) lim
lnρ (μ, P ( ))

n
n

nD
X

→∞=
−

, 
P

ln(μ) lim
lnρ (μ, P ( ))n

n

nD
X→∞=

−
. (4)

У выражений (4) есть недостаток: они не работают для мер с конечным носи-
телем (выражение под знаком логарифма в знаменателе обращается в ноль). При
этом имеет место

Предложение 4. Для всякой меры μ P( )X∈  с бесконечным носителем, задан-
ной на метрическом компакте ( ,ρ)X , размерности квантования совпадают с раз-
мерностями финитной аппроксимации:

 P(μ) dim (μ)D = , P(μ) dim (μ)D = .

Доказательство. Положим Pρ (μ, P ( )) εn nX = . В силу равенства as(μ) N=  по-
следовательность εn  монотонно стремится к нулю при n → ∞ . При 1δ [ε ,ε )n n−∈
N(μ,δ) n= .

Следовательно,

1

ln ln N(μ,δ) ln
ln ε ln δ ln εn n

n n

−
≤ <

− − −
, (5)

при 1δ [ε ,ε )n n−∈ . Переходя в неравенствах (5) к верхнему и нижнему пределам
при n → ∞  и δ 0→ , получаем искомые равенства.

Предложение 5. Размерность квантования сохраняется при переходе к под-
пространству. Для любого замкнутого подмножества A X⊂  и любой меры
μ P( )A∈  выполняются равенства

(μ, ) (μ, ),D A D X=  (μ, ) (μ, ).D A D X=

Доказательство. Пусть N(μ,ε, )n X= . Существует мера с конечным носите-

лем 1 1μ δ P ( )
i

n
i x ni a X

=
= ∈∑ , такая, что P 1ρ (μ,μ ) ε≤ . Для каждой точки ix  из но-

сителя меры 1μ  выберем точку iy A∈  так, что ρ( , ) ρ( , )i i ix y x A= , и рассмотрим

меру 2 1μ δ P ( )
i

n
i y ni a A

=
= ∈∑ . Функция ( ) ρ( , )g x x A=  принадлежит 1( )Lip X .

Кроме того, μ( ) 0g = , поскольку supp (μ) A⊂  и ( ) 0g x =  при x A∈ . Возьмем
произвольную функцию 1( )f Lip X∈ . Имеем

1 2| ( ) ( ) | | ( ( ) ( )) | |( ( ) ( ) |i i i i i if f a f x f y a f x f yμ − μ = − ≤ − ≤∑ ∑
1 2 P 1ρ( , ) ρ( , ) | μ ( ) μ ( ) | ρ (μ ,μ) εi i i i ia x y a x A g g≤ = = − ≤ ≤∑ ∑ .
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Следовательно, P 1 2ρ (μ ,μ ) ε≤  и, значит, P 2ρ (μ,μ ) 2ε≤ . Таким образом, мера

2μ  является 2ε -приближением μ . Следовательно, N(μ, 2ε, ) N(μ,ε, )A X≤ . Кроме
того, очевидно, что N(μ,ε, ) N(μ,ε, )X A≤ . Из этих двух неравенств следует утвер-
ждение предложения.

Предложение 6. Для любой меры μ P( )X∈  (μ) dim supp (μ),BD ≤

(μ) dim supp(μ)BD ≤ .
Доказательство. Поскольку размерности квантования и емкостные размерно-

сти сохраняются при переходе к подпространству, без ограничения общности
можно считать, что supp (μ) X= . Пусть N( ,ε)X  – наименьшее число ε -шаров,
покрывающих X , и A  – подмножество X  мощности N( ,ε)X , для которого

ρ( , ) εx A ≤  для любого x X∈ . Тогда Pρ (μ, P( )) ρ( , ) μ ε
X

A x A d= ≤∫ .Таким образом,

для любого ε 0>  N(μ,ε) N( ,ε)X≤ , откуда следует утверждение предложения.
Пусть μ P( )X∈  и ε 0> . Меру ν P( )X∈  будем называть оптимальным ε -

приближением μ , если |supp (ν)| N(μ,ε)=  и P P N(μ,ε)ρ (μ, ) ρ (μ, P ( ))Xν = . Будем го-
ворить, что конечное множество A X⊂  является n -оптимальным для меры
μ P( )X∈ , если | |A n=  и P n Pρ (μ, P ( )) ρ (μ, P( ))X A= .

Предложение 7. Пусть μ P( )i X∈ , 1,...,i k= , – конечный набор мер и для каж-
дого i  определена размерность (μ )iD . Тогда для любой вероятностной меры ви-
да iμ μi ip= ∑ , где 0ip >  и i 1ip =∑ , справедливо равенство (μ) max (μ )i iD D= .

Доказательство. Фиксируем ε 0> . Пусть νi  – оптимальные ε -приближения
мер μi соответственно ( 1i ,...,k= ). Тогда мера iν νi ip= ∑  является ε -

приближением меры μ . При этом supp (ν) supp (ν )i i= ∪ . Следовательно,
N(μ,ε) N(μ ,ε)ii≤ ∑ . (6)

Пусть j  таково, что (μ ) max (μ )j i iD D=  и ν'  – оптимальное εjp -прибли-

жение меры μ . Пусть supp (ν') A= , тогда | | N(μ, ε)jA p= . Имеем:

P Pε ρ (μ, ν ') ρ (μ, P( )) ρ( , ) μ ρ( , ) μj i ii
X X

p A x A d p x A d≥ = = = ∑∫ ∫ . Отсюда следует, что

Pρ (μ , P( )) ρ( , ) μ εj j
X

A x A d= ≤∫ .Таким образом, N(μ ,ε) N(μ, ε)j jp≤ . Откуда в силу

(6) получаем, что
εN(μ , ) N(μ,ε) N(μ ,ε)j ii

jp
≤ ≤ ∑ . (7)

Из неравенств (7) и выбора меры μ j  следует утверждение предложения.

Предложение 8. Для любого метрического компакта ( ,ρ)X  существует мера
μ P( )X∈  такая, что supp (μ) X=  и (μ) 0D = .

Доказательство. Пусть{ : }kx k N∈  – счетное всюду плотное подмножество
X , состоящее из попарно различных точек (для конечного X  утверждение пред-
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ложения очевидно). Положим 1
1μ δ
2 kxk k

∞
=

= ∑ . Очевидно, что supp (μ) X= . Пусть

1{ ,..., }n nA x x= . В силу предложения 2

 P 1
1 1ρ (μ, P( )) ρ( , ) μ ρ( , ) diam ( ) ε
2 2n n k n nk n k n

X

A x A d x A X∞
= +

= = ≤ =∑∫ .

Следовательно, N(μ,ε )n n≤ . Откуда n
n

n

ln N(μ,ε )
lim 0

ln ε→∞ =
−

. Таким образом, в

силу предложения 1 (μ) 0D = .
Теорема 1. Для любого :  0b b≤ ≤ ∞  существует компактное метрическое

пространство bX  с единственной неизолированной точкой, такое, что
dimB bX b= , и для любого [0, ]a b∈ существует вероятностная мера μ P( )a bX∈ ,
для которой (μ )aD a= и supp (μ )a bX= .

Доказательство. Положим { }b i N iX Z p∈= ∪∪ , где iZ  – попарно дизъюнкт-

ные конечные множества, не содержащие точку p . При этом | | [2 ]bi
iZ = , если

b < ∞ , и 2| | 2i
iZ =  при b = ∞ . Метрику ρ на bX  зададим следующим образом: ес-

ли ix Z∈ , jy Z∈  ( )x y≠ , то min( , )
1( , )

2 i jx yρ = , и 1( , )
2ix pρ =  при ix Z∈ . Легко

видеть, что bX  – компактное метрическое пространство с единственной неизоли-
рованной точкой p .

Вычислим емкостную размерность dimB bX . При 1ε
2k k=  любая εk -сеть в Xb

содержит i k iZ<∪ . При этом множество { }i k iZ p< ∪∪  является εk -сетью в bX .
Следовательно, N( ,ε ) | | 1b k ii kX Z

<
= +∑ . Откуда в силу предложения 1

ln N( ,ε )
dim lim

ln ε
b k

B b k
k

X
X b→∞= =

−
.

Случай 0b = тривиален, поэтому дальнейшие рассуждения будем вести в
предположении 0b > . Определим меру μb  на bX  следующим образом. Пусть

2
1

i Nc
i∈

= ∑ . При ix Z∈  положим 2
1μ ({ })
| |b

i

x
ci Z

= , для точки p  μ ({ }) 0b p = .

Меру произвольного подмножества bA X⊂  определим как сумму мер его точек.
Легко проверить, что μ P( )b bX∈ .

Вычислим размерность квантования меры μb . Пусть | | 1k ii kn Z
≤

= +∑ , где

k N∈ . В дальнейшем нас будет интересовать поведение kn  при k → ∞ , так что
при необходимости будем считать, что k  достаточно велико. Покажем, что множе-
ство { }i k iA Z p≤= ∪∪  мощности | | kA n=  является kn -оптимальным для меры μb .

Пусть B  – произвольное kn -оптимальное подмножество для μb . Покажем,
что p B∈ . Предположим противное. Пусть max{ : ji j B Z= ∩ ≠  ø} и iy B Z∈ ∩ .
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Рассмотрим множество ' { } \{ }B B p y= ∪  и покажем, что

P Pρ (μ , P( ')) ρ (μ , P( ))b bB B< . В силу предложения 2 имеем

P \ρ (μ , P( )) ρ( , ) μ ρ( , )μ ({ })
b

b bx X B
X

B x B d x B x
∈

= = ∑∫ . (8)

Аналогично
P \ 'ρ (μ , P( ')) ρ( , ')μ ({ })b bx X BB x B x

∈
= ∑ . (9)

В силу определения метрики ρ  для всех точек x B∉

 ρ( , ) ρ( , ')x B x B≥ . (10)
В сумме, стоящей в правой части равенства (9), есть положительное слагаемое

2
1ρ( , ')μ ({ })

2 | |b i
i

y B y
ci Z

=  , (11)

которого нет в сумме (8). При этом для любого 1ix Z +∈  справедливо равенство
1ρ( , ) 2ρ( , ')
2ix B x B= = . Следовательно,

1 1 2
1(ρ( , ) ρ( , ')) μ ({ })

2 ( 1)i
bx Z ix B x B x

c i+∈ +
− =

+
∑ . (12)

При достаточно больших i  имеет место неравенство 1 2 2
1 1

2 ( 1) 2 | |i i
ic i ci Z+

>
+

 .

Таким образом, в силу (10), (11) и (12) P Pρ (μ , P( )) ρ (μ , P( '))b bB B> , то есть B  не
является kn -оптимальным множеством для меры μb  (при достаточно больших k).

Итак, если B  – оптимальное множество для меры μb  мощности kn , то
p B∈ . Покажем теперь, что i k iZ B≤ ⊂∪ . Предположим, что существует
точка \iy Z B∈ , где i k≤ . Тогда в B  найдется точка jz Z B∈ ∩  при j k> .

Положим ' { } \{ }B B y z= ∪ . Поскольку при { }x B y∉ ∪  ρ( , ) ρ( , ')x B x B=
и ρ( , )μ ({ }) ρ( , ')μ ({ })b by B y z B z> , мы получаем неравенство

P Pρ (μ , P( )) ρ (μ , P( '))b bB B> , противоречащее оптимальности B .
Таким образом, kn -оптимальное множество B , которое заведомо существует,

совпадает с A , что и требовалось. Положим

2
1( , ( )) ( , )

2
i

k P b bi k i k i
Z

P A x A d
ci> >

ε = ρ μ = ρ μ =∑ ∑∫ . (13)

Из определения εk  и kn -оптимальности A  следует равенство
N(μ ,ε ) | | 1b k k ii kn Z

≤
= = +∑ .

Обозначим для краткости через ia  i-й член ряда из (13): 2
1

2i ia
ci

= . Поскольку

1 1lim
2

i
i

i

a
a

+
→∞ = , для больших i  заведомо выполняется неравенство 1

1
4i ia a+ > .
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Откуда следует, что 1
1ε ε
4k k+ >  при больших k . Таким образом, в силу предло-

жения 1 при b < ∞

1 2

2

ln N(μ ,ε )
dim (μ ) lim

ln ε
ln( [2 ] 1) ln[2 ]lim lim

1 ln(2 ( 1) )ln
2

b k
B b b k

k
bi bk

i k
k k k

ii k

b X D

b
c k

ci

→∞

≤
→∞ →∞ +

>

= ≥ = =
−

+
= ≥ =

+−

∑
∑

.

Следовательно, (μ )bD b= . Поскольку dim (μ ) (μ )B b b bX D D≥ ≥ , имеют место

равенства (μ ) (μ )b bD D b= = .
Аналогично, при b = ∞

2 2

1 2

2

ln( 2 1) ln 2(μ ) lim lim
1 ln(2 ( 1) )ln

2

i k
i k

b k k k

ii k

D
c k

ci

≤
→∞ →∞ +

>

+
= ≥ = ∞

+−

∑
∑

и, следовательно, (μ )bD = ∞ .
Пусть теперь a b< . В каждом множестве iZ  выберем подмножество 'iZ

мощности | ' | [2 ]ai
iZ =  и положим ' { }a i iX Z p= ∪∪ . Очевидно, что aX  является

замкнутым подпространством bX . На aX  рассмотрим меру μa , которая опреде-
ляется аналогично мере μb  на bX . Поскольку размерность квантования сохраня-
ется при переходе к подпространству, мы получаем, что (μ )aD a=  в P( )bX . При
этом supp( μ )a aX= . Рассмотрим вероятностную меру ν  на bX , для которой

(ν) 0D =  и supp(ν) bX=  ( ν  существует в силу предложения 8). Положим
1μ' (μ ν) P( )
2a a bX= + ∈  . Очевидно, что supp( μ' )a bX= . При этом в силу предло-

жения 7 (μ' )aD a= . Теорема доказана.
Замечание. Все пространства bX  гомеоморфны сходящейся последовательно-

сти S . Из теоремы 1 и предложения 6 следует, что размерность квантования фик-
сированной меры μ P( )S∈  зависит от метрики на S  и может варьироваться от
нуля до бесконечности (включительно).
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Let F  be a seminormal metrizable functor, ( ,ρ)X  a metric compact, ρF  a functorial

extension of the metric ρ  to ( )F X , and let ( )nF X  be the subspace of ( )F X  consisting of
points ξ , the support supp (ξ)  of which contains not more than n  elements ( n N∈ ). For each
ξ ( )F X∈  and a real number ε 0>  we set N(ξ,ε) min{ :ρ (ξ, ( ) ε}F nn F X= ≤  ( N(ξ,ε)  is well

defined since ( )n N nF X∈∪  is everywhere dense in ( )F X ). For any point ξ ( )n N nF X∈∉∪  the
number N(ξ,ε)  increases unlimitedly as ε 0→ . The rate of this increase is characterized by

ε 0
ln N(ξ,ε)dim (ξ) lim

ln εF →=
−

,

which we call the dimension of finite approximation of the point ξ  (if the specified limit does not

exist, we consider the upper or lower limits and get the upper dim (ξ)F  or the lower dim (ξ)F

dimensions of finite approximation).
For the probability functor P , which is metrized by the Kantorovich–Rubinstein metric, the

dimension of finite approximation Pdim (ξ)  coincides with the quantization dimension (μ)D  of
the measure μ P( )X∈ . The theory of quantization dimensions is motivated by problems of
probability theory and is constructed in terms of this theory for probability measures defined in

nR (where the metric is defined by the norm; in this case the dimension (μ)D  is independent of
the choice of the norm). The proposed functorial approach extends the notion of quantization
dimension to probability measures defined on an arbitrary metric compact ( ,ρ)X . In this case, the
dimension (μ)D  of the measure μ P( )X∈  depends on the choice of the metric ρ compatible
with the topology on X  and can vary widely. It is shown that a number of statements of the
theory of quantization, known for measures in nR , remains true in the general case. Moreover,
the proofs of these statements, carried out in terms of metric and topology, are more compact.

It is proved that for any [0, ]b ∈ ∞  there is a metric compact bX  such that the box-dimension

dimB bX b= ; on bX , there exist probability measures with the support equal to bX  quantization
dimensions of which take all possible values from the interval [0, ]b .
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