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АБЕЛЕВЫ SACR-ГРУППЫ

Абелевы группы, на которых любое кольцо является ассоциативным и ком-
мутативным, называются SACR-группами. Ассоциативное кольцо называет-
ся филиальным, если любой его метаидеал конечного индекса является
идеалом. Абелева группа G называется TI-группой, если  любое ассоциа-
тивное кольцо на G является  филиальным. Получено описание однородных
вполне разложимых факторно делимых абелевых SACR-групп, а также по-
казано, что любая неразложимая абелева группа без кручения ранга 2 явля-
ется SACR-группой. В частности, получено описание TI-групп в классе не-
разложимых абелевых групп без кручения ранга 2.
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Одним из направлений теории аддитивных групп колец является изучение
абелевых групп, на которых любое кольцо принадлежит определённому классу.
Для определения кольцевой структуры на абелевой группе G   необходимо ука-
зать гомоморфизм : ,G G Gμ ⊗ →  который  называется умножением на группе .G
Умножение задает структуру кольца на группе .G  Изучению аддитивных групп
колец посвящен целый раздел в знаковой монографии Л. Фукса [1], наиболее пол-
ный обзор содержится в двухтомной монографии С. Фейгельстока [2].

Проблема изучения взаимосвязи между строением абелевой группы и свойст-
вами колец на ней весьма многогранна. В [3] изучаются абелевы группы, на кото-
рых любое кольцо коммутативно, такие группы называются CR-группами. В свя-
зи с этим в [3] введено понятие SACR-группы (от «Strongly Associative and
Commutative Ring»),  SACR-группа  это абелева группа, на которой любое кольцо
является ассоциативным и коммутативным.  В той же работе, показано, что в
классе всех периодических абелевых групп понятия CR-группы и SACR-группы
эквивалентны. До настоящего времени CR-группы и SACR-группы были описаны
в классах абелевых групп: периодических групп [3], вполне разложимых групп
без кручения [4], алгебраически компактных групп [5]. Далее, в настоящей работе
мы рассматриваем аддитивные группы филиальных колец. Ассоциативное кольцо
называется филиальным, если любой его метаидеал конечного индекса является
идеалом. Согласно [6], подкольцо A  ассоциативного кольца R  называется ме-
таидеалом индекса n , если существует такой ряд 0 1 ... ,nA A A A R= ⊂ ⊂ ⊂ =
что iA  является идеалом 1iA +  для всех 0,..., 1.i n= −  Нетрудно видеть, что ассо-
циативное кольцо является филиальным тогда и только тогда, когда в нем отно-
шение «быть идеалами» транзитивно [7]. Филиальные кольца систематически
изучались многими авторами, наиболее значительные результаты содержатся в
[7−9]. В [10] Р. Андрушкевич и М. Воронович ввели понятие TI-группы, т.е. такой
абелевой группы G , что любое ассоциативное кольцо с аддитивной группой G
филиально. Проблема изучения TI-групп сформулирована в [10], там же получено
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описание периодических TI-групп. Кроме того, что TI-группы были описаны в
классах абелевых групп: алгебраически компактных групп [5], почти вполне раз-
ложимых групп [11].

Настоящая работа посвящена изучению аддитивных групп ассоциативных и
коммутативных колец. В разделе 1, получено описание однородных вполне раз-
ложимых факторно делимых SACR-групп (теорема 7). Доказательство этой тео-
ремы опирается на теорему о том, что любая факторно делимая группа ранга 1 яв-
ляется SACR-группой. Далее, в разделе 2 показано, что любая неразложимая
группа без кручения ранга 2 является SACR-группой. Кроме того, доказано, что
понятие TI-группы и nil-группы в классе неразложимых групп без кручения ранга 2
эквивалентны. До настоящего времени все найденные TI- группы без кручения
являются SACR-группами. Однако обратное утверждение неверно, пример приве-
ден в разделе 2.

Все группы, рассматриваемые в работе, абелевы, и слово «группа» везде в
дальнейшем означает «абелева группа». Будем использовать следующие обозна-
чения и определения.  Умножение : G G Gμ ⊗ →  на группе G часто обозначается
также знаком ×  и  т.п., т. е. 1 2 1 2( )g g g gμ ⊗ = ×  для всех 1 2, .g g G∈  Группа G  с
заданным на ней умножением ×  определяет кольцо на группе ,G  которое обо-
значается ( , ).G ×  Кольцо ( , )G ×  называется нуль-кольцом, если 1 2 0g g× =  для
любых 1 2, .g g G∈  Группа G  называется nil-группой, если любое кольцо на
G является нуль-кольцом. Как обычно, 0, , P` ` множества натуральных,  це-
лых неотрицательных, всех простых чисел соответственно, ]   группа (кольцо)
всех целых чисел, _  – группа (поле) всех рациональных чисел, ( )n]  – цикличе-

ская группа порядка ,n n] кольцо / .n] ]  Через ˆ ,p]  *
p_  обозначим аддитив-

ную группу и кольцо целых p -адических чисел соответственно.  Пусть G
группа, g G∈  и ( , )G ×  кольцо на G , через ( )g ×  обозначим идеал кольца ( , ),G ×
порожденный элементом ,g  *g   сервантная подгруппа, порожденная элемен-
том ,g ( )gχ   характеристика элемента g , ( )o g порядок элемента .g  Под

( )T G понимается  частично упорядоченное множество типов ( )t g  для { }\ 0 ,g G∈
( )r G   ранг группы .G  Элемент прямого произведения i

i I
G G

∈
= ∏  групп iG

( )i I∈ будем записывать в виде ( ) ,i i Ig ∈  где i ig G∈  для всех .i I∈  За всеми опре-
делениями и обозначениями, если не оговорено противное, мы отсылаем к [1].

1. Однородные факторно делимые SACR-группы

В этом разделе описаны однородные вполне разложимые факторно делимые
SACR-группы. Понятие факторно делимой группы было введено Р. Бьюмонтом и
Р. Пирсом в [12] для описания   групп, допускающих кольцевую структуру, кото-
рая вкладывается в полупростую сепарабельную алгебру. В совместной работе
А.А. Фомина и У. Уиклесса [13], это понятие распространено на случай смешан-
ных групп, в той же работе показано, что смешанные факторно делимые группы
двойственны группам без кручения конечного ранга.
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Определение 1 [13]. Группа G  называется факторно делимой, если она не со-
держит ненулевых делимых периодических подгрупп, но содержит свободную
подгруппу F конечного ранга, такую, что /G F   делимая периодическая группа.

Базисом и рангом факторно делимой группы G будем называть всякий базис и
ранг свободной группы .F

Несмотря на то, что факторно делимые группы широко изучаются в алгебраи-
ческой литературе (см. [13−17]), многие свойства колец на таких группах до сих
пор не исследованы. В настоящее время класс факторно делимых групп  один из
самых исследуемых в теории абелевых групп. В [16] получено описание факторно
делимых групп ранга 1 с помощью кохарактеристик.  Известно, что умножение на
произвольной группе продолжается однозначно до умножения на её сервантно-
инъективной и копериодических оболочках, в связи с этим при изучении колец на
факторно делимых группах возникает необходимость исследования кольцевых
структур на алгебраически компактных группах. Описание всех умножений на
редуцированной алгебраически компактной группе получено в [18].

Предложение 2 [5]. Редуцированная алгебраически компактная группа A  яв-
ляется SACR-группой тогда и только тогда, когда 

0
p

p P
A A

∈
= ∏ , где 0 ,P P⊆

ˆ
p pA = ]  или ( )k

pA p= ]  ( k ∈` ) при любом 0.p P∈

Лемма 3. Пусть G   редуцированная факторно делимая группа ранга 1,
являющаяся подгруппой группы 

0

,p
p P

A A
∈

= ∏  где 0P P⊆ , ˆ
p pA = ]  или ( )k

pA p= ]

( k ∈` ) при любом 0.p P∈  Тогда любое умножение на G  может быть продол-
жено до умножения на группе  A .

Доказательство. Покажем, что фактор-группа /A G   делима, то есть она
является p -делимой группой для любого простого числа p . Фиксируем простое
число p . Тогда ',pA A A= ⊕  где ' ,q

q p
A A

≠
= ∏ q   простое число. Группа A

может быть представлена в виде  * ,p p
p

A e= ∏_  где ( )po e = ∞  или

( ) k
po e p= ( ).k ∈`  Согласно [18], на группе A  существует такое умножение ⋅ ,

что p p pe e e⋅ =  и 0p qe e⋅ =  при любом простом .q p≠    Ясно, что кольцо ( , )A ⋅

ассоциативно и коммутативно по предложению 2 и ( )p pe e=  – единица этого

кольца. Пусть .g A∈  Запишем элементы e  и g  в виде ',pe e e= +  ',pg g g= +

где  ,p p pe g A∈  и ', ' '.e g A∈  Тогда найдутся целые числа ,is  0 1is p< < −

( 0,1, 2,...)i =  и *
px ∈_  такие, что 1

0 1 1( ... )k k
p k pg s s p s p p x e−

−= + + + + ( ).k ∈`

Положим 1
0 1 1... .k

km s s p s p −
−= + + +  Тогда получаем, что ( ) ,k

p pg m p x e= +  где

, .m k ∈`  Так как G   редуцированная факторно делимая группа ранга 1, то
группа G  изоморфна аддитивной группе кольца *R eχ =  [16, теорема 4], откуда,

.me G∈  Тогда имеем
( ') ( ') ( ) ( ' ') .p p p pg G g me G g g m e e G g me g me G+ = − + = + − + + = − + − +
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Так как ' ' 'g me A− ∈  и 'A  является p -делимой группой, то ' 'g me−  делится

на любой степень простого числа .p  Кроме того, ,k
p pg me p x− =  то есть

p pg me−  делится на kp  для произвольного натурального числа .k  Следователь-

но, /A G   p -делима для всех p P∈  и, значит, /A G   делима. Следовательно,
A является сервантно-инъективной оболочкой группы G  по лемме 48.1  в [1]. В
силу теоремы 119.3 в [1] получаем, что любое умножение на группе G  продолжа-
ется до умножения на A .

Теорема 4.  Пусть G   факторно делимая группа ранга 1. Тогда G  является
SACR-группой.

Доказательство. Пусть G   факторно делимая группа ранга 1 кохарактери-
стики ( ).pmχ =  Тогда определим кольцо ,p

p P
Aχ

∈
= ∏]  где ,mpp

]  если pm < ∞ , и

* ,p pA = _  если .pm = ∞  Рассмотрим два следующих случая.
С л у ч а й  1.   χ  принадлежит нулевому типу и соответствует целому неотри-

цательному числу m . В силу  теоремы 4 в [16] группу G  можно представить в
виде ( )G m= ⊕_ ]  0( ).m ∈`  Так как _  и ( )m]   вполне характеристические
подгруппы группы G , то разложение группы G   также  является и разложением в
кольцевом смысле.  Нетрудно убедиться, что _  и ( )m] являются SACR-
группами, тогда любое кольцо на группе G  ассоциативно и коммутативно.

С л у ч а й  2.  χ   принадлежит ненулевому типу. В этом случае, группа G

изоморфна аддитивной группе кольца Rχ , где * ,R eχ
χ= ⊂ ]  e   единица

кольца χ] [16, теорема 4]. В силу предложения 2 аддитивная группа кольца χ]

SACR-группа. Откуда любое кольцо на G  ассоциативно и коммутативно по лем-
ме 4. Таким образом, G является SACR-группой.

Теперь перейдем к описанию однородных вполне разложимых факторно де-
лимых SACR-групп.

Замечание 5. Всякое ненулевое прямое слагаемое SACR-группы является
SACR-группой. Однако прямая сумма и прямое произведение SACR-групп не
обязаны быть SACR-группами.

Определение 6 [17]. Факторно делимая группа G  называется вполне разло-
жимой, если она раскладывается в прямую сумму факторно делимых групп ранга 1.
Если все эти факторно делимые группы ранга 1 изоморфны между собой, то есть
определяются одной и той же кохарактеристикой ,χ  то группа G  называется од-
нородной вполне разложимой факторно делимой группой кохарактеристики .χ

Таким образом, однородная вполне разложимая факторно делимая группа

n
G Rχ= ⊕  полностью определяется своим рангом n  и кохарактеристикой .χ

Теорема 7. Пусть G   однородная вполне разложимая факторно делимая
группа кохарактеристики ( ).pmχ =  Группа G  является SACR-группой тогда и

только тогда, когда ( ) 1.r G =
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Доказательство. Пусть ,in
G G= ⊕  где ,iG Rχ≅ +  и  G  SACR-группа. Ес-

ли ( ) 1,r G =  то по теореме 4 G  является SACR-группой. Допустим, ( ) 1.r G >  Без
потери общности можно считать, что 1 2 ',G G G G= ⊕ ⊕  где 1 2,G G   факторно
делимые группы ранга 1, 'G  однородная вполне разложимая  факторно делимая
группа кохарактеристики χ . Рассмотрим два следующих случая.

С л у ч а й  1. Если в χ  есть pm , такое, что 0 pm< < ∞ , то группы 1G

и 2G  можно записать  в виде '
1 1( ) ,pmG p G= ⊕]  '

2 2( ) .pmG p G= ⊕]  Откуда

( ) ( )p pm mp p⊕] ]  служит прямым слагаемым для группы G . В силу теоремы 5 в

[3], существует некоммутативное кольцо на ( ) ( ).p pm mp p⊕] ] Следовательно,

( ) ( ),p pm mp p⊕] ]   и G  не являются SACR-группами.
С л у ч а й  2. Если в χ  нет конечных ненулевых чисел ,pm  то в χ  содержат

только 0 и символ .∞  Тогда  iG  группа без кручения ранга 1 идемпотентного
типа по предложению 5.15 в [15]. Отсюда  in

G G= ⊕   однородная вполне разло-

жимая группа идемпотентного типа.  Согласно теореме 8 в [3], существует не-
коммутативное кольцо на G  и, значит, G  не является SACR-группой. 

Во всех случаях получилось противоречие, следовательно, ( ) 1.r G =

2. Неразложимые SACR-группы, TI-группы без кручения 2

Напомним, что в классе вполне разложимых групп без кручения описаны
SACR-группы [3] и TI-группы [11]. В свою очередь, SACR-группы и TI-группы
изучаются в классе неразложимых групп без кручения ранга 2. Кольцам на нераз-
ложимых группах без кручения ранга 2 посвящены многие работы (см. [19−23]).

Теорема 8 [19]. Пусть G     неразложимая группа без кручения ранга 2. Если
G  допускает ненулевую кольцевую структуру, то ( )T G  содержит единствен-
ный минимальный тип и не более 3 типов.

Замечание 9. Согласно доказательству теоремы 8, неразложимая группа без
кручения ранга 2 G  не является nil-группой тогда и только тогда, когда выполня-
ется один из следующих случаев:

1)  | ( ) | 1T G = , причем этот тип обязан быть идемпотентным;
2) | ( ) | 2T G = , причем один из них минимален, а другой максимален;
3) | ( ) | 3T G = , причем один из этих типов минимален, а два других максималь-

ны; в этом случае один из максимальных типов обязан быть идемпотентным.
Для изучения взаимосвязи между nil- и TI-группами введём следующее опре-

деление. Будем говорить, что ( )T G удовлетворяет (nil)-условию, если ни одно из
предыдущих условий не выполняется.

Теорема 10.  Пусть G однородная неразложимая группа без кручения ранга 2.
Тогда G  является SACR-группой. Более того, G  является TI-группой тогда и
только тогда, когда G  имеет неидемпотентный тип.
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Доказательство. Утверждение о том, что G  является SACR-группой следует
из теоремы 4.5 в [23]. Теперь докажем второе утверждение.

Пусть G   однородная неразложимая группа без кручения ранга 2  неидем-
потенного типа. В силу замечания 9, G   nil-группа, откуда G  является TI-
группой. 

Обратно, пусть G   TI-группа. Допустим, что G  имеет идемпотентный тип.
Согласно теореме 1 в [8], кольцо ( , )G ×   филиально тогда и только тогда, когда

2( ) ( )g g g× ×= +]

для любого .g G∈  Пусть { },x y −  множество независимых элементов в группе .G
Определим кольцо ( , )G ×  на ,G  положив

,x x mx× =  ,x y y x my× = × =  0,y y× =

где m    положительное целое число.  В кольце ( , )G ×  рассмотрим множество

( ) ,I y mRy y×= = +]
где  R  такая подгруппа группы ,_  что , ,x x mx x y y x my y y mry× = × = × = × =
является кольцом на .G  С другой стороны,

2( ) 0 .J y y y y×= + = + =] ] ]

Ясно, что ,R ≠ ]  отсюда I J≠  и, значит, ( , )G ×  не филиально,  получается про-
тиворечие. Следовательно,  G  группа неидемпотентного типа.

Лемма 11. Пусть G   неразложимая группа без кручения ранга 2,
{ }1 2 1 2( ) , | .T G t t t t= <  Тогда G является SACR-группой, но не является TI-

группой.
Доказательство. Пусть ,x y G∈ , такие, что 1( )t x t=  и 2( ) .t y t=  В силу лем-

мы 3 в [21], любое кольцо ( , )G ×  на G  определяется следующим образом:
,x x ay× =  0,x y y x y y× = × = × =

для некоторого .a ∈_  Нетрудно проверить, что ( , )G ×  ассоциативно и коммута-
тивно. Следовательно,  G  является SACR-группой. Теперь определим кольцо
( , )G ×  на ,G  положив

,x x y× =  0.x y y x y y× = × = × =

Аналогично  доказательству теоремы 10 получаем, что кольцо ( , )G ×  не филиаль-
но. Таким образом, G  не является TI-группой.

Пример.  Пусть 2 5
1 1 1,G x x y
p p p

= +  для всех  .p P∈  Тогда

{ }1 2 1 2( ) , | ,T G t t t t= <  где 1 (1,1,...)t =  и 2 (4, 4,...).t =  Определим кольцо ( , )G ×

на ,G  положив ,x x y× = 0.x y y x y y× = × = × =  Имеем: 2
1 1( ) ,x y y x
p p× = + +] ] ]

и 2( ) .x x y x× + = +] ] ]  Следовательно, 2( ) ( ) ,x x x× ×≠ +] откуда ( , )G ×  не филиаль-
но. Значит, G  не является TI-группой.
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Лемма 12.  Пусть G   неразложимая группа без кручения ранга 2,
{ }0 1 2( ) , , ,T G t t t=  где 0 1,t t<  0 2t t< и хотя бы один из { }1 2,t t  идемпотентный. То-

гда G  является SACR-группой, но не является  TI-группой.
Доказательство. Пусть ,x y G∈ , такие, что 1( )t x t=  и 2( ) .t y t=  В силу тео-

ремы 2 в [22], любое кольцо ( , )G ×  на G  определяется следующим образом:
,x x ax× =  0,x y y x× = × =  ,y y by× =

для некоторых , .a b ∈_  Нетрудно проверить, что ( , )G ×  ассоциативно и коммута-
тивно. Следовательно,  G  является SACR-группой. Без потери общности можно счи-
тать, что 1t   идемпотентный тип. Тогда определим кольцо ( , )G ×  на ,G  положив

,x x x× = 0.x y y x y y× = × = × =

Пусть ,p P∈  такое, что p  не делит x  в группе .G  Положим .g px y G= + ∈
Тогда имеем:

( ) ,I g pRx g×= = +]
2 2 2 2 2( ) ,J g g p R x p Rx p x g×= + = + + +] ] ]

для некоторой подгруппы R  группы ._  Очевидно, .px I∈  Допустим,

что .px J∈  Тогда найдутся 2
1 ,r R∈  2 ,r R∈  , ,k l ∈]  такие, что

2 2 2
1 2 ( ).px p r x p r x kp x l px y= + + + +  Отсюда, 2 2 2

1 2( ) .px p r p r kp lp x ly= + + + +  Из

этого следует, что  0,l =  откуда 2
1 2( )px p r r k x= + +  и, значит, | ,p x  что противо-

речит выбору числа .p  Следовательно, ,I J≠  откуда кольцо ( , )G ×   не филиаль-
но по теореме 1 в [8]. Таким образом, G  не является TI-группой.

Следствие 13. Любая неразложимая группа без кручения ранга 2 является
SACR-группой.

Доказательство. Вытекает из замечания 9, теоремы 10 и лемм 11, 12.
Теорема 14. Неразложимая группа без кручения ранга  2 G  является  TI-

группой тогда и только тогда, когда ( )T G удовлетворяет (nil)-условию.
Доказательство. Пусть G  неразложимая группа без кручения ранга  2. Ес-

ли группа G  удовлетворяет одному из 4 предыдущих условий, то G nil-группа
по замечанию 9. Следовательно, G  является TI-группой.

Обратно, пусть G  TI-группа. Мы рассмотрим следующие случаи:
С л у ч а й  1.  Если { }( ) ,T G t=  то  t неидемпотентен по теореме 10.
С л у ч а й  2. { }1 2( ) , .T G t t=  В этом случае, допустим, что 1 2.t t<  Тогда в силу

леммы 11, G  не является TI-группой. Наоборот, если 1 2,t t несравнимые типы,
то G  является nil-группой по замечанию 9. Следовательно, G  TI-группа.

С л у ч а й  3. | ( ) | 3T G = . Допустим, ( )T G  выполняет условие 3 в замечании 9.
Без потери общности можно считать, что 1t   идемпотентный тип. Тогда в силу
леммы 11, G  не является TI-группой. Наоборот, если | ( ) | 3T G =  и также не вы-
полняет условие 3 в замечании 9, то G  является nil-группой. Следовательно, G
TI-группа.

С л у ч а й  4. Если | ( ) | 3,T G >  то G   nil-группа по замечанию 9. Таким обра-
зом, теорема доказана.
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Следствие 15.  Неразложимая группа без кручения ранга  2 G  является  TI-
группой тогда и только тогда, когда G nil-группа.
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A homomorphism : G G Gμ ⊗ →  is called a multiplication on an abelian group G. An
abelian group G with a multiplication on it is called a ring on G. The study of abelian groups
supporting only a certain ring is one of the trends in the additive group theory. An abelian group
on which every ring is associative and commutative is called an SACR-group (this abbreviation
comes from: “strongly associative and commutative ring”). In this paper, we study SACR-groups
in the following classes of abelian groups: homogeneous completely decomposable quotient
divisible groups and indecomposable torsion-free groups of rank 2. Together with associative and
commutative rings, we are also interested in additive groups of filial rings. An associative ring in
which all meta-ideals of finite index are ideals is called filial. Certainly, an associative ring R is
called filial if the relation of being an ideal in R is transitive. An abelian group on which every
associative ring is filial is called a TI-group.

In Section 1, homogeneous completely decomposable quotient divisible abelian SACR-
groups are described (Theorem 7). The proof of this theorem is based on Theorem 4: every
quotient divisible group of rank 1 is an SACR-group. Further, in Section 3, it is shown that every
indecomposable torsion-free group of rank 2 is an SACR-group. In particular, TI-groups are
described in the class of indecomposable torsion-free abelian groups of rank 2. It is shown that the
concepts of a TI-group and a nil-group in the class of rank 2 torsion-free indecomposable groups
are equivalent. Until now, all known torsion-free TI-groups are SACR-groups. However, the
converse is not true; an example is given in Section 3.
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