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КОНЕЧНЫЕ ДЕФОРМАЦИИ ТОРОИДАЛЬНОЙ ОБОЛОЧКИ1

Рассматривается нелинейно-упругая осесимметричная модель тороидальной
оболочки под действием внутреннего давления. Используются определяю-
щие соотношения в виде квазилинейной связи тензора истинных напряже-
ний с коротационным тензором Генки. Данный подход позволил естествен-
ным образом удовлетворить условию несжимаемости. Получена замкнутая
система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений относи-
тельно шести неизвестных функций. С помощью метода последовательных
приближений дана оценка напряженно-деформированного состояния обо-
лочки.
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Исследование характеристик упругих оболочек при возникновении в них ко-
нечных деформаций является перспективным направлением развития механики,
что подтверждается большим количеством современных публикаций на эту тему
[1−5].

В настоящей работе рассмотрена нелинейно-упругая осесимметричная модель
тороидальной оболочки под действием внутреннего давления. Выбор схемы сле-
дует из распространения деталей подобного рода и внимания исследователей к
соответствующей проблематике [6−9]. При этом в работе [10] рассматривается
половина тороидальной оболочки, в [11] изучается оболочка с эллиптическим
сечением. В публикациях [12, 13] рассматривается тороидальная оболочка при
воздействии внешнего и внутреннего давлений, изучается эффект устойчивости,
возникающий при превышении внешним давлением внутреннего.

Постановка задачи в настоящей работе строится на определяющем соотноше-
нии в виде квазилинейной связи тензора истинных напряжений с коротационным
тензором Генки, в то время как в работах [7, 9, 14, 15] используется закон Гука, не
позволяющий естественным образом удовлетворить условию несжимаемости при
конечных деформациях.

В отличие от исследований [14, 16], в которых для решения задач с тороидаль-
ными оболочками предлагается использовать метод конечных элементов, в на-
стоящей работе используется метод последовательных приближений [17].

                                                          
1 Работа выполнена при частичной поддержке гранта Президента Российской Федерации (проект МД-

1803.2019.1, формулировка постановки задачи) и РНФ (проект № 19-71-10008, оценка напряженно-
деформированного состояния оболочки).
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1. Кинематика процесса

Рассматривается напряженно-деформированное состояние оболочки, опорная
поверхность которой имеет в начальном (недеформированном) состоянии форму
тора и нагружается внутренним давлением P. Схема расчета представлена на рис. 1.

ze
G

0r

0q

0a
0r

0n
G

0t
G

Рис. 1. Схема модели
Fig. 1. Design of a model

Оболочка отнесена к цилиндрической системе координат 0r , ϕ , 0z .  Радиус-
векторы, соединяющие центр данной системы с материальными точками опорной
поверхности, распределены по закону

( )0 0 0 0 0 0sin cosr zx a e e= + ρ θ + ρ θ
G G G , (1.1)

где 0a , 0ρ  – начальные размеры тора, 0θ  – угол, определяющий положение точек
поперечного сечения опорной поверхности.

Положение точек опорной поверхности в начальный момент определяется ко-
ординатами 0r , 0ϕ , 0z , а в деформированном состоянии – координатами r, ϕ , z.
В силу осевой симметрии 0ϕ = ϕ .

В результате положения точек деформированной поверхности будут опреде-
ляться радиус-векторами

( ) ( )0 0 0r zx r e z e= θ + θ
G G G . (1.2)

Закон (1.2) учитывает изменение в процессе деформации поперечного сечения
оболочки. Из закона движения (1.1), (1.2) следует, что движение поперечного се-
чения определяется двумя функциями от начальной координаты 0θ :

( )0r r= θ , ( )0z z= θ . (1.3)
Положение точек оболочки, отстающих на расстояние ξ , отсчитываемое

вдоль нормали к опорной поверхности (ОП), в начальном состоянии определяется
в  виде

( )0 0 0 0 0 0 0sin cosr zx x n x e e= + ξ = + ξ θ + θ
G G G G G G . (1.4)

Положение тех же материальных точек в деформированном состоянии имеет
вид

( )0 3 0 0x x n= + λ θ ξ
G G G . (1.5)
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Закон (1.5) предполагает выполнение обобщенной гипотезы Киргоффа – точ-
ки, лежащие на прямой вдоль начальной нормали 0nG , остаются на прямой вдоль
текущей нормали nG . При этом ( )3 0λ θ  – относительное удлинение (укорочение)
нормальных волокон.

П о с т р о е н и е  а ф ф и н о р а  д е ф о р м а ц и и
д л я  з а к о н а  д в и ж е н и я  ( 1 . 3 )  –  ( 1 . 5 )

Как известно [18], аффинор деформации связывает материальные элементар-
ные векторы в начальном и деформированном состоянии.

Элементарный (бесконечно малый) вектор начального состояния имеет вид

0 0
0 0

x x xd x d d d∂ ∂ ∂
= θ + ξ + ϕ

∂θ ∂ξ ∂ϕ

G G GG .

Векторы-касательные к координатным линиям, обозначим как

1 2 3
0 0

; ;x x xe e e∂ ∂ ∂
= = =

∂θ ∂ϕ ∂ξ

G G GG G G . (1.6)

Из выражений (1.1), (1.4), (1.6) получим

( )0
1 0 0 0 0 0

0

x
e

∂
= + ξ τ = ρ + ξ τ

∂θ

G
G G G , (1.7)

где 0 0 0cos sinr ze eτ = θ − θ
G G G  – единичный вектор касательной к линии 0θ ;

0 0 0sin cosr zn e e= θ + θ
G G G  – единичный вектор вдоль ξ ;

( )

( )

0
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

x
sin sin sin

sin sin ;

r re e
e a e

a e

ϕ

ϕ

∂ ∂ ∂
= + ξ θ = + ρ θ + ξ θ =

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
= + ρ θ + ξ θ

G G G
G G

G
(1.8)

0
3 0 0 0

0
sin cosr z

x
e e e n

∂
= = θ + θ =

∂ ξ

G
G G G G .

Пусть 0h  – толщина оболочки, тогда 0 0
02 2

h h
− ≤ ξ ≤ .

Так как 0 0a h� , пренебрегаем слагаемым, содержащим ξ  в формулах (1.7) и
(1.8), тогда

( )
( )

1 0 0 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

cos sin ;
sin ;

sin cos .

r z

r z

e e e
e a e
e e e n

ϕ

ρ θ − θ = ρ τ
+ ρ θ

= θ + θ =

G G G G�
G G�
G G G G

 (1.9)

Используя представление отсчетного базиса в виде (1.9), найдем его контрава-
риантные компоненты из условия

i ik
ke g e=

G G , (1.10)

где ikg  – компоненты обратной метрической матрицы.

Для определения ikg  найдем ковариантные компоненты метрической матри-
цы. Используя (1.9), получим
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2
11 1 1 0g e e= ⋅ = ρ

G G ; 12 13 23 0g g g= = = ;

( )2
22 2 2 0 0 0sing e e a= ⋅ = + ρ θ

G G ; 33 3 3 1g e e= ⋅ =
G G .

Из условия
kj j

ik ig g = δ

находим компоненты обратной метрической матрицы

11
2

11 0

1 1g
g

= =
ρ

; 
( )

22 2
0 0 0

1
sin

g
a

=
+ ρ θ

; 33 1g = . (1.11)

Из выражений (1.9), (1.10) и (1.11) получим векторы контравариантного базиса

( )1 11
1 0 0 0

0 0

2 22
2

0 0 0 0
3 33

3 3 0 0 0

1cos sin ;

1 1 ;
sin

sin cos ,

r z

r z

e g e e e

e g e e e
a r

e g e e n e e

ϕ ϕ

1
= = θ − θ = τ

ρ ρ

= = =
+ ρ θ

= = = = θ + θ

G G G G G

G G G G

G G G G G

(1.12)

Элементарный материальный вектор деформированного состояния представим
в виде

0 0
0 0

x x xd x d d d∂ ∂ ∂
= θ + ϕ + ξ

∂θ ∂ϕ ∂ξ

G G GG .

Используя выражения (1.2) и (1.5), получим следующие представления векто-
ров материального базиса:

0
1

0 0

0
2

3 3
0

;

;

,

r z

r

xx r e z e

x e
r re

x n

ϕ

∂∂ ′ ′∋ = = +
∂θ ∂θ
∂ ∂

∋ = =
∂ϕ ∂ϕ
∂

∋ = = λ
∂ξ

GGG G G�
G GG G�
GG G

(1.13)

где 
0

drr
d

′ =
θ

, 
0

dzz
d

′ =
θ

.

Единичный вектор, касательный к меридиану, с учетом (1.13) принимает вид

( )1 11 11r zG r e z e G′ ′τ = ∋ = +
GG G G , (1.14)

где ( ) ( )2 2 2 2
11 1 1 1 0G r z′ ′=∋ ⋅ ∋ = + = λ ρ

G G ; 1
1

0

∋
λ =

ρ

G
 – относительное удлинение мери-

дионального волокна.
Единичный вектор нормали к деформированной поверхности определяем,

используя (1.15):

( ) ( )1 2

1 2 1 2 0 0 1 0

1 1
r z z rn r e z e re r e z e

r ϕ
∋ × ∋ ′ ′ ′ ′= = + × = −
∋ ∋ λ λ ρ λ ρ

G G
G G G G G G

G G , (1.15)

где 2
0

r
r

λ =  – относительное удлинение окружного волокна.
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С учётом данных выражений векторы материального базиса (1.13) запишем в
виде

1 1 0∋ = λ ρ τ
G G ; 2 0 2re r eϕ ϕ∋ = = λ

G G G ; 3 3n∋ = λ
G G . (1.16)

Представим тензор-аффинор Φ
�

 в следующем виде [18]:

x
i i

ii
xx e e∂

Φ = ∇ = = ∋
∂

D GG GG G G
�

.

В нашем случае, используя формулы (1.12), (1.16), находим разложение аффи-
нора по векторам локальных базисов

1 0 2 3 0e e n nϕ ϕΦ = λ τ τ + λ + λ
G G G G G G

�
. (1.17)

П о с т р о е н и е  м е р  д е ф о р м а ц и й  и  т е н з о р а  п о в о р о т а

Из определения меры деформаций Коши – Грина через тензор-аффинор нахо-
дим ее диадное разложение по начальному локальному базису

T 2 2 2
1 0 0 2 3 0 0G e e n nϕ ϕ= Φ ⋅Φ = λ τ τ + λ + λ
G G G G G G

� ��
,

где T
1 0 2 3 0e e n nϕ ϕΦ = λ ττ + λ + λ
GG G G G G

�
 – транспонированный тензор.

Тензор деформаций Коши – Грина по определению принимает вид

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 0 0 2 3 0 0

1 1 1 11 1 1
2 2 2 2

G E e e n nϕ ϕε = − = λ − τ τ + λ − + λ −
G G G G G G

�� �
.

Тензор деформаций Фингера

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 3

1 1 11 1 1
2 2 2

F e e n nϕ ϕ= − λ τ τ + − λ + − λ
G G G G G G

�
. (1.18)

«Левая» (инвариантная относительно вращения) мера искажения принимает
вид

1
2

1 0 0 2 3 0 0U G e e n nϕ ϕ= = λ τ τ + λ + λ
G G G G G G

� �
. (1.19)

Из (1.19) получаем «левый» тензор Генки

1 0 0 2 3 0 0ln ln ln lnU e e n nϕ ϕΓ = = λ τ τ + λ + λ
G G G G G G

� �
.

Найдем тензор поворота R
�

, используя его определение [18]:
1R U −= ⋅Φ

� ��
.

Из (1.17) и (1.19) получим

( ) ( )1 1 1
1 0 0 2 3 0 0 1 0 2 3 0 0 0R e e n n e e n n e e n n− − −

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= λ τ τ + λ + λ ⋅ λ τ τ + λ + λ = τ τ + +
G G G G G G G G G G G G G G G G G G

�
.

Найдем компоненты R
�

 в локальной системе 0τ
G , eϕ

G , 0nG :

( )
0 0 0 0 0 0cosR Rτ τ = τ ⋅ ⋅ τ = τ ⋅ τ = θ − θ

G G G G
�

; ( )
0 0 0 0 0 0sinnR R n nτ = τ ⋅ ⋅ = τ ⋅ = − θ − θ

G G G G
�

;

( )
0 0 0 0 0 0sinnR n R nτ = ⋅ ⋅ τ = ⋅ τ = θ − θ

G G G G
�

; ( )
0 0 0 0 0 0cosn nR n R n n n= ⋅ ⋅ = ⋅ = θ − θ

G G G G
�

.

Таким образом, матрица тензора R
�

 в локальном базисе определяется углом
поворота 0γ = θ − θ .Здесь θ  – угол между nG  и zeG .
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Угол θ  определяется с учетом (1.14) и (1.15) по формулам

0 2

1 0 0 1

1 0

cos ;

sin .

z

r

rrn e

zn e

′′ λ
θ = ⋅ = =

λ ρ ρ λ
′

θ = ⋅ = −
λ ρ

G G

G G
(1.20)

2. Напряженное состояние и условия равновесия
тороидальной оболочки

В теории нелинейной упругости используются различные тензорные меры на-
пряженного состояния и соответствующие уравнения равновесия. В частности,
рассмотрим представление напряженного состояния в тороидальной оболочке
тензором истинных напряжений – S

�
. Пренебрегая сдвиговыми напряжениями,

получим данное разложение S
�

 по материальному базису
11 22 33

1 1 2 2 3 3S s s s= ∋ ∋ + ∋ ∋ + ∋ ∋
G G G G G G

�
.

Заменяя векторы i∋
G  по формулам (1.16), представим тензор напряжений раз-

ложением по текущему локальному базису:

11 22 33S e e n nϕ ϕ= σ τ τ + σ + σ
G G G G G G

�
, (2.1)

где 2 2 11
11 1 0sσ = λ ρ , ( )2 22

22 2 0r sσ = λ , 2 33
33 3sσ = λ .

Распределение компонент тензора напряжений по начальным координатам
1

0x = θ , 2x = ϕ , 3
0x = ξ  должно удовлетворять уравнениям равновесия. Исполь-

зуем смешанную (Лангранжево-Эйлерову) форму условий равновесия, которая
имеет следующий вид в отсутствие массовых сил [19]:

0
x

i
i

S∂
∋ ⋅ =

∂

GG
� . (2.2)

Векторы контравариантного материального базиса – i∋
G  определяем из (1.10),

используя условие
i i

j j∋ ⋅ ∋ = δ
G G .

В результате получим

1

1 0

1
∋ = τ

λ ρ
G G ; 2

2 0

1 e
r ϕ∋ =

λ
G G ; 3

3
n1

∋ =
λ

G G . (2.3)

Полагаем оболочку тонкой: 0

0
1

h
ρ
� , а напряженное состояние однородным по

толщине. При этом напряжением 33σ  по сравнению с 11σ  и 22σ  пренебрегаем.
В условиях равновесия производную от 33σ  по 0ξ  учитываем. В результате усло-
вие равновесия (2.2) для тензора напряжений (2.1) примет следующий вид:

( ) ( )11 22 11 221 2 3 33

0 0
0

e e e e n nϕ ϕ ϕ ϕ∂ σ τ τ + σ ∂ σ τ τ + σ ∂ σ
∋ ⋅ + ∋ ⋅ + ∋ ⋅ =

∂ θ ∂ ϕ ∂ ξ

G G G G G G G G G G GG G G . (2.4)
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Найдем производные по координате 0θ .
Из рис. 1 следует, что

sin cos ;
cos sin .

r z

r z

n e e
e e

= θ + θ
τ = θ − θ

G G G
G G G (2.5)

В результате получим

( )
0

sin cosr ze e n∂ τ ′ ′= − θ + θ θ ≡ −θ
∂ θ

G G G G , (2.6)

где 
0

d
d

θ′θ =
θ

.

Найдем ′θ .  Дифференцируя cos θ , запишем

( )
0

cos sin d
d

θ′θ = − θ
θ

.

Выражая cos θ  и sin θ  по формулам (1.20), имеем

1 01 2

0 1 1

rd r
d z z

′ ′′′ λλ λθ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′θ = = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′θ λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (2.7)

Из определения цилиндрической системы следует, что

0
0

eϕ∂
=

∂ θ

G G
. (2.8)

Используя (1.14), найдем производные по ϕ :

1 0
cosrer r eϕ

′ ∂∂
= = θ

∂ ϕ λ ρ ∂ ϕ

GG G ; (2.9)

cos sinr
e

e nϕ∂
= − = − θ τ − θ

∂ ϕ

G
G G G . (2.10)

Преобразуем слагаемые в уравнении (2.4), используя (2.3), (2.5) – (2.10):

1 11 11 11
11 11 11

0 1 0 0 0 0 1 0 0

1 1 n
∂ σ τ τ ∂ σ ∂ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ τ ∂ τ ′∋ ⋅ = τ ⋅ τ τ + σ τ + σ τ = τ − σ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ θ λ ρ ∂ θ ∂ θ ∂ θ λ ρ ∂ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G G G GG G G G G G G G ;

221

0
0

e eϕ ϕ∂ σ
∋ ⋅ =

∂ θ

G G GG , так как 
0

0
eϕ∂

=
∂ θ

G G
, 1 0eϕ∋ ⋅ =
G G ;

2 11
11 11 11

2 0 2 0 2 0

1 1 coscose e e
r r rϕ ϕ ϕ

∂ σ τ τ ∂ τ θ
∋ ⋅ = ⋅σ τ = ⋅σ θ = σ τ

∂ ϕ λ ∂ ϕ λ λ

G G GG G G G G G ;

( )222
22 22 22

2 0 2 0 2 0

1 1 1 cos sin
e e e e e

e e e n
r r r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

∂σ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞
∋ ⋅ = ⋅σ + = σ =− σ θτ+ θ⎜ ⎟∂ϕ λ ∂ϕ ∂ϕ λ ∂ϕ λ⎝ ⎠

G G G G G
G G G G G G .

Складывая полученные слагаемые, получим

( ) 3311
11 22 11 22

1 0 0 2 0 1 0 2 0 3 0

1 cos sin 1 0n
r r

′ ∂ σ∂ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ θ θ
+ σ − σ τ + − σ − σ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ ρ ∂ θ λ λ ρ λ λ ∂ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

GG G .
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Приравнивая к нулю компоненты вектора в левой части данного выражения,
с учетом (1.20) имеем следующую систему условий равновесия:

( )11
11 22

0 0
0rr

∂ σ ∂
+ σ − σ =

∂ θ ∂ θ
; (2.11)

( ) 33
3 11 1 0 22 1 0

0
sin 0r r

∂ σ
′λ θ σ + λ ρ θσ − λ ρ =

∂ ξ
. (2.12)

Входящие в условия равновесия удлинения выразим через функции ( )0r θ  и
( )0θ θ . Из (1.17) и (1.20) получим

1
0

1
cos

r′
λ =

ρ θ
; 2

0

r
r

λ = . (2.13)

Полагая материал несжимаемым, из условия несжимаемости [19] 1 2 3 1λ λ λ =
находим удлинение 3λ  в виде

3 0 0 cosr r r′λ = ρ θ . (2.14)

Таким образом, условия равновесия и кинематические характеристики выра-
жаются через две функции ( )0r θ  и ( )0θ θ .

3. Определяющие соотношения, замкнутая система уравнений

Для замыкания системы уравнений (2.11) – (2.14) необходимо определить
связь между тензором истинных напряжений и соответствующей мерой деформа-
ции. В работе [20] показано, что для изотропных упругих материалов сопряжен-
ной с тензором истинных напряжений является «правая» мера искажения V

�
, свя-

занная с мерой Фингера F
�

 и тензором аффинором соотношением [19]

2 TF V= = Φ ⋅Φ
� � ��

.

Используя представление аффинора (1.17), получим
2 2 2 2

1 2 3V e e n nϕ ϕ= λ ττ + λ + λ
GG G G G G

�
.

Отсюда находим правую меру

1 2 3V e e n nϕ ϕ= λ ττ + λ + λ
GG G G G G

�
.

Энергетически сопряженным с тензором σ
�

 является «правый» тензор Генки

1 2 3ln ln ln lnH V e e n nϕ ϕ= = λ ττ + λ + λ
GG G G G G

� �
.

По аналогии с законом Гука запишем определяющее соотношение для несжи-
маемого материала в следующем виде [19]:

02 lnG V Eσ = + σ
�� �

, (3.1)

где G  – упругий модуль; E
�

 – единичный тензор; ( )0 11 22 33
1
3

σ = σ + σ + σ .
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В координатной форме (3.1) при условии плоского наряженного состояния, ко-
гда 33 0σ = , принимает вид

( )

( )

11 1 11 22

22 2 11 22

12 ln ,
3
12 ln .
3

G

G

σ = λ + σ + σ

σ = λ + σ + σ

Разрешая данную систему относительно 11σ  и 22σ , получим

( )
( )

11 1 2 1 2

22 2 1

4 ln 2 ln 2 2ln ln ;
2 2ln ln .
G G G
G

σ = λ − λ = λ − λ
σ = λ − λ

 (3.2)

С целью явного введения внутреннего давления P  запишем граничные усло-
вия. На внутренней поверхности тора, где 0 0n n− = −

G G , вектор напряжения имеет вид

( )0
0 00 0 33 0
2 2

n
h hP P n n n

−
−

ξ=− ξ=−= = σ ⋅ = −σ
GG G G G

�
.

На внешней поверхности тора
( )0

033 0
2

0
n

hP n
+

ξ== = σ
G GG G .

Проинтегрируем уравнение  (2.12) по координате 0ξ  от 0

2
h

−  до 0

2
h

. В резуль-

тате данное уравнение примет следующий вид:
( )( )3 0 0 11 1 0 22 1 0sinh r rP′λ θ θ σ + λ ρ θσ = λ ρ . (3.3)

Уравнения (3.3), (2.11), условия (2.13), (2.14) с определяющими соотношения-
ми (3.2) образуют замкнутую систему нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений относительно неизвестных функций ( )11 0σ θ , ( )22 0σ θ , ( )0θ θ ,

( )0r θ , ( )1 0λ θ , ( )3 0λ θ . Полагая 0 2r r= λ , приведем данную систему:

( )0 211
0 2 11 22

0 0

ˆ
ˆ ˆ 0

r
r

∂ λ∂ σ
λ + σ − σ =

∂ θ ∂ θ
; (3.4)

( )( )3 0 0 0 2 11 1 0 22 0 0 1 2
ˆˆ ˆsinh r r P′λ θ λ θ σ + λ ρ θσ = ρ λ λ ; (3.5)

11 1 2ˆ 2 ln lnσ = λ − λ ; 22 2 1ˆ 2 ln lnσ = λ − λ ; (3.6)

0 2
1

0 0

1
cos

r∂ λ
λ =

ρ θ ∂ θ
; 0 2

3 0 2
0

cos
r∂ λ

λ = ρ θ λ
∂ θ

. (3.7)

Здесь 11 11ˆ 2Gσ = σ , 22 22ˆ 2Gσ = σ , ˆ 2P P G=  – безразмерные напряжения и
внутреннее давление.

4. Оценка напряженно деформированного состояния оболочки.

Система уравнений (3.4) – (3.7) представляет сложную нелинейную систему из
6-ти уравнений. Точное аналитическое решение не может быть найдено. Для
оценки напряженного и деформированного состояния используем метод последо-
вательных приближений [17]. В начальном приближении линеаризуем систему
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уравнений равновесия (3.4),(3.5). Без учета геометрической нелинейности полага-
ем, что в (3.4), (3.5) 1 2 3 1λ = λ = λ = , 0θ = θ , 1′θ = . В результате приходим к сле-
дующим уравнениям равновесия:

( )0 11 0 0 22
0

ˆ ˆcos 0d r
d

σ − ρ θ σ =
θ

; (4.1)

0 0
0 11 0 0 22

0

ˆˆ ˆsin
r

r P
h

ρ
σ + ρ θ σ = . (4.2)

Домножим уравнение (4.1) на 0sin θ , а (4.2) на 0cos θ  и сложим. В результате
получим

( ) 0 0
0 0 11 0 0 11 0

0 0

ˆˆ ˆsin cos cos
rd r r P

d h
ρ

θ σ + θ σ = θ
θ

.

Преобразуя левую часть данного уравнения, приходим к выражению

( )[ ] 0 0
0 0 11 0

0 0

ˆˆsin cos
rd r P

d h
ρ

θ σ = θ
θ

. (4.3)

Подставляя значение 0 0 0 0sinr a= + ρ θ  и интегрируя (4.3) по 0θ  от 0 до 0θ ,
находим закон изменения ( )11 0σ θ  в квадратурах:

( )

( )

0
0

0 0 0 0 0
00

11
0 0 0 0

ˆ cos sin
ˆ

sin sin

P a d
h

a

θ
ρ

θ + ρ θ θ

σ =
θ + ρ θ

∫
. (4.4)

В случае постоянной толщины из (4.4) приходим к известному закону распре-
деления мембранных усилий [21]. Подставляя (4.4) в (4.2), находим закон распре-
деления окружных напряжений:

0 0
22 11

0 0 0

ˆ
ˆ ˆ

sin
P r

h
⎛ ⎞ρ

σ = − σ⎜ ⎟
ρ θ⎝ ⎠

. (4.5)

Рассмотрим распределение напряжений при постоянной начальной толщине
оболочки ( 0h const= ). Интегрируя (4.4), получим закон изменения меридиональ-
ных напряжений

0
0 0

0
11

0 0 0 0

sin
2ˆˆ

sin

a
P

h a

ρ
+ θρ

σ =
+ ρ θ

. (4.6)

Из (4.5) и (4.6) находим закон изменения окружных напряжений

0
0 0

0 0 0 0 0
22

0 0 0 0 0 0 0

sin sin2ˆ ˆˆ 1
sin sin 2

a a
P P

h a h

ρ⎛ ⎞+ θ⎜ ⎟ρ + ρ θ ρ
σ = − =⎜ ⎟

+ ρ θ ρ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (4.7)

Таким образом, окружные напряжения постоянны.
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О п р е д е л е н и е  к и н е м а т и ч е с к и х  х а р а к т е р и с т и к
в  п е р в о м  п р и б л и ж е н и и

Используя определяющие соотношения (3.2), найдем выражения компонент
тензора Генки через безразмерные компоненты тензора напряжений:

( )1 11 22
1 ˆ ˆln 2
3

λ = σ + σ ; (4.8)

( )2 22 11
1 ˆ ˆln 2
3

λ = σ + σ . (4.9)

Из условия несжимаемости 1 2 3ln ln ln 0λ + λ + λ =  находим

( )3 11 22ˆ ˆln λ = − σ + σ .
Отметим, что использование известных форм нелинейных определяющих со-

отношений [20] не позволяет в простом виде получить обратные связи мер де-
формаций через компоненты напряжений.

Например, замена в определяющих соотношениях (3.2) тензора Генки на тен-
зор Фингера (1.18), (3.2) приводит к законам

( ) ( )2 2 2 2
11 1 2 1 2

2 2
22 2 1

1 1 1ˆ 1 1 ;
2 2 2

1 1ˆ .
2 2

σ = − λ − − λ = − λ + λ

σ = − λ + λ

Из данных законов можно определить квадраты удлинений 2
1λ , 2

2λ  через ком-
поненты напряжений. Однако использование условия несжимаемости 1 2 3 1λ λ λ =
для нахождения 3λ  приводит к неоднозначности выбора корней из компонент на-
пряжений.

Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т а  н а п р я ж е н н о г о  с о с т о я н и я
в  н а ч а л ь н о м  п р и б л и ж е н и и

Введем безразмерный параметр 0
0

0
ˆ

a
ρ

ρ = . Тогда выражения (4.6), (4.7) преоб-

разуются к виду

( )

0
0 0

11
0 0 0

ˆ
1 sin

2ˆˆ
ˆ1 sin

P
h

ρ⎛ ⎞ρ + θ⎜ ⎟
⎝ ⎠σ =

+ ρ θ
; 0

22
0

ˆˆ
2

P
h

ρ
σ = . (4.10)

На рис. 2 приведены законы распределения напряжений ( )11 0σ̂ θ , ( )22 0σ̂ θ ,
соответствующие верхней половине тора, когда

02 2
π π

− ≤ θ ≤ .

Данные графики соответствуют различным размерам тора: 0ρ̂ , 0ρ , 0h .
Распределения логарифмических удлинений (4.8), (4.9), соответствующие за-

конам распределения напряжений (4.10), приведены на рис. 3.
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Рис. 2. Компоненты тензора напряжений ( )11 0σ̂ θ , ( )22 0σ̂ θ

Fig. 2. Stress tensor components ( )11 0σ̂ θ , ( )22 0σ̂ θ
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Рис. 3. Логарифмы удлинений материальных волокон 1ln λ , 2ln λ

Fig. 3. Logarithms of the extensions of material fibers 1ln λ , 2ln λ
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The stress-strain state of a nonlinear elastic shell exposed to the internal pressure is
considered. A surface of the shell is toroidal in shape in the initial state. The Lagrangian
coordinates of the shell are assigned to a cylindrical system. The kinematic characteristics of the
process are shown: a law of the motion of points, vectors of a material basis, a strain affinor and
its polar decomposition, the Cauchy-Green strain measure and tensor, the Finger measure, and the
“left” and the“right” Hencky strain tensors. Neglecting the shear components of the stress tensor,
a constitutive relation is obtained as a quasilinear relation between true stress tensor and the
Hencky corotation tensor. A system of equilibrium equations is presented in terms of physical
components of the true stress tensor in the Lagrangian coordinates. Using the equilibrium
equations and the incompressibility condition, a closed system of nonlinear ordinary differential
equations is obtained to determine six unknown functions, depending on the angle indicating a
position of the points along the cross-section in the initial state. The method of successive
approximations is applied to estimate stress tensor components and to derive logarithms of the
elongations of material fibers.
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