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ОЦЕНИВАНИЕ МЕТОДОМ МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ ПАРАМЕТРА  

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНОГО МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ В РЕКУРРЕНТНОМ  

ОБОБЩЕННОМ АСИНХРОННОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ 

 
Изучается рекуррентный обобщенный асинхронный поток событий, являющийся распространенной матема-

тической моделью информационных потоков сообщений, функционирующих в телекоммуникационных сетях,  

и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий. Функционирование потока рассматривается  

в стационарном режиме и в условиях непродлевающегося случайного мертвого времени, распределенного по 

равномерному закону на отрезке [0, T*]. Рассматриваются общий и особый случаи задания параметров рекур-

рентного обобщенного асинхронного потока событий. Приводятся численные результаты (в общем и особом 

случаях) по оцениванию параметра T* методом максимального правдоподобия. 

Ключевые слова: рекуррентный обобщенный асинхронный поток; непродлевающееся случайное мертвое 

время; оценка параметра; метод максимального правдоподобия. 

 

Подавляющее число статей прошлого века посвящено изучению систем и сетей массового об-

служивания (СМО, СеМО) с входящими простейшими потоками событий (сообщений, запросов, за-

явок). Однако в связи с интенсивным развитием (с конца прошлого века) телекоммуникационных се-

тей, беспроводных и мобильных сетей связи математическая модель простейшего потока перестала 

быть адекватной реальным информационным потокам запросов. Требования практики послужили 

стимулом к использованию дважды стохастических потоков в качестве математической модели ре-

альных потоков запросов в телекоммуникационных системах и сетях. Подчеркнем, что основным 

свойством дважды стохастических потоков является их коррелированность. Термин «дважды стоха-

стические потоки» связан с тем, что события потока наступают в случайные моменты времени, а ин-

тенсивность потока представляет собой случайный процесс. В связи с этим дважды стохастические 

потоки можно разделить на два класса: первый класс составляют потоки, интенсивность которых есть 

непрерывный случайный процесс [1, 2]; второй – потоки, интенсивность которых есть кусочно-

постоянный случайный процесс с конечным числом состояний. Впервые результаты исследований 

потоков второго класса опубликованы практически одновременно, в 1979 г., в работах [3, 4] и рабо-

те [5]. В [3, 4] отмеченные потоки получили название MC(Markov chain)-потоки. В [5] – MVP(Markov 

versatile processes)-потоки. В работе [6] эти потоки называются также MАP(Markovian Arrival Process)-

потоками событий.   

Подчеркнем, что MC-потоки событий являются наиболее характерной и подходящей матема-

тической моделью потоков в реальных телекоммуникационных сетях, в частности в широкополосных 

сетях беспроводной связи вдоль протяженных транспортных магистралей [7–11]. 

Большинством авторов исследования СМО и СеМО осуществляются в условиях, когда все со-

бытия входящего дважды стохастического потока доступны наблюдению. В реальности же зареги-

стрированное событие может создать период мертвого времени для регистрирующего прибора [12],  

в течение которого другие события потока становятся ненаблюдаемыми для регистрирующего при-

бора (теряются). В этой связи можно считать, что мертвое время выступает искажающим фактором 

при решении различного рода задач оценивания по измерениям моментов наступления наблюдаемых 

сообщений исходного дважды стохастического потока (эффект мертвого времени влечет за собой 

потери событий исходного потока, что отрицательно сказывается на решении задач оценивания). Все 
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устройства регистрации делятся на две группы [13]. Первую группу составляют устройства с непро-

девающимся мертвым временем, вторую – устройства с продлевающимся мертвым временем. Период 

ненаблюдаемости событий потока (период мертвого времени) может продолжаться некоторое фикси-

рованное время, а также может быть случайным. В настоящей работе в качестве искажающего фак-

тора рассматривается непродлевающееся случайное мертвое время. 

В настоящее время в мировой литературе имеется, по-видимому, единственная монография [14], 

где приведено систематизированное изложение теории очередей с коррелированными (дважды сто-

хастическими) потоками применительно к телекоммуникационным сетям. Подчеркнем, что изложен-

ная в [14] теория и ее применение в телекоммуникационных сетях рассмотрены без искажающих 

факторов (непродлевающегося либо продлевающегося мертвого времени), воздействующих на вхо-

дящий дважды стохастический поток событий.  

Математические модели дважды стохастических потоков событий с непродлевающимся детер-

минированным мертвым временем широко использовались и используются при решении задач оце-

нивания состояний и параметров дважды стохастических потоков событий по измерениям моментов 

наступления событий наблюдаемых потоков [15–21]. 

Однако достаточно открытым остается вопрос изучения дважды стохастических потоков собы-

тий, когда мертвое время является случайной величиной. Здесь отметим работу [22], в которой реша-

ется задача оценки параметров асинхронного потока событий в условиях случайного мертвого вре-

мени, работу [23], в которой решается задача оценки параметра распределения непродлевающегося 

случайного мертвого времени в пуассоновском потоке, и работу [24], в которой находятся формулы 

для начальных моментов общего периода ненаблюдаемости в пуассоновском потоке событий при 

продлевающемся случайном мертвом времени.  

В настоящей статье рассматривается рекуррентный обобщенный асинхронный дважды стоха-

стический поток событий (рекуррентный обобщенный MMPP-поток), являющийся обобщением 

асинхронного потока событий [25], функционирующий в условиях непродлевающегося случайного 

мертвого времени. Случайное мертвое время распределено по равномерному закону. На параметры 

обобщенного асинхронного потока событий накладываются ограничения, приводящие его к рекур-

рентному потоку (изучаются общий и особый случаи). Данная статья непосредственно примыкает  

к исследованиям, проведенным в [26, 27]. 

 

1. Математическая модель наблюдаемого потока 

 

Рассматривается рекуррентный обобщенный асинхронный дважды стохастический поток собы-

тий, сопровождающий процесс которого есть кусочно-постоянный стационарный случайный процесс 

λ(t) с двумя состояниями λ1 и λ2 (λ1 > λ2 ≥ 0). В течение временного интервала, когда λ(t) = λi, имеет 

место пуассоновский поток событий с интенсивностью λi, i = 1, 2. Переход из первого состояния про-

цесса λ(t) во второе (из второго в первое) может осуществляться в произвольный момент времени, не 

связанный с моментами наступления событий пуассоновского потока интенсивности λi, i = 1, 2 (свой-

ство асинхронности потока). При этом длительность пребывания процесса λ(t) в i-м состоянии рас-

пределена по экспоненциальному закону с параметром αi, i = 1, 2. При переходе процесса λ(t) из перво-

го состояния во второе инициируется с вероятностью p (0 ≤ p ≤ 1) дополнительное событие во втором 

состоянии. Наоборот, при переходе процесса λ(t) из второго состояния в первое инициируется с веро-

ятностью q (0 ≤ q ≤ 1) дополнительное событие в первом состоянии. В сделанных предположениях 

λ(t) – скрытый (принципиально ненаблюдаемый) марковский процесс. После каждого зарегистриро-

ванного события в момент времени tk наступает период мертвого времени случайной длительности, 

так что другие события исходного потока, наступившие в течение этого периода мертвого времени 

(периода ненаблюдаемости), недоступны наблюдению (теряются) и не вызывают его продления (не-

продлевающееся мертвое время). Принимается, что случайная длительность мертвого времени рас-

пределена по равномерному закону с плотностью p(T)=1 / T*, 0 ≤ T ≤ T*. В результате формируется 

наблюдаемый поток событий, отличный от исходного (часть событий исходного потока теряется). 
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Рассматривается стационарный режим функционирования наблюдаемого потока событий (пе-

реходными процессами на полуинтервале наблюдения (t0, t], где t0.– начало наблюдений, t – окончание 

наблюдений, пренебрегаем). Необходимо в момент времени t на основании выборки t1, t 2, …, tn (tn < t) 

наблюденных моментов наступления событий оценить методом максимального правдоподобия пара-

метр T* (МП-оценка).  

 

2. Приближенная МП-оценка параметра T* в общем случае  

 

Предварительно отметим, что в [28] получены результаты по оценке параметра T* для коррели-

рованного обобщенного асинхронного потока событий при непродлевающемся случайном мертвом 

времени. Для того чтобы перейти от коррелированного потока к рекуррентному, необходимо устано-

вить условия рекуррентности, при которых коррелированный поток становится рекуррентным.  

В [29] получены условия рекуррентности для наблюдаемого потока: 1) 1 2 1 2 0pq      ,  

2) 1 2 1 2 0p q       , 3) 1 2 1 2 0q p       , когда T – детерминированная величина, т.е. 

при выполнении одного из этих условий коррелированный наблюдаемый поток становится рекур-

рентным. 

Обозначим 1k k kt t   , k = 1, 2, …, значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока (τk > 0).Так как рассматривается стационарный режим, то плотность 

вероятности значений длительности k-го интервала есть ( ) ( )kp p   , τ ≥ 0, для любого k в наблюда-

емом потоке событий. В силу этого момент времени tk без потери общности можно положить равным 

нулю, т.е. момент наступления события есть τ = 0.  

В [29] с учетом первого условия рекуррентности получено выражение для условной плотно-

сти вероятности p(τ | T), когда длительность мертвого времени является детерминированной вели-

чиной: 

( | ) 0p T  , 0 T  ; 1 2( ) ( )
1 2( | ) ( ) [1 ( )]z T z Tp T T z e T z e         ,τ ≥ T; 

 2 1 1 1 2 2 2 2 1( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]/( )T z p T q T z z             ; 2 1 0z z  ; (1) 

1 2

1 2 2 2 1 2

( )1 2 1 2
1 1( ) 1 1 ( )

Tq p
T e

p q

         
              

, 2 1( ) 1 ( )T T   ; 

1 2 1 2/( )     , 2 11   ;
 

   
2

1,2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

1
4 (1 )(1 )

2
z p q              

  
, 1 20 z z  . 

Тогда плотность ( )p   примет вид: 

 *

*
1

0

( ) *
2

0

( ) ( ) ( | ) ,0 ;

( ) ( ) ( | )

( ) ( ) ( | ) , .
T

T

p p T p T dT T

p p T p T dT

p p T p T dT T


     

    
     


   (2) 

Подставляя в (2) выражение (1), учитывая, что p(T)=1 / T*, находим  

 1 2 1 2( )
1 *

1
( ) 1 z zp e e e

T

              , 0≤ τ < T*; (3) 


*

1
2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2*

2 1 1 2

1
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )

z Tp z z z z e z z
T z z

                 
   

 

 
* *

1 2 1 1 2( )
1 2 2 1 1 1 2 2( )( ) ( )z T z z Te e z z z z e                 

 
 (4) 


*

1 2 2 2( )
2 1 2 1( ) z T zz z e e         


, τ ≥ T*. 
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Отметим, во-первых, что 

*

*
1 2

0 0

( ) ( ) ( ) 1
T

T

p d p d p d
 

          , во-вторых, *
1 2lim ( ) ( )p p T   

при * 0T  , т.е. в точке *T  плотность ( )p   является непрерывной функцией переменной τ,  

в-третьих, *
1 2lim ( ) ( )p p T    при * 0T  , т.е. в точке *T   плотность ( )p   претерпевает излом. 

В упомянутых выше статьях [26–28] для нахождения оценки параметра T* был использован метод 

моментов [30–32]. В настоящей статье для случая рекуррентного обобщенного асинхронного потока 

событий для оценки параметра T* воспользуемся методом максимального правдоподобия [31, 32]. 

Применение последнего оправдано тем, что если параметры потока обеспечивают реализацию одного 

из условий рекуррентности, например первого, то случайные величины – длительности интервалов 

между соседними событиями потока – становятся взаимонезависимыми. 

Пусть в процессе наблюдения за потоком на полуинтервале времени (t0, t] измерены n значе-

ний: τ1, τ2, …, τn. Тогда функция правдоподобия запишется в виде: 

    * *
1 2

1

| , ,..., |
n

n k
k

L T p T


     , T* > 0. (5) 

где p(τk | T
*) – плотность вероятности, определенная формулами (2), (3), (4) в которых τ = τk (τk – из-

мерения), T* – переменная величина (T* > 0). С учетом (3), (4) выражение (5) примет вид: 

     * * *
1 2 1 1 2 2 1 2| , ,..., | , ,..., | , ,...,n n nL T L T L T          ; 

 

   
*

* *
1 1 2 1

:

| , ,..., |
k

n

n k
k T

L T p T
 

     ,    
*

* *
2 1 2 2

:

| , ,..., |
k

n

n k
k T

L T p T
 

     .
 

(6) 

Упорядочим величины τk, 1,k n , по возрастанию:
 

(1) (2) ( )0 ... n        . Тогда (6) перепишется 

в виде: 

   * (1) ( ) ( ) *
2

1

| ,..., |
n

n k

k

L T p T


    , 
* (1)0 T   ; 

     * (1) ( ) (1) * ( ) *
1 2

2

| ,..., | |
n

n k

k

L T p T p T


     , 
(1) * (2)T    ; 

     
2

* (1) ( ) ( ) * ( ) *
1 2

1 3

| ,..., | |
n

n k k

k k

L T p T p T
 

      , 
(2) * (3)T    ; 

.          .          .          .          .          .          .          .          .          .          . 

     
1

* (1) ( ) ( ) * ( ) *
1 2

1

| ,..., | |
n

n k n

k

L T p T p T




     , 
( 1) * ( )n nT    ; 

    * (1) ( ) ( ) *
1

1

| ,..., |
n

n k

k

L T p T


    , 
( ) *n T   . (7) 

Теорема. Функция 
( ) *( | )kp T  переменной T* (T* > 0) достигает своего глобального максимума 

в точке 
* ( )kT   .  

Доказательство. Обозначим 
( ) *

1( | )kp T  – плотность вероятности, определенную формулой 

(3) в которой 
( )k    (  (k) – измерение), T*– переменная величина (T* > 0). Тогда очевидно, что 

( ) * *
1( | ) / 0kdp T dT   для 

* ( )kT   , т.е. функция ( ) *
1( | )kp T  – убывающая функция переменной T* и 

достигает своего глобального максимума в точке 
* ( )kT   , 1,k n . 

Рассмотрим функцию ( ) *
2 ( | )kp T  – плотность вероятности, определенную формулой (4), в ко-

торой 
( )k   (  (k) – измерение), T* – переменная величина, 

* ( )0 kT   , 1,k n . При этом 

( ) * ( ) ( ) * ( )
1 2( | ) ( | )k k k kp T p T       , 1,k n . Производная по T* функции ( ) *

2 ( | )kp T  выпишется  

в виде: 
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  
 

 ( ) * *
2 2

*
2 1 1 2

1
|

( )( )

kp T T

z z T

   

   

, 
* ( )0 kT   , 1,k n ,     (8) 

     * ( )( ) ( )
11 2* *

1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2( )( )[ ] ( ) 1 ( )
kk k z Tz zT z z e e z z z T e z z

                      

    
     

* ( ) * ( )
2 1 2 1 1* *

2 1 1 2 2 1 2 11 1
k kz T z T zz T e z z z T e e

                  
  (9) 

      * ( )
1 2 2 2*

2 1 2 1 1 2 2 1
kz T zz z z T e e

               . 

Знак производной (8) определяется знаком функции (9). Рассмотрим функцию *( )T  как функцию двух 

переменных T* и  (k), т.е. * * ( )( ) ( , )kT T    , 
* ( )0 kT   , 

( ) 0k  , 1,k n . Имеем * ( )( 0, ) 0kT    . 

Производная функции * ( )( , )kT   по переменной T* выпишется в виде: 

     * ( ) * * ( )
1 2, ,k kT T T      , 

* ( )0 kT   , 
( ) 0k  , 1,k n , 

    
*

1 2( )*
1 1 2 1 2 1 1 2 2

TT z z z z e           , 

     ( ) * ( ) *
1* ( )

2 1 2 1 1 1 2 2 2, ( ) ( )
k kz T TkT z z e z z e

     
          . 

Нетрудно показать, что *
1( ) 0T   для 

* ( )0 kT   , 1,k n ; * ( )
2 ( , ) 0kT    для 

* ( )0 kT   , 
( ) 0k  , 

1,k n . Тогда * ( )( , ) 0kT    для 
* ( )0 kT   , 

( ) 0k  , 1,k n . Отсюда следует, что *( )T – возрас-

тающая функция переменной T*, T* > 0. Последнее означает, что ( ) *
2 ( | ) 0kp T   , 

* ( )0 kT   , 1,k n . 

Тогда ( ) *
2 ( | )kp T  – возрастающая функция переменной T* (

* ( )0 kT   , 1,k n ) и достигает своего 

глобального максимума в точке 
* ( )kT   . Объединяя два утверждения относительно глобальных мак-

симумов функций ( ) *
1( | )kp T и ( ) *

2 ( | )kp T , получаем утверждение теоремы. Теорема доказана. 

Результат теоремы позволяет утверждать, что на отрезке (1)[0, ]  изменения T* функция прав-

доподобия (7) является возрастающей функцией и достигает своего локального максимума в точке 
* (1)T   . На полуинтервале ( )[ , )n   изменения T* функция правдоподобия (7) является убывающей 

функцией и достигает своего локального максимума в точке 
* ( )nT   . 

Таким образом, для отыскания глобального максимума функции правдоподобия (7) необходи-

мо исследовать отрезок (1) ( )[ , ]n   изменения переменной T* (
(1) * ( )nT    ). 

Так как функция ( ) *( | )kp T  (T* > 0) в точке 
* ( )kT   , 1,k n , достигает глобального максиму-

ма, то будем считать точку 
* ( )kT   , 1,k n , точкой подозрительной на локальный максимум функ-

ции правдоподобия (7). Тогда алгоритм нахождения приближенной МП-оценки *T̂  параметра T* бу-

дет выглядеть следующим образом: 1) вычисляются значения функции правдоподобия (7) в точках 
* ( )kT   , 1,k n ; 2) находится максимальное значение функции (7) на множестве этих точек; 3) в ка-

честве приближенной МП-оценки параметра T* выбирается *T̂ , обеспечивающее максимальное зна-

чение функции (7) на предыдущем шаге алгоритма. 

С учетом второго условия рекуррентности в [29] получено выражение для условной плотности 

вероятности ( | )p T , когда T – детерминированная величина: 

 ( | ) 0p T  , 0 T  ;  1
1( | )

z T
p T z e

 
  , T  , 1 1 1z p    . (10) 

Тогда аналогично предыдущему случаю, находим  

  1
1 *

1
( ) 1 zp e

T

    , 0≤ τ < T*;  
*

1 1
2 *

1
( ) 1z z Tp e e

T

    , τ ≥ T*. (11) 

Дальнейший ход изложения повторяет рассмотренный выше. 
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Наконец, для третьего условия рекуррентности в [29] получено выражение для ( | )p T в ви-

де (10), где 1 1 1z q    . Тогда 1( )p  и 2 ( )p   сохраняют вид (11), и ход изложения сохраняется ана-

логично рассмотренному для первого условия рекуррентности. 

С целью установления качества получаемых методом максимального правдоподобия оценок 

параметра T* поставлены статистические эксперименты. Статистические эксперименты поставлены 

для рекуррентного наблюдаемого потока, для которого справедливо первое условие рекуррентности: 

1 2 1 2 0pq      . 

Первый статистический эксперимент (установление стационарного режима). Отдельный  

j-й эксперимент (j = 1, …, N) заключается в следующем: 1) при заданных значениях параметров пото-

ка λi, i = 1, 2, α1, α2 = λ1 λ2 / (p q α1), p, q, T* и заданном времени моделирования Tm единиц времени  

(Tm – время наблюдения за потоком) осуществляется имитационное моделирование  наблюдаемого 

потока [33]; выходом имитационной модели в отдельном j-м эксперименте является последователь-

ность значений (1) ( ),..., n  ; 2) численно  реализуется процедура поиска глобального максимума 

функции правдоподобия (7) в точках, подозрительных на экстремум [34], т.е. находится значение 

оценки *ˆ
jT ; 3) осуществляется повторение N раз шагов 1, 2. Результатом работы алгоритма является 

выборка ( * *
1
ˆ ˆ,..., NT T ), на основании которой вычисляются 

                      ,
 

,                                        (12) 

где T* – известное из имитационной модели значение параметра. После этого время моделирования 

Tm увеличивается на Tm , и алгоритм переходит на выполнение первого шага отдельного j-го экс-

перимента. При проведении первого статистического эксперимента выбраны следующие параметры 

имитационной модели: λ1 = 3, λ2 = 2, α1 = 0,5, α2 = 48, p = 0,5, q = 0,5, T* = 1. Ниже приведены резуль-

таты первого статистического эксперимента (N = 100; Tm = 100, 200, …, 1 000) (табл. 1). 
Т а б л и ц а  1  

Первый статистический эксперимент 

Tm 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1 000 

 *ˆ ˆM T  1,0043 1,0012 1,0028 1,0004 0,9989 1,0013 0,9978 1,0003 0,9973 1,0003 

 *ˆ ˆV T  0,0036 0,0021 0,0008 0,0006 0,0007 0,0006 0,0006 0,0004 0,0003 0,0003 

 

Анализ численных результатов показывает, что в смысле введенного критерия (выборочная ва-

риация оценки ˆ*
T ) стационарный режим устанавливается при Tm ≥ 400 ед. времени. При этом откло-

нение значений  ˆ ˆM *
T  от истинного значения параметра T* = 1 вполне удовлетворительное. 

Второй статистический эксперимент (исследование влияния параметра T* на качество 

оценок). Второй статистический эксперимент организован аналогично первому и поставлен при фик-

сированном времени моделирования Tm = 500 ед. времени, что соответствует времени установления 

стационарного режима, и при тех же значениях параметров потока, что и первый статистический экс-

перимент, за исключением значений T*. Сначала второй статистический эксперимент реализуется для 

T* = 1, затем для T* = 2, …, затем для T* = 5. Ниже приведены результаты второго статистического 

эксперимента (N = 100, Tm = 500) (табл. 2). 
Т а б л и ц а  2  

Результаты второго статистического эксперимента  

T* 1 2 3 4 5 

 *ˆ ˆM T  0,9989 2,0005 3,0002 3,9825 5,0059 

 *ˆ ˆV T  0,0007 0,0028 0,0046 0,0079 0,0116 

* *

1
ˆ ˆ ˆ( ) (1 / )

N

jj
M N T


 T

* * * 2

1
ˆ ˆ ˆ( ) (1/ ) [ ]

N

jj
V N T T


 T
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Анализ численных результатов показывает, что в смысле введенного критерия  ˆ ˆV *
T  увеличе-

ние параметра T* отрицательно сказывается на качестве оценок ˆ*
T , что является вполне естествен-

ным: увеличение параметра T* приводит к увеличению числа потерянных событий исходного потока. 

Отклонение значений  ˆ ˆM *
T  от истинных значений параметра T* вполне удовлетворительное. 

 

3. Приближенная МП-оценка параметра T* в особом случае 

 

Рассматриваемый в настоящем разделе особый случай соответствует ситуации, когда z1 = z2, 

т.е. в (1) реализуется деление на ноль. Этот особый случай возможен тогда, когда для параметров по-

тока выполняется соотношение:  
2

1 2 1 2 1 24 (1 )(1 ) 0p q          . В свою очередь, выпол-

нение последнего соотношения возможно в трех вариантах: 1) 1 1 2 2     , p = 1, 2) 1 1   

2 2   , q = 1, 3) 1 1 2 2     , p = q = 1.  

Рассмотрим первый вариант. В [29] при 1 1 2 2     , p = 1, δ = 0 ( 1 2 1 2 0q      ) приве-

дена формула для ( | )p T : 

( | ) 0p T  , 0 T  , 

  1 2 1 1( ) ( )( )1 2 1 2
1 1 1 1

1 2 1 1

(1 )
( | ) 1 1 ( )( )

T Tq
p T e T e      

       
           

      
, τ ≥ T. (13) 

Тогда, используя (2), находим  

 
 1 1 1 2( ) ( )

1 *

1
( ) 1 2p e e

T

           ,
 
0≤ τ < T*; (14)

 

 
* *

1 1 1 1 1 2( ) ( ) ( ) *1 1 1 2
2 *

1 2

( )( )1
( ) 2

( )

T Tp e e e T
T

            
        

    

 


* *
1 2 1 1( ) ( )T Te e     

 
, τ ≥ T*.  (15) 

В точке 
*T   имеем: 1) * *

1 2( ) ( )p T p T , 2) * *
1 2( ) ( )p T p T  , т.е. плотность ( )p  в точке τ = T* 

непрерывна, но имеет излом. Дальнейшее изложение идентично изложению раздела 2. 

По-прежнему обозначим ( ) *( | )kp T  – плотность вероятности, определенная формулами (2), 

(14), (15), в которых 
( )k    (

( )k – измерения), T* – переменная величина (T* > 0). Для введенной 

функции ( ) *( | )kp T  переменной T* справедлива теорема раздела 2 и вытекающая из теоремы процеду-

ра нахождения приближенной МП-оценки *T̂  параметра T* по методу максимального правдоподобия. 

Второй вариант соотношения параметров 1 1 2 2     , q = 1 симметричен рассмотренному: 

нужно только в формуле (13) заменить q на p, что в конечном итоге приводит к формулам (14), (15).  

Третий вариант соотношения параметров 1 1 2 2     , p = q = 1, при котором 1 2 0   , 

приводит к формулам 

1 2( )
1 *

1
( ) 1p e

T

        , 0≤ τ < T*,
 

*
1 2 1 2( ) ( )

2 *

1
( ) 1 Tp e e

T

         
 

, τ ≥ T*. 

Для второго и третьего вариантов алгоритмы нахождения приближенной МП-оценки *T̂  параметра 

T* по методу максимального правдоподобия идентичны алгоритму раздела 2. 

С целью установления качества получаемых методом максимального правдоподобия (в особом 

случае) оценок параметра T* поставлены статистические эксперименты. Статистические эксперимен-

ты поставлены для первого варианта соотношения параметров 1 1 2 2     , p = 1. 
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Первый и второй статистические эксперименты описаны в разделе 2. В табл. 3, 4 приведены 

численные результаты для величин  ˆ ˆM *
T ,  ˆ ˆV *

T , вычисленные по формулам (12). При проведении 

первого статистического эксперимента выбраны следующие параметры имитационной модели: λ1 = 3, 

λ2 = 2, α1 = 3, α2 = λ1 – λ2 + α1 = 4, p = 1, 1 2 1 2/ 0,5q       , T *= 1 (N = 100; Tm = 100, 200, …, 1 000). 

Т а б л и ц а  3  

Результаты первого статистического эксперимента 

Tm 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1 000 

 *ˆ ˆM T  0,9947 1,0000 1,0017 1,0025 0,9986 0,9978 0,9985 0,9971 1,0004 1,0004 

 *ˆ ˆV T  0,0019 0,0007 0,0006 0,0004 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 

 

Анализ численных результатов (как и в общем случае) показывает, что в смысле введенного 

критерия (выборочная вариация оценки T*) стационарный режим устанавливается при Tm ≥ 500 ед. 

времени. Отклонение выборочного среднего  ˆ ˆM *
T от истинного значения параметра T* = 1 вполне 

удовлетворительное. 

Второй статистический эксперимент поставлен при фиксированном времени моделирования 

Tm = 500 ед. времени, что соответствует времени установления стационарного режима, и при тех же 

значениях параметров потока, что и первый статистический эксперимент, за исключением значений T*. 

Сначала второй статистический эксперимент реализуется для T* = 1, затем для T* = 2, …, затем для  

T* = 5 (N = 100). 

Т а б л и ц а  4  

Результаты второго статистического эксперимента  

T* 1 2 3 4 5 

 *ˆ ˆM T  1,0018 1,9927 2,9974 3,9916 4,9965 

 *ˆ ˆV T  0,0003 0,0009 0,0029 0,0044 0,0085 

 

Анализ численных результатов показывает (как и в общем случае), что в смысле введенного 

критерия  ˆ ˆV *
T  увеличение параметра T* отрицательно сказывается на качестве оценок *T̂ : увели-

чение параметра T* приводит к увеличению числа потерянных событий исходного потока. Отклоне-

ние же значений  ˆ ˆM *
T  от истинных значений параметра T* вполне удовлетворительное. 

 

Заключение 

 

По результатам проведенного исследования (для общего и особого случаев) можно сделать 

следующие выводы:  

1) получен явный вид (7) функции правдоподобия для оценивания параметра T* равномерного 

распределения длительности непродлевающегося случайного мертвого времени; 

2) показано, что точка глобального максимума функции правдоподобия (7) принадлежит от-

резку (1) ( )[ , ]n  ; 

3) предложена процедура отыскания точки, подозрительной на глобальный максимум функции 

правдоподобия (7); эта точка выбирается в качестве значения оценки параметра T*; 

4) результаты имитационного моделирования показывают, что качество оценок в смысле вве-

денного критерия (выборочная вариация оценки *
T̂ ) вполне удовлетворительное; при этом смещение 

оценок относительно истинного значения параметра T* невелико. 
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A generalized recurrent asynchronous flow of events (a generalized MMPP flow) is considered, which is a common 

mathematical model of a flow of elementary particles, information flows of applications operating in telecommunication and infor-
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is considered under the conditions of a random unextendable dead time distributed according to the uniform law on the interval  

[0, T*]. A special and common case are considered. The dead time parameter T* is estimated using the likelihood method. The results 

of statistical experiments are presented (in special and common cases). An analysis of the numerical results shows that, in the sense 
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