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О СОВМЕСТНОМ ПРИМЕНЕНИИ КОЛЛОКАЦИОННОГО МЕТОДА
ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ И МЕТОДА ФУРЬЕ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

В КОНЕЧНЫХ ЦИЛИНДРАХ С ГЛАДКИМИ НАПРАВЛЯЮЩИМИ

Исследуется решение задач теплопроводности в прямом цилиндре с нуле-
выми граничными условиями на основаниях и нулевым начальным услови-
ем с помощью совместного использования коллокационного метода гранич-
ных элементов и метода Фурье. Благодаря умеренному сгущению сетки,
компенсирующему падение точности при больших собственных значениях
дифференциального оператора 2

yy∂  с соответствующими нулевыми гранич-
ными условиями, получены приближенные решения, устойчиво сходящиеся
к точным с кубической скоростью равномерно относительно длины обра-
зующей и равномерно относительно множеств граничных функций, ограни-
ченных по норме функций с низкой гладкостью по переменной y. Теорети-
ческие выводы подтверждены результатами численного решения задачи в
круглом цилиндре.

Ключевые слова: нестационарная теплопроводность, граничные инте-
гральные уравнения, граничный элемент, коллокация, равномерная сходи-
мость, устойчивость, некруглый цилиндр, метод Фурье, диссипация.

В настоящей работе рассматриваются начально-краевые задачи теплопровод-
ности (НКЗТ) в конечных (по высоте) однородных прямых цилиндрах (КОПЦ)

YI±Ω ×  ( +Ω  – открытая двумерная ограниченная односвязная область с границей
5C∂Ω ∈ , 2 \− +Ω ≡ ΩR  ( ( ),≡ −∞ +∞R ); [0, ]YI Y≡  – высота цилиндра) на вре-

меннóм промежутке [0, ]TI T≡ . Начальные и граничные условия на основаниях
цилиндра нулевые, а на боковой поверхности граничные условия задаются функ-
цией 1 2( , , , )w x x y t  ( 1 2( , )x x ∈ ∂Ω , Yy I∈ , Tt I∈ ). Исследуется приближенное ре-
шение НКЗТ в КОПЦ, основанное на совместном применении коллокационного
метода граничных элементов (КМГЭ) [1, c. 21] и метода Фурье. Соответствующие
точные решения 1 2( , , , )u x x y t  имеют вид потенциала с неизвестной функцией
плотности, которая находится из граничного интегрального уравнения (ГИУ) вто-
рого рода, причем интегральные операторы потенциала и ГИУ выражаются через

0C -полугруппы операторов ( )T tτU  и ( )Y yτU , действующих по переменным t  и
y  соответственно.

Вопросы аппроксимации, сходимости и устойчивости приближенных решений
задач теплопроводности, полученных на основе КМГЭ и ГИУ второго рода, ис-
следуются в работах [2–5]. Рассматриваются двумерные задачи, соответствующие
НКЗТ в бесконечно длинных однородных цилиндрах с однородными вдоль обра-
зующих цилиндра граничными условиями [2, 4], общие трехмерные задачи [3], а
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также n -мерные задачи [5], причем в работе [3] исследуются задачи с кусочно-
гладкими по Ляпунову граничными поверхностями, имеющими края и углы. Раз-
личные модели на основе двумерных задач теплопроводности и их решение с по-
мощью КМГЭ рассмотрены в работах [6–11], причем в работе [10] решается зада-
ча для уравнения теплопроводности с диссипативным членом, определяющая ча-
стные решения НКЗТ в КОПЦ. В работе [12] на основе КМГЭ решается внешняя
по отношению к бесконечно длинному цилиндру НКЗТ с неоднородными вдоль
образующих цилиндра граничными условиями. В работе [13] рассматривается
решение на основе КМГЭ задачи теплопроводности в конечном круглом цилинд-
ре, где наряду с преобразованием Лапласа по временнóй переменной использует-
ся разложение в ряд Фурье граничных функций. Для решения задач теплопровод-
ности в конечных круглых цилиндрах использовались и другие приближенные
методы: метод конечных элементов [14, 15] и метод конечных разностей [16].
Разностные методы используются и для решения задач теплопроводности в ко-
нечных некруглых цилиндрах [17]. Однако автору не удалось найти примеры со-
вместного использования КМГЭ и метода Фурье для решения задач теплопровод-
ности в конечных некруглых цилиндрах.

В работах [18–20] на основе КМГЭ получены решения НКЗТ для уравнения с
диссипативным членом:

1 1 2 2

2 2 2
x x x x tu u u k u∂ + ∂ = ∂ +  ( 1 2( , , )u u x x t= , ( )1 2,x x ±∈ Ω , Tt I∈ , 0k > ). (1)

Решения НКЗТ в КОПЦ разлагаются в ряд Фурье по собственным функциям ге-
нератора 0C -полугруппы ( )Y yτU , и коэффициентами такого ряда являются ре-
шения НКЗТ для уравнения (1). С уменьшением гладкости граничных функций w
по переменной y  возрастает вес решений НКЗТ для уравнений (1), соответст-
вующих большим значениям k , и точность решения НКЗТ в КОПЦ снижается.
Для сохранения точности на равномерной сетке требуется увеличение числа ша-
гов дискретизации функций ( )2exp yk− τ  – компонент 0C -полугруппы ( )Y yτU  –

по параметру yτ  и граничной функции w  по переменной y  пропорционально k2

и j соответственно (j – некоторое усредненное значение величины Yk, зависящее
от w ). Функции ( )2exp yk− τ  при больших k  являются быстро меняющимися

вблизи yτ = 0 . Поэтому измельчать сетку при их интерполяции можно только

вблизи yτ = 0  на отрезке, длина которого убывает пропорционально 1 k , а в ос-

тальной области значений yτ  сетку оставлять прежней. Тогда количество шагов

по yτ  при не очень больших значениях k  возрастает лишь пропорционально k , и
точность сохраняется, если число шагов по y также возрастает пропорционально j.
При этом шаги дискретизации по остальным переменным остаются неизменными.

Благодаря такому подходу, полученные здесь на основе кусочно-квадратичной
интерполяции (ККИ) аппроксимации решений НКЗТ в КОПЦ устойчиво сходятся
в норме 2 ( )Y TL I I×  к точным решениям с кубической скоростью равномерно от-
носительно множеств функций w , ограниченных по норме функций с низкой
гладкостью по переменной y , равномерно по длине образующей Y  и равномерно
в области ±Ω . Последнее также связано с использованием здесь ККИ вдоль кри-
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вой ∂Ω  по переменной 2 2r dρ ≡ − , описанной в работах [19, 20] применитель-
но к задачам для уравнения (1) и осуществляемой при достаточно малых значени-
ях r  ( r  и d  – расстояния от наблюдаемой точки области ±Ω  до текущей точки
интегрирования вдоль ∂Ω  и до границы ∂Ω  соответственно). Доказано также,
что если число шагов дискретизации по переменной yτ  ограничено относительно

роста k, то равномерная кубическая сходимость в норме 2 ( )Y TL I I×  во всей об-
ласти ±Ω  существует на множествах функций w, ограниченных по норме функ-
ций с достаточно высокой гладкостью по y, а в любой замкнутой подобласти об-
ласти ±Ω  имеет место такая же равномерная сходимость на множествах функций
w, ограниченных по норме функций с низкой гладкостью по y , к тому же равно-
мерная по длине образующей Y . Приведен пример, показывающий, что если чис-
ло шагов по yτ  ограничено относительно k, то скорость сходимости некоторых
приближенных операторов, возникающих при вычислении потенциала, уменьша-
ется вблизи границы области ±Ω  на функциях с низкой гладкостью по y .

Приведены результаты численного решения такой задачи в круглом цилиндре,
подтверждающие теоретические выводы. Зависимость от y  граничных функций
w здесь задается собственными функциями генератора 0C -полугруппы ( )Y τU ,
варьируемыми в достаточно большом диапазоне значений k.

Ранее в работах автора [21, 22] рассматривались решения НКЗТ в КОПЦ, где
осуществлялось вычисление приближенных операторов в алгебре полиномов, об-
разованных степенями оператора ( ) ( ) ( )T Yh h hτ τ τ≡ �U U U  ( hτ  – шаг дискретизации

параметра tτ , ( )Y hτ
�U  – аппроксимация оператора ( )Y hτU ). В настоящей работе

приближенные операторы вычисляются в алгебре полиномов, образованных сте-
пенями оператора ( )T hτU .

Предварительные замечания

Далее считаем, что граница ∂Ω  является кривой класса гладкости 2C , если не
оговорено особо. НКЗТ в КОПЦ с неоднородными граничными условиями второ-
го и третьего рода на боковой поверхности цилиндра, с нулевыми граничными
условиями первого, второго и третьего рода на основаниях цилиндра и нулевым
начальным условием могут рассматриваться как двумерные векторные краевые
задачи:

2 ± ±∆ =u B u  ( 1 2( , )x x ±≡ ∈ Ωx ), ( ) ± ±∂ − η =n x u u w  ( ∈ ∂Ωx ). (2)

Здесь ( )±u x  и ( )w x  – векторные функции со значениями в гильбертовом про-
странстве 2 2 ( )T YL L I I≡ × , заданные на множествах ±Ω  и ∂Ω  соответственно
(все пространства функций здесь комплексные); ( )n x  – нормаль к кривой ∂Ω ,

проходящая через точку x  и направленная внутрь области +Ω ; 
1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂

(непрерывность и дифференцируемость векторных функций предполагается здесь
в норме пространства их значений, в данном случае – 2L ); 0η ≥  (коэффициент
теплообмена) – постоянная; B  – оператор в пространстве 2L , заданный при по-
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мощи дифференциального выражения ( ) 2( , ) ( ) ( , )t yyt y p f t y≡ ∂ − ∂ +B f  ( p ∈ R ) на

множестве ( )D B  классов функций 2L∈f , эквивалентных функциям ( , )f t y , аб-
солютно непрерывным по Tt I∈  при Yy I∈ , абсолютно непрерывно дифферен-
цируемым по Yy I∈  при Tt I∈  и удовлетворяющим условиям: 0| 0tf = =  при

Yy I∈ , ( )0 0|y yf h f =∂ − = ( ) | 0y Y y Yf h f =∂ + =  при Tt I∈  ( 00 , Yh h≤ ≤ ∞ ) и t f∂ ,
2
yy f∂ 2L∈ .

Зададим операторы Y′B  и YB  в пространстве 2 ( )YL I : ( ) (2)( ) ( )Y y f y′ ≡ −B f ,

( ) (2)( ) ( ) ( )Y y f y p f y≡ − +B f , определенные на множестве ( ) ( )Y YD D ′=B B  абсо-
лютно непрерывно дифференцируемых при (почти всех, далее опускаем) Yy I∈

функций 2( ) ( )Yf y L I∈ , (1) (1)
0(0) (0) ( ) ( ) 0Yf h f f Y h f Y− = + = . Операторы Y′B  и

YB  самосопряжены и имеют чисто точечные спектры { }j′σ  и { }jσ , состоящие из

изолированных собственных значений кратности 1: 0 10 ...′ ′≤ σ < σ < , j j p′σ = σ + .

Полагаем, что постоянная 0p ′> −σ , тогда 0 0σ > , и с помощью рядов Фурье, схо-
дящихся в норме пространства 2 ( )YL I , могут быть определены ограниченные от-
рицательные и неограниченные положительные степени оператора YB :

0
j jY

j

∞
−α −α

=
= σ∑B f P f  ( 2 ( )YL I∈f ), 

0
j jY

j

∞
α α

=
= σ∑B f P f  ( 2 ( ) :YL I∈f

2

2

( )
0 Y

j j L I
j

∞
α

=
σ < ∞∑ P f ), 0α > . (3)

Здесь jP  – проекторы: ( )
2 ( )

,
Y

j j jL I
≡P f f ψ ψ ; jψ  ( { }0,1,...j +∈ ≡Z ) – нормиро-

ванные собственные функции оператора YB . Заметим, что

( )j yψ = ( )sinj j jyα μ + β , где 2j Y0 < α ≤ , 2j0 ≤ β ≤ π ; j j j Y′μ ≡ σ π∼  при

j → ∞  [23, с. 227]. Оператор YB  является генератором 0C -полугруппы ( )Y τU

( ( ) ( )0expY τ ≤ −σ τU ; Y ≡fB 1

0
lim ( ( ) )Y

−

τ→+
τ − τf fU , ( )YD∈f B , допускающей

представление с помощью рядов Фурье:

( )
0

( ) expY j j
j

∞

=
τ = −σ τ∑U f P f  ( 2 ( )YL I∈f ). (4)

Оператор TB  в пространстве 2 ( )TL I : ( ) (1)( ) ( )T t f t≡B f , определенный на
множестве ( )TD B  абсолютно непрерывных при Tt I∈  функций 2( ) ( )Tf t L I∈ ,

(0) 0f = , является генератором 0C -полугруппы ( )T τU : ( ( ) )( )T tτ =U f ( )f t − τ
при tτ ≤ , ( ( ) )( )T tτ =U f 0  при tτ >  ( ( ) 1T τ =U  при [0, )Tτ ∈ ; ( )T τ =U O  при

Tτ ≥ , где O  – нулевой оператор). Оператор TB  ограниченно обратим:

( )1
0

( ) ( )
t

T t f t dt− ′ ′= ∫B f  ( Tt I∈ , 2 ( )TL I∈f ).
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Любые замкнутые операторы TA  и YA , всюду плотно определенные в про-
странствах 2 ( )TL I  и 2 ( )YL I  соответственно, могут быть определены в простран-
стве 2L  с помощью поточечных равенств

1 1( )( ) ( )T Ty y=A f A f  ( Yy I∈ ), 2 2( )( ) ( )Y Yt t=A f A f  ( Tt I∈ )

на всех функциях 1 2L∈f  и 2 2L∈f , таких, что 1( ) ( )Ty D∈f A , 2 ( ) ( )Yt D∈f A  при
фиксированных Yy I∈ , Tt I∈ , и 1 2T L∈A f , 2 2Y L∈A f , причем если операторы

TA  и YA  ограничены в 2 ( )TL I  и 2 ( )YL I , то в пространстве 2L  они также всюду
определены и имеют ту же норму (теорема 2 [24]). В этом смысле оператор

T Y= +B B B  определен на множестве ( ) ( )T YD D∩B B  и является генератором

0C -полугруппы ( ) ( ) ( )T Yτ ≡ τ τU U U  ( ( ) ( )0expτ ≤ −σ τU ) (следствие 3 [24]), а
операторы TB  и YB  в пространстве 2L  являются генераторами соответствующих

0C -полугрупп ( )T τU  и ( )Y τU  (следствие 2 [24]). Операторы Y
αB  и ( )Y τU  могут

быть представлены рядами Фурье вида (3) и (4), сходящимися в норме 2L , где

2L∈f , ( )
2

2( )
, ( )

Y
j TL I

L I∈f ψ  ( ( )
2 ( )

, ( )
Y

j L I
t ≡f ψ  ( , )

YI
f t y dy∫ ) и выполняется

«равенство Парсеваля»: ( )
2 2 2

22
0 ( ) ( )

,
Y T

jL j L I L I

∞
=

= ∑f f ψ  [25, c. 137].

Пусть ( )C ′Ω  и ( )kC ′Ω  – пространства непрерывных и k раз непрерывно диф-

ференцируемых на некотором множестве 2′Ω ⊂ R  векторных функций со значе-
ниями в 2L . Задачи (2) однозначно разрешимы в классе функций

2( ) ( )C C± ±Ω ∩ Ω  при любых ( )C∈ ∂Ωw  [26, 27]. Решения имеют вид векторных
потенциалов:

0( ) ( )± ±=u x G x v  ( x ±∈ Ω ), (5a)

где функции плотности ( )C± ∈ ∂Ωv  находятся из соответствующих ГИУ ( I  – то-
ждественный оператор):

( ) ( ) ( )± ± =G v x w x  ( ∈ ∂Ωx ), 1
2 02−

± ≡ + − η∓G I G G , (5b)

 
( )( ) ( ) ( , ) ( )i i i ds

∂Ω

′ ′ ′= ≡ ∫G x f G f x K x x f x  ( ( )C∈ ∂Ωf , 0, 2i = ),

( , )i ′K x x  ( ′≠x x ) – ограниченные операторы в пространстве 2L , определяемые
равенствами:

( , ) ( , , ) ( )
T

i i
I

g d′ ′≡ τ τ τ∫K x x f x x U f  ( 2L∈f , 0, 2i = ),

0 0( , , ) ( , )g a r′ τ ≡ τx x , 2 2 2( , , ) ( , ) ( , )g a r b′ ′τ ≡ τx x x x ,

0 ( , ) ( , )a r a rτ ≡ τ , 2 ( , ) ( , )ra r r a rτ ≡ − ∂ τ , (2 )
1( , ) lnb r−′ ≡ ∂n xx x .

Здесь ( ) ( )1 2( , ) 4 exp 4a r r− ⎡ ⎤τ ≡ πτ − τ⎣ ⎦ , r ′≡ −x x ; дифференцирование ( )∂n x

осуществляется по точке x .
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Зададим параметрические уравнения кривой ∂Ω : 1 1( )x x s= � , 2 2 ( )x x s= � . Пара-
метр s по модулю равен длине дуги, откладываемой от некоторой фиксированной
точки и заканчивающейся в точке ( )1 2( ) ( ), ( )s x s x s≡� � �x , причем 0s > , если дуга
откладывается по часовой стрелке, и 0s < , если против. Функции 1( )x s� , 2 ( )x s� ,
периодические с периодом 2S  (S  – половина длины ∂Ω ), осуществляют взаим-
нооднозначное отображение множества [ ),SI S S≡ −  на множество ∂Ω . Условим-

ся далее писать kC∂Ω ∈ , если существуют непрерывные на замкнутом множестве

SI  производные ( ) ( )l
ix s�  ( 1, 2i = , 0,l k= ), причем ( ) ( )( 0) ( 0)l l

i ix S x S− + = −� � . Обо-
значим через s , s′  значения параметра s, соответствующие точкам x, ′∈ ∂Ωx .

Условимся ограниченный оператор A, отображающий банахово пространство
B в банахово пространство C, обозначать как A [ B C→ ], а если C B= , то A [ B ].

Зададим операторы 2
Y YY′ ′≡�B B  ( ( ) ( )Y YD D′ ′=�B B ) и Y

�
B : 0Y j jj

∞
=

= σ∑
� �B f P f

( ( )
2

2
2

0 ( )
,

Y
j jj L I

∞
=

σ < ∞∑ � f ψ , ( )22 1j jσ ≡ π +� ) в соответствующих пространствах

2 ( )YL I  ( 0Y > ). Так как j jY jμ ≡ μ π� ∼  при j → ∞ , то ( ) ( )Y YD D ′=
� �B B . Через

2n
YH  ( n +∈ Z ) обозначим гильбертовы пространства функций 2 ( )YL I∈f :

∈f ( )2n
YD
�
B , с нормами 2

2

1/ 222
0 ( )

n
Y Y

n m
YH m L I=

⎡ ⎤≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑
�

f B f . Пространства 2n
YH

при фиксированном n +∈ Z  и всех 0Y >  изоморфны между собой и эквивалент-

ные элементы в них имеют вид =f 2
0

n
j j jj

∞ −
=

α σ∑ � ψ  при одинаковых для всех

0Y >  числах 0 1, ,α α …  ( 2
0 jj

∞
=

α < ∞∑ ). В силу неравенств ( 1)j jμ ≤ π +�  опера-

торы ( ) 2n
Y′�B  [ 2

2 ( )n
YYH L I→ ] ограничены: ( ) 2 1n

Y′ ≤�B , равномерно по 0Y > .

В отличие от операторов ( ) 2n
Y′�B  операторы ( ) 2n

Y′B  [ 2
2 ( )n

YYH L I→ ] неограни-

ченно возрастают, например, на функциях ( 1) n
jj −+ ψ  при 0Y → ; равномерно же

ограничены они по 0Y >  на множествах { 2n
YH∈f : 2n

Y

n
H Y R≤f , 0R > }.

Зададим также операторы 2
Y Y pY′≡ +� �B B I  ( ( ) ( )Y YD D ′=� �B B ). Операторы ( ) 2n

Y
�B

[ 2
2 ( )n

YYH L I→ ] равномерно ограничены по ( ]00,Y Y∈  при любом 0 0Y > :

( ) ( ) 22 2
01

nn
Y pY≤ +�B .

Пусть , , , ,k i j m n +∈ Z . Введем в рассмотрение банаховы пространства ( )kC ∂Ω
функций ( )C∈ ∂Ωf , имеющих непрерывные на множестве ∂Ω  производные

( )lf : ( )( ) ( ) ( )l l ls d s ds≡ �f f x  ( Ss I∈ , 0,l k= ), с нормами ( )kC ∂Ω ≡f

2

( )

0,
max sup ( )

S

l
Ll k s I

s
= ∈

≡ f . Обозначим через , 2m nH  гильбертовы пространства функ-
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ций 2L∈f : ∈f ( )2nm
T YD
�

B B , с нормами , 2
2

1/ 222
0 0m n

m n ji
T YH i j L= =

⎡ ⎤≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑
�

f B B f .

Введем в рассмотрение банаховы пространства , 2; , 2 , 2i j m n i jH H≡ ∩
( )0, 2,0 n jm iH H ++∩ ∩   с нормами , 2; , 2i j m nH ≡f ( )0, 2, 2 ,0 n ji j m iH H H +++ +f f f .

Определим банаховы пространства , 2; , 2 ( )i j m nC ∂Ω  функций ( )C∈ ∂Ωf :
, 2; , 2( ) i j m ns H∈f  ( Ss I∈ ) и 2 ( )ji

T Y f C∈ ∂Ω
�

B B , ( )i m
T f C+ ∈ ∂ΩB ,

( ) 2 ( )j n
Y C+ ∈ ∂Ω
�
B f , с нормами , 2; , 2

, 2; , 2 ( ) sup ( ) i j m n
i j m n

S
C H

s I
s∂Ω

∈
≡f f . Зададим

банаховы пространства , 2; , 2 , 2; , 2( ) ( ) ( )k k
i j m n i j m nC C C∂Ω ≡ ∂Ω ∩ ∂Ω  с нормами

, 2; , 2 ( )k
i j m nC ∂Ω ≡f

, 2; , 2( ) ( )k
i j m nC C∂Ω ∂Ω+f f .

Операторы tB  и yB  ограниченно обратимы, поэтому в силу следствия 3 [28]
имеет место утверждение:

Теорема 1. Пусть 2kC +∂Ω ∈ . Тогда операторы ±G  [ , 2; , 2 ( )k
i j m nC ∂Ω ] всюду

определены, ограничены и ограниченно обратимы ( , , , ,k i j m n +∈ Z ).
Операторы 0 ( )G x  и 2 ( )G x  допускают представление с помощью рядов Фу-

рье, сходящихся в норме 2L :

0
( ) ( , )i i j j

j

∞

=
= σ∑G x f G x P f  ( 2L∈f , 0, 2i = ).

Операторы ( , )i jσG x  [ 2( )j jC L∂Ω →P P ] могут быть получены из операторов

( )iG x  [ 2( )C L∂Ω → ], если вместо 0C -полугруппы ( )Y τU  подставить соответст-

вующую 0C -полугруппу ( )exp j j−σ τ P . Они определяют решения соответствую-
щих НКЗТ для уравнения (1) на основе формул, аналогичных формулам (5). Ап-
проксимация операторов ( , )i jσG x  и решение с их помощью НКЗТ для уравнения
(1) исследовались в работах [18, 19].

Обозначим через ( )m zΛ  ( 0, 2m = , [ , ]z a b∈ ) интерполяционные многочлены
Лагранжа:

2

0 ( )
( ) j

m
m jj j m

z z
z

z z= ≠

−
Λ ≡

−∏ , j j zz z q h≡ +  ( 0, 2j = ).

Здесь 12 ( )zh b a−≡ − , 12 ( )z a b−≡ + ; 0 1q ≡ − , 1 0q ≡ , 2 1q ≡ . Пусть ( )zf  – триж-
ды непрерывно дифференцируемая на промежутке [ , ]a b  функция со значениями
в произвольном банаховом пространстве B . Тогда для функции

2
0( ) ( ) ( )m mmz z z

=
≡ Λ∑�f f  при [ , ]z a b∈  имеют место оценки:

(3) 3

[ , ]
( ) ( ) sup ( ) zB Bz a b
z z c z hω

∈
− ≤�f f f  ( 2 3 9cω ≡ ),

 ( )
0,2

( ) max m BB m
z c zΛ

=
≤�f f  ( 3cΛ ≡ ). (6)
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Интерполяция функций в пространстве L2

Пусть 2N ∈ N . Зададим функции ( )T τ�U  ( 0τ ≥ ), значения которых – опера-
торы в пространствах 2L :

( )
2

2 1
0

( ) ( )T m T n m
m

q h+ τ
=

τ ≡ Λ τ τ +∑�U f U f

 ( [ ]2 2 2,n n+τ ∈ τ τ , 0, 2 1n N= − , 2L∈f ).

Здесь n n hττ ≡  ( n +∈ Z ), h T Nτ ≡ . В силу оценок ( ) 1T τ ≤U  и (6) имеем оценки

( )T cΛτ ≤�U  и

2 2

3 3( ) ( )T T TL L
c hω ττ − τ ≤�U f U f B f  ( 3,0H∈f ). (7)

Пусть 2jN ∈ N�  ( j +∈ Z ). Зададим функции ( )Y τ�U  ( 0τ ≥ ), значения которых

– операторы в 2L  ( 0Y > ):

0
( ) ( )Y j j

j
e

∞

=
τ = τ∑�U f P f  ( 2L∈f ), (8)

( )
2

,, 2 1
0

( ) exp ( )
j jj j m j mj nN n

m
e q hτ+ +

=

⎡ ⎤τ ≡ −σ τ + Λ τ⎣ ⎦∑ � �
��

 ( , 2 , 2 2,
j j j jj nN n j nN n+ + +

⎡ ⎤τ ∈ τ τ⎣ ⎦� �� �� � , 0, 2 1j jn N= −�� , 0, 1n N= − ).

Здесь , ,j n jn hττ ≡ �� , , j jh h Nτ τ≡� � . Так как ( )je cΛτ ≤ , то ряды Фурье (8) сходятся в

норме 2L  и ( )Y cΛτ ≤�U .
В силу первой оценки (6) имеем оценки:

( ) ( )3 3 3( ) ( ) exp expj j j j je Y e c N h−
ω τ∆ ≡ τ − −σ τ ≤ σ −σ τ�  ( j +∈ Z , 0Y > ). (9)

Так как ( )2
j j Yσ π∼ , то погрешности ( )je Y∆  не ограничены сверху при j → ∞

или 0Y → .
Допустим, что jN N=� �  ( j +∈ Z , { }2 1, 2,...N ∈ ≡N� ). Соответствующие опера-

торы ( )Y τ�U  обозначим [1] ( )Y τ�U . С помощью неравенств (9), формулы (3) для 3
YB

и формулы (4) получаем следующие оценки:

( ) 0,3
2 2

3[1] 3 6 3 3 3 6 2 3
0( ) ( ) 1Y Y Y HL L

c N Y h c N Y pY h− − − −
ω τ ω ττ − τ ≤ ≤ +� � � �U f U f B f f

( 0,3H∈f , TIτ ∈ , ( ]00,Y Y∈ ), (10)

согласно которым операторы [1] ( )Y τ�U  сходятся в пространстве 2L  с кубической
скоростью при N → ∞  к соответствующим операторам ( )Y τU  равномерно по

j +∈ Z , TIτ ∈ , ( ]00,Y Y∈  ( 0 0Y > ) на функциях 6 6( 1) jY j −+ ψ .
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Пусть 22 2j jN ⎡ ⎤= σ π +⎣ ⎦
� , где [ ]A  – целая часть числа A∈ R . Соответствую-

щие операторы ( )Y τ�U  обозначим [0] ( )Y τ�U . Тогда из неравенств (9) вытекают
оценки:

22

[0] 3 6 3( ) ( ) 2Y Y LL
c h−

ω ττ − τ ≤ π�U f U f f  ( 2L∈f , TIτ ∈ , 0Y > ),

в силу которых операторы [0] ( )Y τ�U  сходятся в пространстве 2L  при N → ∞  с ку-
бической скоростью к соответствующим операторам ( )Y τU  равномерно по

j +∈ Z , TIτ ∈ , 0Y >  на функциях jψ , а не 6 6( 1) jY j −+ ψ , как [1] ( )Y τ�U . Но при

0p ≈  число точек коллокации у функций ( )je τ , образующих операторы [0] ( )Y τ�U ,

больше, чем у функций ( )je τ , образующих [1] ( )Y τ�U  при 2N =� , приблизительно в

( )2j Y  раз. Поэтому введем в рассмотрение операторы [2] ( )Y τ�U : [2] [0]( ) ( )Y Yτ = τ� �U U

при jTτ ≤ , [2] [1]( ) ( )Y Yτ = τ� �U U  ( 2N =� ) при jTτ > , где 1 2
j jT T −≡ π σ . Для 2L∈f ,

0Y >  имеем оценки:

22

[2] 3 6 3( ) ( ) 2Y Y LL
c h−

ω ττ − τ ≤ π�U f U f f  ( jT0 ≤ τ ≤ ),

22

[2] 3 [2] 3( ) ( ) 2Y Y LL
c c h−

ω ττ − τ ≤�U f U f f  ( jT T< τ ≤ ), (11)

где ( )[2] 6sup expc T
λ≥0

≡ λ −π λ . В силу оценок (11) операторы [2] ( )Y τ�U  так же, как и

[0] ( )Y τ�U , сходятся в пространстве 2L  к операторам ( )Y τU  на функциях jψ , но при

0p ≈  и j Y N≤  число точек коллокации у функций ( )je τ , образующих опера-

торы [2] ( )Y τ�U , больше, чем у функций ( )je τ , образующих [1] ( )Y τ�U  при 2N =� ,

приблизительно лишь в j Y  раз.
На основании оценок (7), (10), (11) получаем утверждение:
Теорема 2. Пусть 2N ∈ N . Операторы [1] [1]( ) ( ) ( )T Yτ ≡ τ τ� � �U U U  [ 0,0;3,3

2H L→ ]

( [2] [2]( ) ( ) ( )T Yτ ≡ τ τ� � �U U U  [ 3,0
2H L→ ]) сходятся по операторной норме с кубиче-

ской скоростью при N → ∞  к соответствующим операторам ( )τU  [ 0,0;3,3
2H L→ ]

( ( )τU  [ 3,0
2H L→ ]) равномерно по TIτ ∈  ( TIτ ∈ , 0Y > ).

Введем в рассмотрение банаховы пространства n
YC  ( n +∈ Z ) функций 2L∈f ,

имеющих непрерывные на множестве YI  производные ( ) ( )j yf  ( 0,j n= ), с нор-

мами 
2

( )
( )0,

max sup ( )n
Y TY

j
C L Ij n y I

y
= ∈

≡f f , а также банаховы пространства m
TC

( m +∈ Z ) функций 2L∈f , имеющих непрерывные на множестве T YI I×  частные

производные ( , )i
t f t y∂  ( 0,i m= ), с нормами 

0, ( , )
max sup ( , )m

T
T Y

i
tC i m t y I I
f t y

= ∈ ×
≡ ∂f .
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Учитывая, что ( )1 2( ) ( ) 2m m
j j y Y−μ ψ ≤  ( j ∈ N , m +∈ Z ), имеем при

( )0, 1 2nH +∈f , Yy I∈ , 0Y > , m n≤  оценки:

( ) ( )( )
( )

2 2
2

0, 1 2

1 2 1 2( ) ( )
( ) ( )0 ( )

1 2 1 2

( ) , ( )

2 .

T Y
T

n

n nm m
j j jYL I L Ij L I

m
n m H

y y

Y с +

∞
− + +

=

− −
−

= σ ψ ≤

≤

∑
��

�

f B f

f

ψ

(12)

Здесь ( )1 21
0

k
k jjс ∞ − −

=
≡ σ∑ �� . Пусть 1,1 2H∈f , 1 2

Y=
�

g В f . Тогда 
0

( , ) ( , )
t

tg t y g t y dt′ ′ ′= ∂∫ ,

и в силу теоремы Фубини

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

( ) ( ) ( )0 ( )
( ), , ( ) ,

Y Y Y T

t
j T j T jL I L I L I L I

t t dt T′ ′= ≤∫g B g B gψ ψ ψ .

При ( , ) T Yt y I I∈ × , 0Y >  имеем оценки:

( )
2

1 21 2
( )

0 0

( ) ,
Y

t

j j T jY L I
j

f y t dt
∞

−

=

′ ′= σ ψ ( ) ≤∑ ∫
�� B B f ψ

( ) ( ) ( ) 1,1 2
2 2

1 2 1 21 21 2
0( ) ( )0

2 , 2
Y T

j T jY HL I L Ij
T Y T Y c

∞
−

=
≤ σ ≤∑

�� �B B f fψ .

Аналогично получаем оценки:

( ) 1,1 2
1 2

0( , ) 2 m
m
t Hf t y T Y c +∂ ≤ � f

 ( ( , ) T Yt y I I∈ × , 0Y > , 1,1 2mH +∈f , m +∈ Z ). (13)

В силу оценок (13) и (12) имеем включения: 1,1 2n n
TH C+ ⊂ , 0,( 1) 2n n

YH C+ ⊂
( n +∈ Z ).

Зададим операторы TP  [ 1,1 2 0
YH C→ ] ( n +∈ Z ):

( )
2

2
0

( , ) ( , ) ( )T k l l
l

t y f y t+
=

≡ τ Λ∑P f

( 1,1 2H∈f , [ ]2 2 2,k kt +∈ τ τ , Yy I∈ , 0, 2 1k N= − ).

Используя неравенства 0 0
1 2

Y TC CT≤f f  ( 0
TC∈f ) и (6), (13), получаем оценки

( )1 2
02T Y T c cΛ≤ �P

и ( )0 4,1 20
1 21 2 3 3 3

02
Y T

T TC HC
T c h Y T c c hω τ ω τ− ≤ ≤ �P f f B f f

( 4,1 2H∈f , 0Y > ). (14)

Пусть 2M ∈ N , my mY M≡ , 0,m M= . Зададим операторы YP  [ 0
2YC L→ ]:

( )
2

2
0

( ) ( ) ( )Y m l l
l

y y y+
=

≡ Λ∑P f f

( 0
YC∈f , [ ]2 2 2,m my y y +∈ , 0, 2 1m M= − ).
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Учитывая неравенства 0
2

1 2
YL CY≤f f  ( 0

YC∈f ) и (6), (12), получаем оценки

1 2
Y c YΛ≤P

и 0,202

7 2 3 3 3 1 2 3
02

Y
Y y yL HC

c Y d dy h с c hω ω− ≤ ≤ �P f f f f

( 0,2H∈f , 0Y > ). (15)

Здесь 1yh M≡ . Пусть ( )00

1 3
1 3 3( ) 1

YY
CC

M M Y d dy−⎛ ⎡ ⎤ ⎞≡ π +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎣ ⎦ ⎠
� f f f  ( [ ]A  – це-

лая часть A∈ R , 0,2H∈f ). Операторы YP  при ( )M M= � f  и 0,2H∈f  обозна-

чим ( )Y
�P f . В силу неравенств (15) имеем оценки:

0 0,1 2
2

3 1 2 3 1 2 3 3
0( ) 2

YY y yC HL
c Y h с c hω ω− ≤ π ≤ π� �P f f f f

( 0,2H∈f , 0Y > ). (16)

Согласно первым неравенствам (15) и (16), интерполянты вида 3( 1) Y jj −+ P ψ  и

( )Y j
�P ψ  сходятся в норме 2L  с кубической скоростью при M → ∞  к соответст-

вующим функциям 3( 1) jj −+ ψ  и jψ  равномерно по j +∈ Z  и 0Y > , при этом

число точек коллокации у ( )Y j
�P ψ  лишь в j≈  раз больше, чем у Y jP ψ .

Доопределим операторы ( )Y
�P f  на функциях 0,1 2 0,2\H H∈f :

( ) limY YM →∞
≡ =�P f P f f . Тогда оценки (16) выполняются при всех 0,1 2H∈f .

С учетом оценок (14), (16) и 1 2
Y c YΛ≤P  имеем оценки:

( )4,1 2 0,1 2
2

1 2 3 3 3
0( ) 2Y T yH HL

c c c T h hω Λ τ− ≤ + π� �P P f f f f

( 4,1 2H∈f , 0Y > ). (17)
На основании оценок (17) делаем следующий вывод:
Теорема 3. Пусть 2M ∈ N , 2N ∈ N . Интерполянты ( )Y T

�P P f  сходятся в
норме 2L  с кубической скоростью при ,M N → ∞  к соответствующим функциям

4,1 2;H∈f  равномерно относительно 4,1 2H R≤f  ( 0R > ) и равномерно по
0Y > .

Приближенное решение граничных интегральных уравнений

Так как здесь выполняются оценки [ ] ( )j
Y cΛτ ≤�U  и (10), (11) вместо аналогич-

ных оценок для аппроксимации 0C -полугруппы ( )exp p− τ I  в работах [18, 19] и

проводится аналогичное построение аппроксимаций операторов 1−
±G , 0 ( )G x , то

мы опускаем некоторые подробности при обосновании их аппроксимирующих
свойств.
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Оператор ±G  [ ( )C ∂Ω ] может быть представлен в виде
12 ( ) ( )

TI
d−

± = + τ τ τ∫∓G f I A U f  ( ( )C∈ ∂Ωf ). Значения функции ( )τA  ( 0τ > ) –

ограниченные операторы в пространстве ( )C ∂Ω : ( )( )( ) sτ ≡A f

[ ] ( )2 0( , , ) ( , , ) ( )
SI

g s s g s s s ds′ ′ ′ ′≡ τ − η τ∫ �f x  ( Ss I∈ , ( )C∈ ∂Ωf , ( , , )ig s s′ τ ≡

( ( ), ( ), )ig x s x s′≡ τ� � ). Справедливы оценки 1 2( ) c −τ ≤ τA  ( 0τ > ), где c  – константа,
зависящая только от параметров кривой ∂Ω  (см. оценки (8) [18]). Зададим опера-
торы [ ]j

±
�G : [ ] 1 [ ]2 ( ) ( )

T

j j
I

d−
± ≡ + τ τ τ∫� �∓G f I A U f  ( ( )C∈ ∂Ωf , 1, 2j = ). В силу оце-

нок 1 2( ) c −τ ≤ τA , (6), ( )T cΛτ ≤�U  и теоремы 2 операторы [ ]j
±
�G  [ ( )C ∂Ω ] огра-

ничены равномерно по N  и справедлива теорема:
Теорема 4. Пусть 2C∂Ω ∈ . Тогда операторы [1]

±
�G  [ 0,0;3,3 ( ) ( )C C∂Ω → ∂Ω ] и

[2]
±
�G  [ 0,0;3,0 ( ) ( )C C∂Ω → ∂Ω ] ( 2N ∈ N ) сходятся по операторной норме с кубиче-
ской скоростью при N → ∞  к соответствующим операторам ±G

[ 0,0;3,3 ( ) ( )C C∂Ω → ∂Ω ] и ±G  [ 0,0;3,0 ( ) ( )C C∂Ω → ∂Ω ] ( [2]
±
�G  – равномерно по

0Y > ).
Заметим, что операторы [ ]j

±
�G  ( 1, 2j = ) имеют вид полиномов, образованных

степенями оператора ( )T hτU :
1

[ ][ ]
,0

1
( )

N
jj

n T n
n

−

± ±
=

= + τ∑� � �G G G U , (18)

2

0

[ ] [ ]1
0,0 2 ( ) ( ) ( )j j

Y d
τ

−
±

τ

≡ + τ τ Λ τ τ∫� �∓G I A U ,

2 2

2

[ ] [ ]
12 1 ( ) ( ) ( )

n

n

j j
Yn d

+τ

+
τ

≡ τ τ Λ τ τ∫� �G A U  ( 0, 2 1n N= − ),

2 2 2

2 2 2

[ ] [ ] [ ]
2 02 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

j j j
Y Yn d d

+

−

τ τ

τ τ

≡ τ τ Λ τ τ + τ τ Λ τ τ∫ ∫� � �G A U A U  ( 1, 2 1n N= − ).

Пусть 2L ∈ N . Введем в рассмотрение пространства LH  векторных сеточных
функций f  со значениями 2l L∈f , заданными в узлах ( )l ls≡ �x x  ( l ss lh≡ ,

1,l L L= − − , ( 1)sh S L≡ + ), с нормой: 
21

max
L lH LL l L− − ≤ ≤

=f f . Зададим проекци-

онные операторы LP  [ ( ) LC H∂Ω → ]: ( ) ( )L ll =P f f x , и операторы L
�
P

[ ( )LH C→ ∂Ω ]:

( )
2

2
0

( ) ( )L l m m
m

s s+
=

≡ Λ∑
�
P f f  ( LH∈f , [ ]2 2 2,l ls s s +∈ , 2 , 2 1l L L= − − ).
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Очевидно, что 1L ≤P . В силу оценок (6) имеем оценки L cΛ≤
�
P  и

(3) 3
( ) ( )L L sC C

c hω∂Ω ∂Ω
− ≤

�
P P f f f  ( 3 ( )C∈ ∂Ωf ). (19)

Определение. Будем говорить, что ограниченные операторы nA  [ C D→ ]
( n ∈ N ) сходятся по операторной норме при n → ∞  к соответствующим ограни-
ченным операторам nB  [ C D→ ], если 0n n D− →A f B f  при n → ∞  равномер-
но в шаре 1C ≤f .

С помощью равенств [ ] [ ]( ) ( )
T

j j
L LI

d± ≡ τ τ τ∫
� ��G f P A U P f  ( LH∈f , 1, 2j = ) зада-

дим операторы [ ]j
±

�
G  [ LH ]. В силу оценок (19), 1 2( ) c −τ ≤ τA , [ ] 2( )j cΛτ ≤�U ,

1L ≤P  имеет место утверждение:

Теорема 5. Пусть 2C∂Ω ∈ . Тогда операторы [ ]j
L±

�
G P  [ 3 ( ) LC H∂Ω → ]

( 2L ∈ N , 2N ∈ N , 1, 2j = ) сходятся по операторной норме с кубической скоро-

стью при L → ∞  к соответствующим операторам [ ]j
L ±
�P G  [ 3 ( ) LC H∂Ω → ] равно-

мерно по N  и 0Y >  с порядком аппроксимации ( )3
sO h .

Обозначим через [ ]ˆ j
±G  ( 0, 2i = , 1, 2j = ) операторы [ ]j

±

�
G , у которых для вы-

числения интегралов ( )1 ( , , )l

l

s
i k ms

g s s s ds+ τ Λ∫
�

 ( , 1k L L= − − , 2 , 2 1l L L= − − ,

0, 2m = ) используются ККИ по расстоянию r ≡�  ( ) ( )s s′� �x x  и ПКФГ с γ  узлами в
соответствии с работой [18]. Тогда имеем аналог теоремы 5 [18]:

Теорема 6. Пусть 2C γ+1∂Ω ∈  и γ ≥ 2 . Тогда операторы [ ]ˆ j
L±G P

[ 2 ( ) LC H∂Ω → ] ( 2L ∈ N , 2N ∈ N , 1, 2j = ) сходятся по операторной норме с

кубической скоростью при L → ∞  к соответствующим операторам [ ]j
L±

�
G P

[ 2 ( ) LC H∂Ω → ] равномерно по N  и 0Y > .
С помощью формул (18) по аналогии с теоремой 6 [18] доказывается следую-

щее утверждение:
Теорема 7. Пусть 2C∂Ω ∈ . Тогда существует minN ∈ N , такое, что при

{ }min min min2 , 1,N N N∈ ≡ +N … , 2L ∈ N , 0Y > , 1, 2j =  операторы ( ) 1[ ]ˆ j −
±G

[ LH ] ограничены в совокупности.
На основании теорем 1, 4–7 делаем следующий вывод:

Следствие 1. Пусть 2C γ+1∂Ω ∈  и γ ≥ 2 . Тогда операторы ( ) 1[1]ˆ
L

−
±G P

[ 3
0,0;3,3 ( ) LC H∂Ω → ], ( ) 1[2]ˆ

L
−

±G P  [ 3
0,0;3,0 ( ) LC H∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) схо-

дятся по операторной норме с кубической скоростью при ,L N → ∞  к соответст-
вующим операторам 1

L
−
±P G  [ 3

0,0;3,3 ( ) LC H∂Ω → ], 1
L

−
±P G  [ 3

0,0;3,0 ( ) LC H∂Ω → ]

( ( ) 1[2]ˆ
L

−
±G P  – равномерно по 0Y > ).
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Приближенное решение краевых задач

Операторы 0 ( )G x  [ 2( )C L∂Ω → ] ( ±∈ Ωx ) представим в следующем виде:

0 0( ) ( , ) ( )
TI

d= τ τ τ∫G x f A x U f , где 0 ( , ) ( , ) ( )a r ds
∂Ω

′ ′τ ≡ τ∫A x f f x . Для операто-

ров 0 ( , )τA x  ( ±∈ Ωx , 0τ > ) выполняются оценки: 0 ( , )τ ≤A x  1 2
0 0c c−′ ′′τ + , где

0c′ , 0c′′  – константы, зависящие только от параметров кривой ∂Ω  (см.оценки (9)

[19]). Зададим операторы [ ]
0 ( )j�G x : [ ] [ ]

00 ( ) ( , ) ( )
T

j j
I

d≡ τ τ τ∫� �G x f A x U f  ( ±∈ Ωx ,

1, 2j = ). Имеет место аналог теоремы 6 [19]:

Теорема 8. Пусть 2C∂Ω ∈ , 2N ∈ N . Тогда операторы [1]
0 ( )�G x

[ 0,0;3,3 2( )C L∂Ω → ] ( [2]
0 ( )�G x  [ 0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ]) сходятся по операторной норме с

кубической скоростью при N → ∞  к соответствующим операторам 0 ( )G x
[ 0,0;3,3 2( )C L∂Ω → ] ( 0 ( )G x  [ 0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ]) равномерно по ±∈ Ωx  ( ±∈ Ωx ,

0Y > ).
Пусть Dd I∈  ( (0, ]DI D≡ ), где D  – треть радиуса круга Ляпунова. Тогда су-

ществует кривая d
±

±∂Ω ⊂ Ω , параллельная кривой ∂Ω , т.е. существует взаимно

однозначное соответствие между точками ( )s ∈ ∂Ω�x  и ( )d ds± ±∈ ∂Ω�x  ( Ss I∈ ), та-

кое, что ( ) ( )ds s±� �x x  – нормаль к ∂Ω  и ( ) ( )ds s d± =� �x x  [29, с. 313]. Область, обра-

зованную кривыми d
±∂Ω  ( ( ]00,d d∈ , 0 Dd I∈ ), обозначим через 

0d
±Π ,

0 0
\d d

± ±
±Ω ≡ Ω Π . Имеем неравенства: r d≥  при d

±∈ Ωx  ( Dd I∈ ), позволяющие

сделать оценки норм операторов 0 ( , )τA x  [ 2( )C L∂Ω → ]:

( )2
0 ( , ) exp 8Ac d⎡ ⎤τ ≤ − τ⎣ ⎦A x  ( d

±∈ Ωx , Dd I∈ , 0τ > ;

( ) ( )1 1 2

(0, )
2 sup exp 8Ac S d− −

τ∈ ∞
⎡ ⎤≡ π τ − τ⎣ ⎦ ).

Принимая также во внимание оценки (6), (9) и формулу (4), получаем неравенства:

( )

( ) ( )
2

2 2

2
[ ]

0

2
6 2 2 6 6

0 ( ) ( )0

( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) , exp 2

T

Y T

j
T YYI L

j j jL I L Ij

d

N c c h
∞

−
Λ ω τ

=

τ τ τ − τ τ ≤

≤ σ τ − σ τ ≤

∫

∑

� �

�

A x U U U f

A x f ψ

( ) ( ) ( )
2 2

2
6 2 2 2 6 6 2

( ) ( )0
exp 4 exp 2 ,

Y T
A j j j L I L Ij

N c c c h d
∞

−
Λ ω τ

=

⎡ ⎤σ − τ − σ τ ≤⎣ ⎦∑� f ψ

2

26 2 2 2 6
A LN c c c c h−

Λ ω μ τ≤ � f  ( 1, 2j = ), (20)

где 2L∈f , d
±∈ Ωx , Dd I∈ , ( )12

0
sup exp 2c dμ
μ≥

≡ μ − μ . Следовательно, справед-

ливо утверждение:
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Теорема 9. Пусть 2C∂Ω ∈ , 2N ∈ N , Dd I∈ , 1, 2j = . Тогда операторы
[ ]
0 ( )j�G x  [ 0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ] сходятся по операторной норме с кубической скоро-

стью при N → ∞  к соответствующим операторам 0 ( )G x  [ 0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ] рав-

номерно по d
±∈ Ωx , 0Y > .

С помощью равенств: [ ] [ ]
00 ( ) ( , ) ( )

T

j j
L LI

d≡ τ τ τ∫
� ��G x f P A x U P f  ( LH∈f ,

±∈ Ωx , 1, 2j = ), зададим операторы [ ]
0 ( )j�G x  [ LH ], для которых справедливо ут-

верждение, аналогичное теореме 7 [19]:
Теорема 10. Пусть 2C∂Ω ∈ , 2L ∈ N , 2N ∈ N . Тогда операторы [ ]

0 ( )j
L

�
G x P

[ 3 ( ) LC H∂Ω → ] ( 1, 2j = ) сходятся по операторной норме с кубической скоростью

при L → ∞  к соответствующим операторам [ ]
0 ( )j�G x  [ 3 ( ) LC H∂Ω → ] равномерно

по N , ±∈ Ωx , 0Y > .

Обозначим через [ ]
0

ˆ ( )jG x  ( 1, 2j = ) операторы [ ]
0 ( )j�G x , у которых для вычис-

ления интегралов ( )1
0 ( , ( ), )l

l

s
ms

g s s ds+ τ Λ∫
�

�x x  ( 2, 2 1l L L= − − , 0, 2m = ) исполь-

зуются ККИ по переменной 2 2r dρ ≡ −  ( Dd I∈ ) и ПКФГ с γ  узлами в соответ-
ствии с работой [19]. Тогда имеем аналоги теоремы 8 [19] и следствия 3 [19]:

Теорема 11. Пусть 2C γ+1∂Ω ∈ , γ ≥ 2 , 2L ∈ N , 2N ∈ N . Тогда операторы
[ ]
0

ˆ ( )j
LG x P  [ 2

2( )C L∂Ω → ] ( 1, 2j = ) сходятся по операторной норме с кубической

скоростью при L → ∞  к соответствующим операторам [ ]
0 ( )j

L
�

G x P  [ 2
2( )C L∂Ω → ]

равномерно по N , ±∈ Ωx , 0Y > .

Следствие 2. Пусть 2C∂Ω ∈ , 2L ∈ N , 2N ∈ N . Тогда операторы [ ]
0

ˆ ( )jG x
[ 2LH L→ ] ( ±∈ Ωx , 0Y > , 1, 2j = ) ограничены в совокупности.

На основании теорем 8–11 делаем вывод:
Следствие 3. Пусть 2C γ+1∂Ω ∈ , 2γ ≥ , 2L ∈ N , 2N ∈ N , Dd I∈ . Тогда опе-

раторы [1]
0

ˆ ( ) LG x P  [ 3
0,0;3,3 2( )C L∂Ω → ] ( [2]

0
ˆ ( ) LG x P  [ 3

0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ], [1]
0

ˆ ( ) LG x P

[ 3
0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ]) сходятся по операторной норме с кубической скоростью при

,L N → ∞  к соответствующим операторам 0 ( )G x  [ 3
0,0;3,3 2( )C L∂Ω → ] ( 0 ( )G x

[ 3
0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ], 0 ( )G x  [ 3

0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ]) равномерно по ±∈ Ωx  ( ±∈ Ωx ,

0Y > ; d
±∈ Ωx , 0Y > ).

Введем в рассмотрение операторы 1
0( ) ( ) −

± ±≡R x G x G  и

( ) 1[ ][ ] [ ]
0

ˆ ˆˆ ( ) ( )jj j −
± ±≡R x G x G . Операторы [ ]ˆ ( )j

±R x  экономно вычисляются в алгебре

полиномов, образованных N  степенями полугруппового оператора ( )T hτU .
В силу теоремы 1 и следствий 1–3 получаем утверждение:
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Следствие 4. Пусть 2C γ+1∂Ω ∈ , γ ≥ 2 , 2L ∈ N , min2N ∈ N , Dd I∈ . Тогда

операторы [1]ˆ ( ) L±R x P  [ 3
0,0;3,3 2( )C L∂Ω → ] ( [2]ˆ ( ) L±R x P  [ 3

0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ],
[1]ˆ ( ) L±R x P  [ 3

0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ]) сходятся по операторной норме с кубической ско-

ростью при ,L N → ∞  к соответствующим операторам ( )±R x  [ 3
0,0;3,3 2( )C L∂Ω → ]

( ( )±R x  [ 3
0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ], ( )±R x  [ 3

0,0;3,0 2( )C L∂Ω → ]) равномерно по ±∈ Ωx

( ±∈ Ωx , 0Y > ; d
±∈ Ωx , 0Y > ).

На основании теоремы 7, следствия 2 и оценки 1 2 2
02L Y T T c cΛ≤ �P P P  для опе-

раторов TP  [ 1,1 2 0
YH C→ ], YP  [ 0

2YC L→ ], LP  [ ( ) LC H∂Ω → ] можно сделать вы-

вод об ограниченности операторов [ ]ˆ ( )j
L Y T±R x P P P  [ 1,1 2;0,0 ( ) LC H∂Ω → ] ( ±∈ Ωx ,

0Y > , 1, 2j = ) в совокупности. С учетом теоремы 3 сформулируем утверждение
о сходимости и устойчивости сеточных решений краевых задач (2)

( )[ ] [ ]ˆ( ) ( )j j
L Y T± ±≡ ��u x R x P P P w :

Следствие 5. Пусть 2C γ+1∂Ω ∈ , γ ≥ 2 , 2L ∈ N , 2M ∈ N , min2N ∈ N ,

Dd I∈ , 0R > , 1, 2j = . Тогда 
2

[ ] ( ) ( ) 0j
L± ±− →�u x u x  с кубической скоростью при

, ,L M N → ∞  равномерно относительно функций 4,1 2;0,5 2 ( )C∈ ∂Ωw

( 4,1 2;0,0 ( )C∈ ∂Ωw , 4,1 2;0,0 ( )C∈ ∂Ωw ), удовлетворяющих условиям

3
4,1 2;0,5 2 ( )C R∂Ω ≤w  ( 3

4,1 2;0,0 ( )C R∂Ω ≤w , 3
4,1 2;0,0 ( )C R∂Ω ≤w ), и равномерно по

±∈ Ωx  ( ±∈ Ωx , 0Y > ; d
±∈ Ωx , 0Y > ). Кроме того, значения функций

[ ][ ] [ ] [ˆ( ) ( ) ( )j j
L Y T

δ δ]
± ±≡ ��u x R x P P P w  сходятся при , ,L M N → ∞ , 0δ →  в норме 2L  к

соответствующим ( )±u x  равномерно по ±∈ Ωx  ( ±∈ Ωx , 0Y > ; d
±∈ Ωx , 0Y > )

и равномерно относительно функций [
1,1 2;0,0 ( )Cδ] ∈ ∂Ωw  и 4,1 2;0,5 2 ( )C∈ ∂Ωw

( 4,1 2;0,0 ( )C∈ ∂Ωw , 4,1 2;0,0 ( )C∈ ∂Ωw ), удовлетворяющих условиям

1,1 2;0,0

[
( )C

δ]
∂Ω

− ≤δw w  и 3
4,1 2;0,5 2 ( )C R∂Ω ≤w  ( 3

4,1 2;0,0 ( )C R∂Ω ≤w , 3
4,1 2;0,0 ( )C R∂Ω ≤w ).

Операторы [ ]ˆ ( )i
L±R x P  ( 1, 2i = ) могут быть вычислены с помощью рядов Фурье:

1[ ] [ ] [ ]
0

0

ˆ ˆˆ ( ) ( , ) ( )i i i
L j j L j

j

∞ −
± ±

=

⎡ ⎤= σ σ⎣ ⎦∑R x P f G x G P P f  ( ( )C∈ ∂Ωf , ±∈ Ωx ), (21)

сходящихся в норме пространства 2L . Здесь операторы [ ]
0

ˆ ( , )i
jσG x

[ 2j L jH L→P P  ], [ ]ˆ ( )i
j± σG  [ j LHP ] аппроксимируют операторы 0 ( , )jσG x

[ 2( )j jC L∂Ω →P P ] и 1
2 0( ) 2 ( ) ( )j j j

−
± σ ≡ + σ − η σ∓G I G G  [ ( )j C ∂ΩP ] в соответст-

вии со следствием 4 [19] и следствием 2 [18]. Они могут быть получены из опера-
торов [ ]

0
ˆ ( )iG x  и [ ]ˆ i

±G , если вместо функций [ ] ( )i
Y τ�U  подставить соответствующие

функции ( )j je τ P .
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В заключение продемонстрируем, как уменьшение гладкости функций по y

уменьшает скорость сходимости вблизи границы ∂Ω  операторов [1]
0,0 ( )�G x :

[1]
0,0 ( ) ≡�G x f [1]

00
( , ) ( )

h
Y dτ τ τ τ∫ �A x U f , возникающих при вычислении операторов

[1]
0 ( )�G x . С целью упрощения будем рассматривать случай кусочно-линейной ин-

терполяции (КЛИ) 0C -полугруппы ( )Y τU  и полагать 1N =� . Тогда операторы
[1]
0,0 ( )x�G  [ 0,2;0,0 2( )C L∂Ω → ] сходятся по операторной норме с квадратичной ско-

ростью при N → ∞  к соответствующим операторам 0,0 ( )x�G  [ 0,2;0,0 2( )C L∂Ω → ]:

0,0 ( ) ≡�G x f 00
( , ) ( )

h
Y dτ τ τ τ∫ A x U f , равномерно по ±∈ Ωx . Покажем, что порядок

аппроксимации равномерной по ±∈ Ωx  сходимости операторов [1]
0,0 ( )�G x

[ 0,1 2;0,0 2( )C L∂Ω → ] к операторам 0,0 ( )G x  [ 0,1 2;0,0 2( )C L∂Ω → ] не более, чем

( )O hτ .
В случае КЛИ 0C -полугруппы ( )Y τU  остаточные члены аппроксимаций ( )je τ

знакопостоянны [30, c. 43]:

( ) ( ) ( )1 2( ) exp 2 exp 0j j j je h−
ττ − −σ τ = σ −σ τ τ − τ >  ( [0, ]hττ ∈ ).

Введем в рассмотрение последовательность функций 1 2( , , ) ( )n n nf t y y−= σ ψ�x
( n ∈ N ), для которых

( ) ( )( ) ( )

[1]
0,00,0

1 2 1 2 2

0

( ) ( )

8 exp exp 4

n n n
h

n n n n h r ds d
τ

− −
τ

∂Ω

≡ − =

⎡ ⎤ ′= π σ σ −σ τ − τ − τ τ⎣ ⎦∫ ∫

�

�

G x f G x fδ

ψ .

Пусть ( )d s±= �x x  и z s s′≡ −  ( , Ss s I′∈ , Dd I∈ ). Тогда 2 2 2r d= ρ +  и 2 2с zρρ ≤

при некотором 0сρ >  (см. теорему 5 [19]). Введем в рассмотрение последова-

тельности 1
,n nh −

τ = σ� , ( )1 2
,4n nd hτ= . Полагая ,nh hτ τ= , nd d=  и

( ) ( )1 2 28 2 minn n nc
−

σ ∈≡ π σ σN
� , имеем оценки:

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 0,1 2;0,0

,

1 2 3 2
,

2 2
,

0
1 1

1 1 2 1 2 2
,

0 1
1

1 1 2
,

0

exp

exp 4 exp 4

1 exp 1 exp

4 1 exp 1

n n

n

n n n n nL C

h d

n n
d

n n

n

T c h

h d с z dz d

e T c h d с d d

e T c h с d

τ

σ τ

τ ρ
−

−
σ τ ρ

−

−
σ τ ρ

≥ σ −σ ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× − τ − τ − τ τ ≥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤≥ − γ − γ − λ γ λ γ ≥⎣ ⎦

≥ − γ − + γ γ,⎡ ⎤⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

∫

�fδ

согласно которым скорость равномерной по ±∈ Ωx  сходимости операторов
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[1]
0,0 ( )�G x  [ 0,1 2;0,0 2( )C L∂Ω → ] к операторам 0,0 ( )G x  [ 0,1 2;0,0 2( )C L∂Ω → ] при

N → ∞  не более линейной.

Вычислительные эксперименты

Рассмотрим численное решение краевой задачи (2) в круглом цилиндре
с радиусом основания 1R = , значениями параметров 0 1Yh hη = = = , 0p = , 1T =

и граничными условиями вида 2 ( 1, , , )w R t y′ = ϕ =  1 2( ) cosj y t−150π ψ ϕ  ( j +∈ Z ;

,R′ ϕ   – полярные радиус и угол). Точные решения ( , , , )u R t y+ ′ ϕ  имеют вид:

( )
( )

( )

1

22
2 21

2 2 32 211

150 ( )cos

exp 1( )
2

( )

j

k jjk
k

kk k j k j k j

u y

ttJ R tR t
J

−
+

∞

=

= π ψ ϕ×

⎧ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎫⎡ ⎤− μ − σ −σ′μ⎪ ⎪⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥′× + − μ +⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥μ μ − σ ⎜ ⎟⎪ ⎪μ − σ μ − σ⎢ ⎥⎩ ⎣ ⎝ ⎠⎦⎭
∑ ,

где 1( )J z  – функция Бесселя, kμ  – положительные корни уравнения

1 1( ) ( ) 0zJ z J z′ + = . Приближенные решения [ ]i
+�u  ( 1, 2i = ) вычисляем согласно

следствию 5, используя ПКФГ с γ = 12  узлами. Но функцию [1] ( )Y τ�U  вычисляем
более точно: полагаем 2 6jN j= + , с той целью, чтобы точек коллокации у функ-

ции [1] ( )Y τ�U  было не меньше, чем точек коллокации у функции [2] ( )Y τ�U . Кроме то-

го, вычисляем приближенные решения вида [ ] [ ]ˆ i i
j+ +≡ �u P u . Все решения вычисляем

с помощью рядов Фурье (21) с тридцатью первыми членами при 1Y =  и тремя
первыми членами при 0.1Y =  в узлах ( , , )l n my′ τx  ( 1,l L L= − − , 1,n N= ,

0,m M= ), где l′x  – точки, получающиеся из точек ( )ls�x  в результате сжимающе-
го отображения окружности ∂Ω  на окружность ′∂Ω  радиуса R R′ < . Длины дуг,
на которых осуществляется ККИ по переменной ρ , выбираем так, чтобы значе-

ния выражений ( )2
,4j jz hτ≡ ρ �  на этих дугах не превосходили единицу, и тогда

интегральные показательные функции ( )Ei jz−  мы заменяем первыми десятью
членами ряда Маклорена и осуществляем аналитическое интегрирование по пе-
ременной ρ . В следующей таблице в каждой основной ячейке в соответствующем
порядке сверху вниз приведены пять значений среднеквадратичных отклонений
приближенных решений от точного решения +u : относительное отклонение [2]ˆ+δu

функции [2]ˆ+u  и абсолютные отклонения [2]ˆ+∆u , [2]
+∆ �u , [1]ˆ+∆u , [1]

+∆ �u  функций [2]ˆ+u ,
[2]
+�u , [1]ˆ+u , [1]

+�u .
Результаты вычислительных экспериментов в основном подтверждают теоре-

тические выводы и демонстрируют существенно более равномерную сходимость
относительно j , Y , d  сеточных решений [2]

+�u  по сравнению с [1]
+�u . А именно:

скорость сходимости решений [1]
+�u становится существенно меньше кубической

при больших j  и малых Y  и d , тогда как кубическая скорость сходимости [2]
+�u
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Погрешности численных решений

1Y = 0.1Y =

0j = 10j = 20j = 30j = 0j = 1j = 2j = 3j =

16N =
6L =
4M =

31.9 10−⋅
43.2 10−⋅
43.2 10−⋅
43.2 10−⋅
43.2 10−⋅

36.8 10−⋅
41.0 10−⋅
41.3 10−⋅
35.9 10−⋅
35.9 10−⋅

36.9 10−⋅
55.2 10−⋅
55.2 10−⋅
38.0 10−⋅
38.0 10−⋅

36.9 10−⋅
53.5 10−⋅
53.5 10−⋅
38.0 10−⋅
38.0 10−⋅

33.8 10−⋅
43.5 10−⋅
43.5 10−⋅
42.9 10−⋅
42.9 10−⋅

36.8 10−⋅
41.0 10−⋅
41.3 10−⋅
36.1 10−⋅
36.1 10−⋅

36.9 10−⋅
55.2 10−⋅
55.2 10−⋅
38.1 10−⋅
38.1 10−⋅

36.9 10−⋅
53.5 10−⋅
53.5 10−⋅
38.0 10−⋅
38.0 10−⋅

32N =
14L =
6M =

59.3 10−⋅
51.5 10−⋅
51.6 10−⋅
51.5 10−⋅
51.6 10−⋅

31.1 10−⋅
51.6 10−⋅
51.6 10−⋅
31.6 10−⋅
31.6 10−⋅

31.1 10−⋅
68.1 10−⋅
68.1 10−⋅
33.5 10−⋅
33.5 10−⋅

31.1 10−⋅
65.4 10−⋅
65.5 10−⋅
34.1 10−⋅
34.1 10−⋅

43.3 10−⋅
52.9 10−⋅
52.9 10−⋅
51.6 10−⋅
51.6 10−⋅

31.1 10−⋅
51.6 10−⋅
51.6 10−⋅
31.7 10−⋅
31.7 10−⋅

31.1 10−⋅
68.1 10−⋅
68.2 10−⋅
33.6 10−⋅
33.6 10−⋅

31.1 10−⋅
65.4 10−⋅
65.4 10−⋅
34.1 10−⋅
34.1 10−⋅

R'
 =

 0
.9

99
99

9

64N =
30L =
12M =

65.6 10−⋅
78.6 10−⋅
79.7 10−⋅
78.7 10−⋅
79.8 10−⋅

56.9 10−⋅
79.8 10−⋅
79.9 10−⋅
42.7 10−⋅
42.7 10−⋅

57.7 10−⋅
75.5 10−⋅
75.6 10−⋅
31.0 10−⋅
31.0 10−⋅

58.0 10−⋅
73.8 10−⋅
73.9 10−⋅
31.6 10−⋅
31.6 10−⋅

53.0 10−⋅
62.6 10−⋅
62.6 10−⋅
78.8 10−⋅
78.8 10−⋅

57.0 10−⋅
79.9 10−⋅
79.9 10−⋅
42.9 10−⋅
42.9 10−⋅

57.8 10−⋅
75.6 10−⋅
75.6 10−⋅
31.0 10−⋅
31.0 10−⋅

58.0 10−⋅
73.8 10−⋅
73.8 10−⋅
31.6 10−⋅
31.6 10−⋅

16N =
6L =
4M =

31.2 10−⋅
41.6 10−⋅
41.6 10−⋅
41.6 10−⋅
41.7 10−⋅

21.1 10−⋅
67.6 10−⋅
68.3 10−⋅
46.2 10−⋅
46.2 10−⋅

21.2 10−⋅
71.7 10−⋅
78.7 10−⋅
58.8 10−⋅
58.8 10−⋅

21.6 10−⋅
96.8 10−⋅
73.7 10−⋅
59.8 10−⋅
59.8 10−⋅

33.1 10−⋅
41.8 10−⋅
41.8 10−⋅
41.3 10−⋅
41.3 10−⋅

21.1 10−⋅
67.0 10−⋅
67.0 10−⋅
46.5 10−⋅
46.5 10−⋅

21.2 10−⋅
71.7 10−⋅
64.0 10−⋅
58.8 10−⋅
58.8 10−⋅

21.6 10−⋅
96.6 10−⋅
82.8 10−⋅
59.8 10−⋅
59.8 10−⋅

32N =
14L =
6M =

53.1 10−⋅
63.9 10−⋅
64.9 10−⋅
64.0 10−⋅
65.0 10−⋅

31.4 10−⋅
79.5 10−⋅
61.1 10−⋅
41.1 10−⋅
41.1 10−⋅

31.5 10−⋅
82.1 10−⋅
71.5 10−⋅
41.2 10−⋅
41.2 10−⋅

31.5 10−⋅
106.2 10−⋅
87.3 10−⋅
57.8 10−⋅
57.8 10−⋅

41.7 10−⋅
69.9 10−⋅
69.9 10−⋅
63.4 10−⋅
63.4 10−⋅

31.5 10−⋅
78.9 10−⋅
78.9 10−⋅
41.1 10−⋅
41.1 10−⋅

31.5 10−⋅
82.1 10−⋅
77.1 10−⋅
41.2 10−⋅
41.2 10−⋅

31.5 10−⋅
106.1 10−⋅
96.7 10−⋅
57.8 10−⋅
57.8 10−⋅

R'
 =

 0
.9

64N =
30L =
12M =

62.1 10−⋅
72.7 10−⋅
73.1 10−⋅
72.7 10−⋅
73.2 10−⋅

59.1 10−⋅
85.8 10−⋅
87.5 10−⋅
52.9 10−⋅
52.9 10−⋅

59.1 10−⋅
91.3 10−⋅
81.7 10−⋅
52.7 10−⋅
52.7 10−⋅

59.3 10−⋅
113.8 10−⋅
81.2 10−⋅
51.1 10−⋅
51.1 10−⋅

63.0 10−⋅
71.7 10−⋅
71.7 10−⋅
72.2 10−⋅
72.2 10−⋅

59.3 10−⋅
85.5 10−⋅
85.5 10−⋅
53.1 10−⋅
53.1 10−⋅

59.4 10−⋅
91.3 10−⋅
84.7 10−⋅
52.8 10−⋅
52.8 10−⋅

59.6 10−⋅
113.8 10−⋅
94.1 10−⋅
51.1 10−⋅
51.1 10−⋅
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при этом сохраняется, причем погрешности [1]
+∆ �u  значительно превосходят по-

грешности [2]
+∆ �u . Однако скорость сходимости решений [2]

+�u  при больших j  и

малых Y  снижается при увеличении d , погрешности [2]
+∆ �u  значительно возрас-

тают по сравнению с [2]ˆ+∆u , при этом решения [2]ˆ+u  сходятся с кубической скоро-
стью равномерно по j , Y , d . Дело в том, что при больших значениях d  вклад в
погрешность высокочастотных гармоник ( 1j � , 1Y � ) от низкочастотных гар-
моник ( 1j ≈ , 1Y ∼ ) значительно больше, чем при малых значениях d , так как
правая часть оценки (20) при больших d  стремится к нулю при j → ∞  и 0Y →
значительно быстрее, чем при малых d .

Здесь рассматривались краевые задачи (2) с граничными условиями второго и
третьего рода. Аналогичные сеточные решения могут быть построены для такой
же первой краевой задачи в соответствии с работой [20].
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Here we consider the initial-boundary value problems in a homogeneous cylindrical domain
YI+Ω ×  ( +Ω  is an open two-dimensional bounded simply connected domain with a boundary

5C∂Ω ∈ , 2 \− +Ω ≡ ΩR  is the open exterior of the domain +Ω , [0, ]YI Y≡  is the height of the

cylinder) on a time interval [0, ]TI T≡ . The initial conditions and the boundary conditions on the
bases of the cylinder are zero, and the boundary conditions on the lateral surface of the cylinder
are given by the function 1 2( , , , )w x x y t  ( 1 2( , )x x ∈∂Ω , Yy I∈ , Tt I∈ ). An approximate solution
of such problems is obtained through the combined use of the Fourier method and the collocation
boundary element method based on piecewise quadratic interpolation (PQI). The solution to the
problem in the cylinder is expanded in a Fourier series in terms of eigenfunctions of the operator

2
y yy≡ ∂B  with the corresponding zero boundary conditions. The coefficients of such a Fourier

series are solutions of problems for two-dimensional heat equations 2 2
tu u k u∇ = ∂ + . With a low

smoothness of the functions w in the variable y, the weight of solutions at large values of k
increases and the accuracy of solving the problem in the cylinder decreases. To maintain accuracy
on a uniform grid, the step of discretization of the boundary function w with respect to the
variable y is decreased by a factor of j. Here j is an averaged value of the quantity Y k π

depending on the function w. In addition, the steps of discretization of functions ( )2exp k− τ  with

respect to the variable τ  in domains T kτ ≤ π  are reduced by a factor of 2 2k π . The steps in the
remaining ranges of values τ  and the steps by the other variables remain unchanged.

The approximate solutions obtained on the basis of this procedure converge stably to exact
solutions in the 2( )Y TL I I× -norm with a cubic velocity uniformly with respect to sets of
functions w, bounded by norm of functions with low smoothness in the variable y, uniformly
along the length of the generatrix of the cylinder Y , and uniformly in the domain Ω . The latter

is also associated with the use of PQI along the curve ∂Ω  over the variable 2 2r dρ ≡ − , which
is carried out at small values of r  ( d and r  are the distances from the observed point of the
domain Ω  to the boundary ∂Ω  and to the current point of integration along ∂Ω , respectively).

The theoretical conclusions are confirmed by the results of the numerical solution of the
problem in a circular cylinder, where the dependence of the boundary functions w on y is given by
the normalized eigenfunctions of the differential operator yB  which vary in a sufficiently large

range of values of k .
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