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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ
НА ДИНАМИКУ СИСТЕМЫ В ЗАДАЧЕ СУСЛОВА1

Рассматривается обобщенная задача Суслова с изменяющимися параметра-
ми и влияние случайных возмущений на динамику рассматриваемой систе-
мы. В случае детерминированной системы показано наличие хаотической
динамики в системе и таких эффектов, как появление странного аттрактора
и некомпактных (убегающих) траекторий. Также рассматривается динамика
возмущенной системы, которая возникает за счет добавления в одно из
уравнений «белого» шума, моделируемого винеровским процессом.
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1. Введение

Динамика механических систем моделируется, как правило, системами обык-
новенных дифференциальных уравнений. Особый интерес вызывают процессы,
моделируемые нелинейными системами. Такой, например, является обобщенная
задача Суслова. С точки зрения механики это неголономная задача. А как извест-
но, именно в подобных задачах можно наблюдать различные динамические эф-
фекты: странные аттракторы, ускорения, эффект реверса и другие. Физическая
интерпретация задачи Суслова – это движение по внутренней поверхности сферы
твердого тела, внутри которого по изменяющемуся по времени периодическому
закону движутся точечные массы, причем периодическое возбуждение системы
сводится к периодическому изменению гиростатического момента.

Исследованию как классической задачи Суслова, так и обобщенной задачи Су-
слова посвящено достаточное количество работ [1–5]. Впервые она была рассмот-
рена в работе [1]. Позже в статье Вагнера [2] была описана аналогия между зада-
чей Суслова и движением саней Чаплыгина. Чуть позже эта задача исследовалась
в работах [3, 4]. Довольно подробное исследование обобщенной задачи Суслова с
выявлением возможного ускорения в системе и странных аттракторов проведено
в работе [5]. Можно также отметить еще ряд работ по указанной тематике [6–8].

Однако при исследовании механических систем возникает следующий вопрос.
На динамику движущегося тела могут влиять различные случайные факторы: со-
противление воздуха, которое часто не учитывается при моделировании, отсутст-
вие абсолютной гладкости поверхностей, незначительные сбои в работе механиз-
мов и другие случайные возмущения. Нелинейные динамические системы могут
демонстрировать за счет своей нелинейности случайные эффекты, например по-
явление в системе хаоса. А не будут ли случайные возмущения влиять на эффек-
ты, порожденные нелинейностью системы?

                                                          
1 Работа поддержана грантом РФФИ № 18-29-10051 мк.
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Данная работа посвящена исследованию влияния случайных возмущений,
по-другому «белого шума», на динамику механической системы в обобщенной
задаче Суслова. В данной работе показано, что задачу Суслова можно свести к
системе двух нелинейных дифференциальных уравнений. Здесь также приведены
некоторые результаты исследования данной детерминированной системы. Также
в работе исследуется динамика возмущенной системы, которая представляется
собой систему двух стохастических дифференциальных уравнений Ито [9, 10].
Решение как детерминированной, так и возмущенной системы происходит чис-
ленно с одним и тем же шагом интегрирования. Однако численные методы реше-
ния стохастических дифференциальных уравнений существенным образом отли-
чаются от методов численного интегрирования обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Подробному исследованию методов численного интегрирования
стохастических дифференциальных посвящены работы Д.Ф. Кузнецова [11–13] и
ряд работ других авторов [14, 15]. Кузнецовым было показано влияние случайных
возмущений на странный аттрактор Лоренца в модели конвективной турбулент-
ности Лоренца, на динамику системы уравнений Ресслера, на моделирование
чандлеровских колебаний.

В данной работе сделана еще одна попытка исследования влияния случайных
возмущений на динамику обобщенной системы Суслова. На основе численного
интегрирования [16] построены фазовые траектории и графики искомых функций
в случае как детерминированной, так и возмущенной системы. Описаны интерес-
ные динамические эффекты при переходе к возмущенной системе.

2. Математическая модель и уравнения движения

Рассматривается система, состоящая из нескольких тел:
- твердое тело с неподвижной точкой, которое не может вращаться в некото-

ром фиксированном (относительно тела) направлении;
- n материальных точек массами im , движущихся внутри твердого тела по за-

данным законам ρ ( )i t .
Движение происходит в отсутствие внешних сил, материальные точки дви-

жутся так, что моменты инерции остаются постоянными.
Для описания движения твердого тела введем две системы координат:
- неподвижную систему координат OXYZ с центром в неподвижной точке O,

которая является центром масс системы, и ортами α,β, γ ;
- подвижную систему координат 1 2 3Ox x x  с центром в той же самой неподвиж-

ной точке O и ортами 1 2 3, ,e e e , выбранную так, чтобы твердое тело не могло
вращаться в направлении вектора 3 (0,0,1).=e  Это условие будет иметь вид

3( , ) 0=ω e , (1)
где ω – угловая скорость твердого тела. Условие (1) перепишется как

3 0ω = . (2)
Кинетическая энергия всей системы определяется формулой

( ) ( )1 ( ) , ( ),
2

T t t= +I ω ω k ω ,

где ( )tI  и ( )tk  – заданные тензор инерции и гиростатический момент.
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Рис. 1. Механическая конструкция как реализация задачи Суслова
Fiq.1. Mechanical design as an implementation of the Suslov problem

Определенным расположением осей и добавлением вдоль этих осей махови-
ков, уравновешенных с помощью неподвижных масс, можно добиться того, чтобы
тензор инерции имел только два недиагональных элемента:
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I , (3)

а гиростатический момент имел вид 2 3(0, , )k k=k , где ,ij iI k  – периодические
функции времени одного периода.

Уравнения движения в подвижной системе координат, связанной с телом, мо-
гут иметь вид

( ) ( ).
3 ,+ = + × + λIω k Iω k ω e  (4)

где λ  – постоянная, которую можно определить из уравнения (4) с учетом равен-
ства нулю третьей компоненты вектора угловой скорости. Тогда система уравне-
ний для компонент ( )1 2,ω ω  перепишется в виде

2
11 1 23 2 3 2

22 2 23 1 2 3 1 2

,
.

I I k
I I k k

ω = − ω − ω
ω = ω ω + ω −

�
��

 (5)

В случае 23 0I =  задача сводится к интегрированию неавтономной системы
линейных дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами.
Случай 23 0I ≠  более интересен. В этом случае с помощью замен
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систему (5) можно привести к неавтономной нелинейной системе
2 ( ) ,

( ) ( ).
v u t u
u uv t v t

= + Ψ
= − − Ψ − Φ
�
�

 (6)

3. Краткий обзор результатов исследования

В работе [5] достаточно подробно была изучена динамика системы (6). Приве-
дем в этом разделе результаты исследования с некоторыми дополнениями.

Пусть функции ( )tΦ  и ( )tΨ  заданы в виде

( ) sin( ) cos( ),
( ) cos( ) sin( ),
t a t b t
t с t d t

Φ = +
Ψ = +

где , , ,a b c d  – заданные постоянные. В зависимости от значений параметров
a,b,c,d отображения через период могут содержать неподвижные точки, инвари-
антные кривые, некомпактные притягивающие инвариантные кривые и странные
аттракторы. Для системы также можно было построить фазовый портрет вместо
отображения за период. Но в данном случае отображение нагляднее, нежели чем
фазовый портрет. Виды некоторых отображений, содержащих аттракторы и не-
компактные кривые, представлены на рис. 2.
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Рис. 2. Отображения Пуанкаре
Fig.2. Poincare maps
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Для уточнения сценария перехода к хаосу, например для отображения на
рис. 2, С (далее будем также рассматривать возмущенную систему с параметрами

0.4, 0.2, 1, 0.5a b c d= − = = = ), построим карту динамических режимов (рис. 3),
меняя значения постоянных [ ] [ ]0,0.5 , 0.2,0.3d b∈ ∈ − .

0 0.1 0.2 0.3 0.4 d
–0.2

–0.1

0

0.1

0.2

b

Рис. 3. Карта динамических режимов
Fig. 3. Chart of dynamical regimes

Цветные области соответствуют устойчивым циклам соответствующего пе-
риода (диаграмма соответствия цвета определенному периоду указана справа от
рисунка). Черные области с цветными вкраплениями соответствуют областям, за-
нятым, главным образом, хаосом. Именно, при значении параметров, соответст-
вующих указанной области, можно ожидать появление странного аттрактора.
Стоит отметить, что переход к области хаоса происходит через последовательную
смену областей периодов 3−6−12 и 1−2−4−8. То есть очевиден каскад бифуркаций
удвоения периода. Это один из классических сценариев перехода к хаосу в систе-
ме [17–19]. В этом случае можно говорить о фейгенбаумовской природе странных
аттракторов в данной системе.

Теперь рассмотрим, как на динамику системы будет влиять появление случай-
ных возмущений в уравнении. Рассмотрим, какие эффекты можно наблюдать в
этом случае.

4. Математическая модель возмущенной системы
и численное интегрирование

Систему (6) с учетом случайных возмущений можно записать в виде
2 1

1
2

2

( ) ( , , ) ,
( ) ( ) ( , , ) ,

t t t t t t

t t t t t t t

v u t u v u t f
u u v t v t v u t f

= + Ψ + σ

= − − Ψ − Φ + σ

��
��

 (7)

где ,t tu v  – искомые случайные функции; 1 2( , , ), ( , , )v u t v u tσ σ  – заданные регу-

лярные функции; 1 2,t tf f  – стандартные независимые винеровские процессы. Сис-
тема (7) будет называться возмущенной, а уравнения – стохастическими диффе-
ренциальными уравнениями.
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Решение системы (7) сводится к численному интегрированию. Интегрирова-
ние стохастических дифференциальных уравнений несколько отличается от ин-
тегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений, в том числе и набо-
ром методов интегрирования. Подробному исследованию численных методов
решения стохастических дифференциальных уравнений посвящены труды
Д.Ф. Кузнецова [1, 2].

Для использования численных методов перепишем дифференциальные урав-
нения (7) в виде дифференциальных уравнений Ито:

( )
( )

2 1
1

2
2

( ) ( , , ) ,

( ) ( ) ( , , ) ,
t t t t t t

t t t t t t t

dv u t u dt v u t df

du u v t v t dt v u t df

= + Ψ + σ

= − − Ψ − Φ + σ
 (8)

и зададим коэффициенты случайных компонент в наиболее простом виде, когда
они не зависят от самих механических параметров:

1 2( , , ) 0, ( , , ) .v u t v u tσ = σ = σ

Так как каждая из искомых функций ,v u  соответствует компонентам угловой
скорости 1 2,ω ω , то подобное возможно при воздействии на тело случайных воз-
мущений только при вращении в одном направлении (в направлении 2ω ).

На основании унифицированных разложений Тейлора – Ито на дискретной
равномерной временной сетке { }0kt

∞  численные схемы для системы

( )
( )

2 ( ) ,

( ) ( )
t t t

t t t t t

dv u t u dt

du u v t v t dt df

= + Ψ

= − − Ψ − Φ + σ

примут вид

( )
( ) ( )

( )( )

( )

( )( ) ( )
( )

2
1

2
2

0 1

1
2

2 2

0 0 1

2
2 ,

2
,

n n n n n

n n n n n n n n n n n

n n

n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n

n

v v u u

u v v u v v

u I I

u u u v v

u u u v v u u

I v I I

+

+

= + ∆ + Ψ +

∆ ⎡ ⎤+ − − Ψ − Φ + Ψ − − Ψ − Φ +⎣ ⎦
+σ + Ψ ∆ +

= + ∆ − − Ψ − Φ +

∆ ⎡ ⎤+ + Ψ + Ψ + Λ − Ψ + Ψ − Φ +⎣ ⎦
+σ − σ ∆ +

3/ 2

0 0 1 0 1
1, ,

2 3
I I ∆ ⎛ ⎞= ∆ς = − ς + ς⎜ ⎟

⎝ ⎠

где 1k kt t+∆ = −  – шаг интегрирования; 0 1,ς ς  – независимые случайные величины
со стандартным гауссовским распределением (с нулевым математическим ожида-
нием и единичной дисперсией). Оставим в стороне вопрос о сходимости числен-
ных методов и разложений, так как целью работы является демонстрация механи-
ческих эффектов возмущенной системы. Очень подробно вопрос сходимости чис-
ленных методов для стохастически дифференциальных уравнений изучен в [11].

Поведение фазовой кривой, очевидно, будет зависеть от значения величины σ,
характеризующей интенсивность возмущения, и от величины шага интегрирования.
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Для сравнения результатов в детерминированной и стохастической модели по-
строим фазовые траектории и графики искомых функций для заданных значений
параметров.

5. Численные результаты

5 . 1 .  П о я в л е н и е  в  с и с т е м е  у б е г а ющ и х  т р а е к т о р и й

Построим фазовую кривую и графики искомых функций детерминированной
системы для значения параметров 0.4, 0.2, 1, 0.06a b c d= − = = =  (рис. 4) и

0.4,a = −  0.2, 1, 0.18b c d= = = (рис. 5) для начальных значений (0) (0) 0.v u= =
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Рис. 4. Фазовая кривая и графики функций ( ), ( )u t v t
при 0.4, 0.2, 1, 0.06a b c d= − = = =  и начальных условиях (0) (0) 0v u= =

Fig. 4. Phase curve and graphs of functions ( ), ( )u t v t
for 0.4, 0.2, 1, 0.06a b c d= − = = =  and under initial conditions (0) (0) 0v u= =
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На рис. 4 можно наблюдать убегающую траекторию: v → +∞ . На рис. 5 при-
сутствует только странный аттрактор, убегание траектории на бесконечность не
наблюдается. На отображении через период этот странный аттрактор будет иметь
форму, аналогичную аттрактору, изображенному на рис. 1, С.
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Рис. 5. Фазовая кривая и графики функций ( ), ( )u t v t
при 0.4, 0.2, 1, 0.18a b c d= − = = = и начальных условиях (0) (0) 0v u= =

Fig. 5. Phase curve and graphs of functions ( ), ( )u t v t
for 0.4, 0.2, 1, 0.18a b c d= − = = =  and under initial conditions (0) (0) 0v u= =

Рассмотрим фазовые портреты, изображенные на рис. 6. При воздействии на
систему случайных возмущений в зависимости от интенсивности можно наблю-
дать следующий эффект: фазовая кривая в возмущенной системе убегает в беско-
нечность, в то время как в невозмущенной системе она формирует странный ат-
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трактор (рис. 5). Таким образом, странный аттрактор разрушился под воздействи-
ем случайных возмущений.

А

В

u

v

u

v

u

v

u

v

А: 0.17d = и 0.17, 0.01d = μ = ;           В: 0.18d =  и 0.18, 0.02d = μ =

Рис. 6. Эволюция фазовой кривой при 0.4, 0.2, 1a b c= − = =
Fig. 6. Evolution of the phase curve for 0.4, 0.2, 1a b c= − = =

5 . 2 .  Н а р у ш е н и е  ц и к л и ч н о с т и  т р а е к т о р и й

Траектории исследуемой системы при определенных значениях параметров
могут притягиваться к устойчивым циклам, которым соответствуют периодиче-
ские решения системы.

Рассмотрим влияние случайного возмущения на периодичность решений сис-
темы. Например, при значениях параметров 0.5, 0.5, 1, 0a b c d= = − = =  и началь-
ных условиях (0) 2.3, (0) 0v u= =  решения системы будут носить периодический
характер. Это подтверждается наличием устойчивого цикла на фазовом портрете
и соответствующих ему решений системы.

На рис. 8 показана эволюция искомых решений при появлении случайных
возмущений интенсивности μ .
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Рис. 7. Фазовая кривая с увеличением и
графики искомых функций ( ), ( )u t v t  детер-
минированной механической системы
Fig. 7. Phase curve with magnification and
graphs of the sought functions ( ), ( )u t v t  of a
deterministic mechanical system

Рис. 8. Фазовая кривая и графики функций
( ), ( )u t v t возмущенной механической сис-

темы при 0.1μ =
Fig. 8. Phase curve and graphs of functions

( ), ( )u t v t of a perturbed mechanical system at
0.1μ =

В возмущенной системе вместо периодических колебания появились хаотиче-
ские колебания, устойчивый цикл на фазовом портрете сменился хаотической
кривой.
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Заключение

Наличие случайных возмущений, действующих на механическую систему в за-
даче Суслова, может приводить к следующим эффектам: появлению некомпактных
траекторий, преждевременному разрушению странного аттрактора, нарушению пе-
риодичности решений и переходу к хаотическим колебаниям. Открытым остается
вопрос о том, какую интенсивность шума можно реализовать на практике?

Данная стохастическая схема предполагала воздействие белого шума (случай-
ных возмущений) постоянной интенсивности только на динамику одного механи-
ческого параметра. В случае постоянной интенсивности шума накопительный
эффект случайных возмущений не столь ярко выражен. В контексте изучаемой
проблемы стоит рассмотреть воздействие случайных возмущений более сложной
структуры, в том числе и на обе искомые функции. Возможно, в этом случае из-
менение динамики возмущенной системы по сравнению с детерминированной
системой будет еще более очевидно.
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The paper considers the generalized Suslov problem with variable parameters and the
influence of random perturbations on the dynamics of the system under consideration. The
physical meaning of the Suslov problem is Chaplygin's sleigh, which moves along the inner side
of the circle. In the case of a deterministic system, a brief review of the previously obtained
results is made, the presence of chaotic dynamics in the system and such effects as the appearance
of a strange attractor and noncompact (escaping) trajectories is shown. Moreover, the latter may
indicate a possible acceleration in the system. The appearance of chaotic strange attractors occurs
due to a cascade of bifurcations of doubling the period. We also consider the dynamics of a
perturbed system which arises due to the addition of «white noise» modeled by the Wiener
process to one of the equations. Changes in the dynamics of a perturbed system compared to an
unperturbed one are studied: chaotization of periodic regimes, the appearance of noncompact
trajectories, and the premature destruction of strange attractors. In this paper, phase portraits,
maps for the period, graphs of system solutions, and a chart of dynamical regimes are constructed
using the Maple software package and the software package «Computer Dynamics: Chaos»
(/http://site4.ics.org.ru//chaos_pack).
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