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О НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМАХ ВЛОЖЕНИЯ ИДЕАЛЬНЫХ СТРУКТУР

Появление первых теорем вложения, как и самого термина «вложения», свя-
зано с именем академика С.Л. Соболева. Дальнейшее развитие теории вло-
жения пространств шло в двух направлениях: 1) теоремы вложения диффе-
ренцируемых функций; 2) теоремы вложения пространств измеримых функ-
ций. Авторами получены теоремы вложения для симметричных и более об-
щих идеальных пространств измеримых, в смысле Лебега, функций.
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Появлению теории вложения пространств способствовал ряд неравенств, по-
лученных Г.Г. Харди [1], Ф. Риссом [2]. Сам термин «вложение», как и первые
теоремы вложения для пространств дифференцируемых функций нескольких пе-
ременных были получены в работах академика С.Л. Соболева [3]. Дальнейшие ре-
зультаты в этом направлении получены в работах академика С.М. Никольского
[4], О.В. Бесова, В.П. Ильина [5]. Значительный вклад в теорию вложения сделан
П.Л. Ульяновым [6] и Н.Т. Темиргалиевым [7].

Для пространств измеримых, в смысле Лебега, функций первые результаты
были получены Г.Г. Лоренцем [8, 9], В.А. Люксембургом [10], Ж.А. Лионсом [11],
Е.М. Семёновым, С.Г. Крейном и Ю.И. Петуниным [12–15], В.И. Колядой [16].
В статье [16] дана обширная литература по теоремам вложения измеримых, в
смысле Лебега, функций.

В фундаментальных трудах Х.Г. Трибеля [17, 18] собран огромный материал
по теории вложения разных классов функций, содержатся результаты, получен-
ные Х.Г. Трибелем, Е.М. Семёновым [12, 13] и В.А. Люксембургом [10]. Для
симметричных пространств E было доказано вложение

1L L∞∩ 1E L L∞⊂ ⊂ + .
В [13] для общих идеальных структур приведено доказательство вложения

1E L L∞⊃ ∩ .
Следует отметить, что ряд теорем вложения идеальных структур содержится в [19].

В данной работе для общих идеальных структур, включающих в себя симмет-
ричные пространства, доказано вложение

1E L L∞⊂ + .
Для достаточно широкого класса идеальных структур, включающих в себя

симметричные пространства, доказано вложение
1L L∞∩ 1E L L∞⊂ ⊂ + .

В терминах норм операторов растяжения и в терминах индексов Бойда [20]
доказаны теоремы вложения для симметричных пространств с ограниченным, из-
меримым носителем.
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В статье введено новое пространство M ϕ , которое называется обобщенным
пространством Марцинкевича. Доказано вложение

1E
E M ϕ⊂ ,

где [0, t]( ) || ( ) ||
E E

t sϕ = χ .

1. Предварительные сведения

Определение 1. Функциональное банахово пространство E  называется иде-
альной структурой, если из условий | | | | x y≤ , где ( )x t  – измеримая функция, а

( )y t E∈ , следует, что ( )x t E∈  и || || || ||E Ex y≤ .
Определение 2. Ассоциированным пространством E1 для идеальной структу-

ры E  называется совокупность всех измеримых функций, носители которых со-
держатся в носителе E , для которых (см. [13, 19, 21])

1
|| || 1

|| || ( ) ( )sup
E

E
x

y x t y t dt
= Ω

= < ∞∫ ,

где Ω  – носитель пространства E , а интеграл понимается в смысле Лебега.
Для простоты изложения под носителем будем понимать один из промежут-

ков: ( , ), (0, ), (0, )a−∞ + ∞ + ∞ , хотя результаты легко переносятся на более об-
щие пространства с мерой, т.е. пространства ( , )S m μ .

Теорема 1 [13, 21]. Пусть ( , )U t τ  – такая функция двух переменных t, τ , что
при каждом фиксированном t она, как функция τ , принадлежит идеальной струк-
туре E , функция | | ( , ) ||U t τ  – измерима по переменной t и выполняется соотно-
шение

|| ( , )|| |EU t dt
Ω

< ∞τ∫  .

Тогда справедливо неравенство

11|| ( , ) || || ( , )||EE
U t dt U t dt

Ω Ω

≤τ τ∫ ∫ ,

где 
11 1 1

( )E E= .
Определение 3. Пусть (0, )S ∞  – пространство всех измеримых по Лебегу

функций, определенных на полуоси (0, )∞  и почти всюду конечных. Функцией
распределения называется функция, определенная формулой для функции

( ) 0x t ≥ :

{ }( ) mes : (t)t xxη τ = > τ .

Определение 4. Две неотрицательные функции ( )x t  и ( )y t  называются рав-
ноизмеримыми, если выполняется равенство

( ) ( )x yη τ = η τ .
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Рассматриваются только такие функции ( )x t  и ( )y t , для которых

( ) , (0, )xη τ < ∞ ∀τ ∈ ∞ ,

( ) , (0, )yη τ < ∞ ∀τ ∈ ∞ .

Определение 5. Перестановкой неотрицательной функции ( )x t  называется
функция, определенная равенством

{ }( ) inf : ( )xx t t
∗

= τ η τ < .

Определение 6. Функциональное банахово пространство на (0, )+ ∞  с мерой
Лебега называется симметричным [8, 10, 12], если:

1) из того, что y E∈  и | | | |  x y≤  почти всюду на y E∈ , следует, что

( )x t E∈  и || || || ||E Ex y≤ ;
2) из того, что y E∈  и | ( ) |x t  равноизмерима с | ( ) |y t , следует, что x E∈  и

|| || | ||E Ex y= .
Определение 7. Оператор растяжения функций из E  определяется равенст-

вом [13, 22]

( )x t x tσ =τ
⎛ ⎞
⎜ ⎟

τ⎝ ⎠
,  , (0, )t τ ∈ + ∞ .

Если функции определены на интервале (0, )a , то

( )( ) , если ,
0 , если .

x t
tx t a

t a
σ =τ

⎧⎪ ≤ τ⋅⎨ τ
⎪ > τ⋅⎩

Теорема 2 [13, 22]. Оператор растяжения τσ  ограниченно действует в сим-
метричном пространстве E .

Определение 8. Пусть E  – симметричное пространство. Верхним индексом
Бойда [13, 20] называется число

ln|| ||
lim

ln( )
E

E

στβ =
ττ→∞

.

Нижним индексом Бойда называется число

0

ln|| ||
lim

ln( )
E

E

στα =
ττ→

.

Справедливо следующее неравенство: 0 1E E≤ α ≤ β ≤ .
Теорема 3. (Обобщенное неравенство Геделя) [13, 19]. Справедливо нера-

венство

1|| || || ||( ) ( ) E E
x yx t y t dt

Ω
< ⋅∫  .

Определение 9. Пространством Лоренца на (0, )+ ∞  называется множество
функций, для которых конечна норма [8, 13]
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0

( )|| || ( )tx x d t∗
∞

Λϕ
= ϕ∫ ,

где ( )tϕ  – неотрицательная, вогнутая (квазивогнутая) на (0, )+ ∞ .
Пространством Марцинкевича на (0, )+ ∞  называется множество функций,

для которых конечна норма [13, 23])

0

1
(h)

0
( )sup|| ||

h

M
h

sx x ds∗
ψψ

< <∞
= ∫ ,

где ψ  – вогнутая (квазивогнутая), неотрицательная функция на (0, )+ ∞  [8, 13,
23]).

Теорема 4 [12, 13]). Справедливо соотношение

E
E

tE Mϕ
ϕ

Λ ⊂ ⊂ ,

где [0, t]( ) || ||
E E

tϕ = χ  – фундаментальная функция.

Лемма Е.М. Семёнова ([13], с. 136). Пусть ( )tψ  – непрерывная возрастающая
функция. Тогда для любой функции x E∈ , где E  – симметричное пространство,
справедливо неравенство

0 0

( )|| ( ) || || || ( )EE
tx d t x d t∗

∞ ∞

τ τ≤σ ψ σ ψ∫ ∫ .

Определение 10. Идеальная структура называется обладающей свойством Мин-
ковского, если выполняется обобщенное неравенство Минковского [13, 21])

|| ( , ) || || ( , )||EEF t s ds F t s ds
Ω Ω

≤∫ ∫ .

В [13] (см. с. 124) была доказана следующая теорема.
Теорема 5. Пусть ((0, ); )E dt+ ∞  симметричное пространство. Тогда справед-

ливо вложение [10, 12])

1 1L L E L L∞ ∞∩ ⊂ ⊂ +  . (1)

2. Основные результаты

Оказывается, что более широкий класс (чем симметричные пространства) иде-
альных структур является промежуточным между 1L и L∞ .

Теорема 6. Пусть ((0, ); )E dt+ ∞  – идеальная структура, содержащая все ха-

рактеристические функции ( )e tχ , где (0, )e ⊂ + ∞  и mes e < ∞ , и выполняется
соотношение

1
: mes 1

|| ||sup
E

e e
e c

=
χ ≤ < ∞ , (2)

где c  не зависит от : mes 1e e = .
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Тогда справедливо вложение

1E L L⊂ + ∞ . (3)

Доказательство. В [13] (см. с. 89) доказано равенство

0 : mes
( ) ( )|sup |

e e e
s sx ds x ds

θ
∗

=θ
=∫ ∫ (4)

и равенство (см. [13], с. 108)
1

1
0

( )|| ||L L sx x ds∗
+ ∞

= ∫ . (5)

Из [11] и [23] получаем
1

1
0

( )|| ||L L sx x ds∗
+ ∞

= ∫
: mes 1

( )|sup |
e e e

sx ds
=

= ∫
: mes 1

( )| ( )sup | e
e e e

s sx ds
+∞

=
χ= ∫ . (6)

Используя обобщенное неравенство Гельдера [13, 19]), имеем

1
|| ||L Lx

+ ∞ : mes 1
( )| ( )sup | e

e e e
s sx ds

+∞

=
χ= ∫ ( )1

: mes 1
sup || || || ||E Ee

e e
x

=
≤ ⋅ χ  = 

1
: mes 1

|| || || ||supE E
e e

x e
=

χ= ⋅ || ||Ec x= , (7)

где 1
: mes 1

|| ||sup
E

e e
c e

=
= χ ∞< . (8)

В [13] Лемма 4.1 (см. с. 123) была доказана.
Теорема 7. Пусть идеальная структура ((0, ); )E dt+ ∞  содержит все характе-

ристические функции ( )e tχ  с 0mes e = μ  и обладает свойством

0: mes
|| ||sup

E
c

e e
e ≤ <

=μ
χ ∞ , (9)

где c  не зависит от выбора 0: mese e = μ , а 0μ  – любое фиксированное положи-
тельное число.

Тогда справедливо вложение (см. [13], с. 123)

1L L E∩ ∞ ⊂ . (10)

Теорема 8. Пусть идеальная структура ((0, ); )E dt+ ∞  обладает следующими
свойствами:

а) E  содержит все характеристические функции ( )e tχ  с 0mes e = μ  и выпол-
няется неравенство

1
0: mes

|| ||sup
E

e e
e c

=μ
χ ≤ < ∞ , (11)

где c1 зависит только от μ0;
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б) 1 2
1: mes
|| ||sup

E
e e

e c
=

χ ≤ < ∞ , (12)

где c  не зависит от : mes 1e e = .
Тогда справедливо вложение

1 1L L L LE∩ ∞ ∞⊂ ⊂ + . (13)

Доказательство следует из теорем 6 и 7.
Следствие 1. Пусть ((0, ); )E dt+ ∞  – симметричное пространство. Тогда (см.

[13], с. 123) справедливо вложение

1 1L L L LE∩ ∞ ∞⊂ ⊂ + . (14)

Доказательство. Проверим выполнение условий а) и б) теоремы 8.

а) 0|| || (mes ) ( )E EE
eeχ = ϕ = ϕ μ < ∞ , (15)

где 1 0( )
E

c ϕ μ=  не зависит от 0: mese e = μ ;

б) 1 1 2|| || (mes )
mes 1
(mes ) (mes 1)E E E E

e ce
e

eχ = ϕ ≤ = < ∞=
ϕ ϕ

 . (16)

Теорема 9. Пусть 1 ((0, ); )E dt+ ∞  и 2 ((0, ); )E dt+ ∞  – два симметричных
пространства и выполняется соотношение

1 21
|| ||

E
t

Eσ ∈ . (17)

Тогда справедливо вложение

2 11 ,t
E E⊂ , (18)

где
,1

0

( ) ( )1|| || || || || ||E E Et

t

t sx x x dst
∗∗ ∗= = ∫ . (19)

Доказательство. Получаем, пользуясь обобщенным неравенством Гёльдера и
делая замену переменной s t= ⋅ τ :

0 0 0

1
1( ) [0, 1]( ) ( ) ( ) ( )

t

t t s t tx x ds x d x d
∗∗ ∗ ∗ ∗

∞

τ⋅ τ⋅ ⋅= = τ = χ τ τ ≤∫ ∫ ∫

1 11 111 1
[0, ] [0, ]| || ( ) || || ( ) || || ||| ( ) || || ||E EEE E t

t tx t x
∗

⋅ ⋅≤ χ τ ≤ χ τ στ ⋅ ⋅  . (20)

Беря норму в 2E  от обеих частей неравенства (20), получаем

12 2 11
|| |||| || || || || ||E E EE

t
x c x

∗∗
⋅σ≤ ⋅ , (21)

где 1
1

[0, 1]|| ( ) ||
E

c s= χ .
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Следствие 2. Полагая в теореме 9 1E E= , 2EψΛ = , получим вложение

1,t
E ψ⊂ Λ . (22)

Замечание 1. В теореме 6 (см. [13], с. 161) при выполнении соотношения

1|| ||
E

t
ψ

σ ∈ Λ (23)

было доказано вложение
E ψ⊂ Λ . (24)

Так как очевидно вложение

1,t ψψ ⊂ ΛΛ , (25)

то утверждение следствия является более сильным, чем утверждение теоремы 6
из [13].

Замечание 2. Далеко не для всех пар симметричных пространств выполняется
включение

1 21
|| ||

E
t

Eσ ∈ . (26)

Примером могут быть пары
((0, ); ) 1p dt pL + ∞ ≤ < ∞ ; (27)

((0, ); ) 1qL dt q+ ∞ ≤ < ∞ . (28)

Теорема 10. Пусть симметричные пространства 1 ((0, 1); )E dt  и 2 ((0, 1); )E dt
таковы, что выполняется соотношение

1 21
|| ||

E
t

Eσ ∈ . (29)

Тогда справедливо вложение

21 ,1t
E E⊂ . (30)

Доказательство аналогично доказательству теоремы 9.
Следствие 3. Пусть симметричные пространства 1 ((0, 1); )E dt  и 2 ((0, 1); )E dt

таковы, что

1 2E Eβ < α . (31)

Тогда справедливо вложение

21 ,1t
E E⊂ . (32)

Доказательство следует из теоремы 9 и свойств индексов Бойда [20]).
Следствие 4. Пусть 1 21 p p≤ < < ∞ . Тогда справедливо вложение

2 1
((0, 1); ) ((0, 1); )p pdt dt⊂ ΛΛ  . (33)
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Доказательство. Несложно проверить, что ( )1/
|| ||

p

p
tτ Λσ = , 1

p p p−Λ Λα β = .

Утверждение следствия 4 вытекает из следствия 2 теоремы 9.
Определение 11. Пусть (( ; )E dtΩ  – идеальная структура, а Ω  – измеримое,

в смысле Лебега, подмножество из R . (( ; )E dtΩ обладает следующим свойством:
в E  ограниченно действует оператор растяжения

( ) ,( ) , если
0 , в противном случае.

x t
t tx

τ
Ωσ =

⎧⎪ ∈⎨ τ τ
⎪⎩

(34)

Пространством Харди называется функциональное пространство с нормой

0

( )1|| || || ||E EH

t

sx x dst= ∫ . (35)

Теорема 11. Пусть 1 (( ; )E dtΩ  и 2 (( ; )E dtΩ , где (0, 1)Ω =  или (0, )Ω = + ∞  –

идеальные структуры. В 1E  ограниченно действует оператор растяжения.

2 (( ; )E dtΩ  обладает свойством Минковского [13, 19]). Тогда, если выполняется

соотношение 1 21
|| ||

E
t

Eσ ∈ , то справедливо вложение

21 .
H

E E⊂ (36)

Доказательство. Делая замену переменной s t= ⋅ τ , получаем

2 2 2
0 0

1
1 ||( ) ( )|| || || || ||

H
E E E

t

t s tx x ds x d= ⋅τ= τ∫ ∫ . (37)

Пользуясь обобщенным неравенством Гёльдера, имеем

12 2 1 2 10

||[0,1] [0, 1]( ) ( ) || ( ) |||| || || ( ) || || || ||E E E E EH
t x tx x d

∞

= τ⋅ ⋅ τ ⋅ χ τχ τ τ ≤ ⋅ ≤∫

1 12 1 11 1
|| || || [0,1]|| || ( ) || || || || ||E E EE Et

cx x⋅ =≤ σ χ τ ⋅ , (38)

где 1 121 1
|| || || [0, 1]|| || ( ) ||EE Et

c = ⋅σ χ τ  . (39)

Определение 12. Обобщённым пространством Марцинкевича назовём про-
странство, наделённое нормой

0

( )

0
( )|sup|| || |

h
h

hM
h

sx x dsϕ
ϕ

< <∞
= ∫ , (40)

где ( )tϕ  определена и измерима на (0, )+ ∞  и неотрицательная на (0, )+ ∞ .
Теорема 12. Пусть идеальная структура обладает следующими свойствами:
1. E  содержит все характеристические функции ( )e tχ , где (0, )e ⊂ + ∞ , e  –

измеримо;
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2. Выполняется неравенство

1|| [0, ]
[0, ]

|| || ||E E
h

h

h
χ ≤

χ
 . (41)

Тогда справедливо вложение

( )E tE M ϕ⊂ , (42)

где [0, ]|| ||( )E Ett χϕ =  .

Доказательство. Получаем

0 0

( ) ( )
[0, ]

0 0
( )| ( )|sup sup|| || | | .E E

E

h
h h

hh hM
h h

s sx x ds x ds
∞

ϕ ϕ
ϕ

< <∞ < <∞
= = χ∫ ∫ (43)

Пользуясь обобщенным неравенством Гёделя [13]), имеем

1
( )

|| [0, ]
0

||sup|| || || ||E
EE E

h
hM h

h
x x

ϕ
⋅ϕ

< <∞
χ≤ ⋅ .

Пользуясь свойством 2 для E , получаем
( )

( )
0
sup|| || || || || ||E

E EEE

h h
h hM

h
x x x

ϕ
=ϕϕ

< <∞
≤ ⋅ ⋅ . (44)

Замечание 3. Для случая, когда E  – симметричное пространство, вложение
(42) будет выполняться. Вложение (42) в этом случае будет слабее вложения

( )
t

tE

E M
ϕ

⊂ , (45)

так как очевидно вложение

( )
( )t E

tE

tM M
ϕ

ϕ⊂ . (46)

Заключение

1. Доказано, что достаточно общая идеальная структура (см. теорему 8) явля-
ется промежуточной между пространством 1L  и L∞ .

2. Показано, что промежуточность симметричного пространства между 1L  и

L∞ является следствием теоремы о промежуточности идеальной структуры между

1L  и L∞ .
3. Доказаны теоремы вложения для идеальных структур с весом, в которых ог-

раниченно действует оператор растяжения.
4. Доказано вложение идеальной структуры (см. теорему 12) в обобщённое

пространство Марцинкевича.
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For general ideal structures involving symmetric spaces, the following embedding is proved:

1E L L∞⊂ + .

For a class of ideal structures involving symmetric spaces, it is proved that

1L L∞∩ 1E L L∞⊂ ⊂ + .

Embedding theorems for symmetric spaces with bounded measurable support are proved in terms
of the norms of the extension operators and in terms of Boyd indices (see [20]).

A new space Mϕ  called the generalized Marcinkiewicz space is introduced. The following
embedding is proved:

1E
E M ϕ⊂ ,

where [0, ]( ) || ( ) ||E t Et sϕ = χ .
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