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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА
И ЕЁ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ В ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

Показаны полезность и особенности экспериментальной математики. Рас-
сматриваются два исследования в теории чисел, проделанные с помощью
Wolfram Mathematica. Первое, уже прежде опубликованное, содержало дока-
зательства сравнений вида F(A(p)) ≡ εF(S) (mod p). Используются обозначе-
ния: F(n) – n-e число Фибоначчи, p – простое число, ε равно ±1, A(p) есть
произвольный многочлен от p с целыми коэффициентами и S – более про-
стое выражение, содержащее только коэффициенты многочлена A(p) и не
содержащее p. Второе исследование заканчивается новым результатом –
теоремой о том, что асимптотическая плотность интервалов, кратных 6,
между соседними простыми числами равна ½. Первое исследование упоми-
нается с целью сравнить роли экспериментов для этих двух задач. В первом
исследовании эксперименты были необходимы – они помогли, начиная с из-
вестных фактов, сформулировать цепочки достоверных догадок, доказать
которые оказалось уже нетрудно. Во втором исследовании первоначально не
было даже уверенности в том, что проделываемые вычисления могут к че-
му-то привести. И для доказательства теоремы о значении ½ для предела
проделанные эксперименты не нужны. Нужна только догадка о формули-
ровке теоремы. Но эксперименты дополнительно привели к гипотезе о том,
каким образом осуществляется предельный переход на протяжении первых
80 миллионов простых чисел.
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Имеются два взгляда на природу математики. Большинство математиков (и
физиков) являются сторонниками математического платонизма – математика есть
высшее проявление объективной реальности, данностью существующей вне вре-
мени, места и, конечно же, вне нас самих.

Противоположной точкой зрения является конвенционализм: математика –
плод человеческого воображения, исключительно продукт человеческого интел-
лекта, искусственная умственная конструкция, хотя и достаточно прочная, но та-
кая же невечная, как все конструкции, созданные нами, людьми.

Нужна ли математикам философия? Возможно, многие математики никогда и
не думали об этом. Но философии математиков важны для понимания того, как
математики понимают свою деятельность. Они философы по жизни. Философия
каждого математика имеет смысл для индивида, но противоположные философии
могут, однако, приводить к различию в том, как математики учат своему предме-
ту. Платонисты начинают с абстрактных теорий (структуры у Бурбаки), конвен-
ционалисты начинают с частных случаев.

Различие в философских взглядах проявляется и по-другому – в отношениях к
математическим экспериментам, что является предметом настоящей статьи.
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Платонический подход отчасти превращает нас в физиков. Для физика нет
большого смысла в том, чтобы изучать предмет, просто создавая понятия путем
чистого измышления. На самом-то деле предполагается, что физик описывает ок-
ружающий мир. Физики не считают делом чести доказывать то, что утверждают в
своих исследовательских статьях. Они часто прибегают к другим способам рас-
суждения – от описания и аналогии до эксперимента и вычислений.

Если мы, математики, – платоники, описывающие мир, который «уже есть», то
почему нам нельзя пользоваться теми же методами, которые применяют физики?
Почему мы обречены доказывать?

На самом деле экспериментированием математики занимаются. Математиче-
ские идеи хорошо путешествуют и переносят проверку временем потому, что за-
писываются в виде доказательств. Но открытие математических фактов происхо-
дит совсем иначе. Практикующие математики делают открытия методом проб и
ошибок: они работают над примерами, разговаривают с коллегами, выдвигают
гипотезы, читают лекции, пытаются сформулировать результаты, меняют доказа-
тельства, выводят частичные результаты и ошибаются.

Своими достижениями прославились знаменитые математики-эксперимен-
таторы: Пьер Ферма, Леонард Эйлер, Карл Гаусс, Бернхард Риман, Рамануджан
Сриниваса.

Много математических открытий с помощью экспериментов было сделано и в
XX веке. Эдвард Лоренц обнаружил в компьютерном эксперименте явление хаоса
– аттрактор Лоренца (1962 г.). Универсальное поведение при итерации одномер-
ных отображений, наиболее известным из которых является логистическое ото-
бражение f: x → λx(1 – x), было открыто Митчеллом Фейгенбаумом в 1975 г. с
помощью электронного калькулятора. Многие аспекты фракталов были найдены
Бенуа Мандельбротом в 1970-х годах с использованием компьютерной графики.
Понятия «фрактал» и «хаос» возникли на основании визуализации без предшест-
вующего теоретического обоснования. Методы экспериментальной математики
при изучении простых математических систем, таких как клеточные автоматы,
простые программы, бесконечные последовательности и др., показывающие
сложное поведение, описываются в книге Стивена Вольфрама [1].

Экспериментальная математика – это недавно структурированная область ма-
тематики, которая использует компьютер и передовые вычислительные техноло-
гии в качестве инструментов для проведения экспериментов, таких как анализ
примеров, проверка новых идей и поиск закономерностей. Разработка широкого
спектра математических программных продуктов, таких как Mathematica [2] с
языком программирования Wolfram, позволила математикам с разным опытом и
интересами использовать компьютер в качестве важного инструмента в своей по-
вседневной работе. Использование вычислений варьируется от стремления ис-
ключить участие человека в решении проблемы до традиционных математиче-
ских вопросов, для которых вычисление является важным инструментом.

Современной экспериментальной математике свойственно изложение резуль-
татов, следуя Эйлеру. Эйлер в своих работах показывал все подробности, каким
образом он приходил к формулировкам теорем, на каких предположениях он ос-
новывался, примеры смотрите в [3, глава VI]. Как и в экспериментальной науке,
экспериментальная математика может быть использована для составления мате-
матических предсказаний, которые затем могут быть подтверждены или опро-
вергнуты на основе дополнительных вычислительных экспериментов. Эти иссле-
дования должны завершаться доказательством.
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Но математика больше чем доказательство. Много работ этому посвятил
Дьердь Пойа [3, 4], показывая как важны в математике догадки и правдоподобные
рассуждения. Имре Лакатос в своей работе [5] высказывает мнение, что никакой
результат в математике не может быть окончательным и что эвристики не менее
важны, чем само доказательство.

Из интервью, данного Юрием Маниным [6]: «Но теперь то, что умели Эйлер и
Гаусс, может делать любой математик, сидя за своим письменным столом. И если
у него не хватает воображения, чтобы различить какие-то контуры в этой плато-
новской реальности, он может поэкспериментировать. <…> Более того, появились
люди с математическим, но компьютерно-ориентированным умом. Точнее ска-
зать, это люди, которые были и раньше, но без компьютера им чего-то не хвата-
ло».

Современное состояние экспериментальной математике изложено в [7]. При-
меры экспериментов в теории чисел, подтверждений и опровержений, смотрите в
[8]. Остановимся на двух результатах автора.

1. Сравнения с числами Фибоначчи по простому модулю

Обозначим через F(n) число Фибоначчи с номером n, где F(0) = 0, F(1) = 1 и
при n > 1 имеем равенство F(n) = F(n – 1) + F(n – 2). Это равенство остается в си-
ле, если числа Фибоначчи доопределяются для отрицательных номеров с помо-
щью известного правила F(–n) = (–1)n−1F(n).

В работе [9] доказываются сравнения вида F(A(p)) ≡ εF(S) (mod p). Использу-
ются обозначения: F(n) – число Фибоначчи с номером n, p – нечетное простое
число, ε равно ±1, A(p) есть произвольный многочлен от p с целыми коэффициен-
тами и S – более простое выражение, содержащее только коэффициенты много-
члена A(p) и не содержащее p.

Теорема 1. Пусть для простого p выполнено p ≡ ±1 (mod 5), k > 0 – натураль-
ное число и целые числа ak, ak–1, …, a2, a1, a0 – коэффициенты многочлена A(x).
Тогда имеем

F(A(p)) ≡ F(ak + ak–1 + … + a2 + a1 + a0) (mod p).
Теорема 2. Пусть для простого нечетного p выполнено p ≡ ±2 (mod 5), k > 0 –

натуральное число и целые числа ak, ak–1, …, a2, a1, a0 – коэффициенты многочлена
A(x). Тогда имеем

F(A(p)) ≡ (–1)R F(S),

где
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( 1) , .
k k

i
i i

i i
S a R i a

= =
= − =∑ ∑

Эти результаты первоначально были обнаружены при проведении экспери-
ментов с помощью Mathematica. Промежуточные доказательства проводились с
частными случаями многочленов, начиная с простейших многочленов вида p + b,
потом переходя к видам ap + b, apn + b, A(p). Для многочленов видов ap + b и apn

+ b проводилось несколько вычислений c небольшими числами a, b и p, приводя-
щих к догадке, какой вид имеет правая часть искомого сравнения. Предположе-
ния проверялись программным путем для 200 первых простых чисел и для тысячи
случайных значений пар a и b в диапазоне от –50 до 50. При получении сразу для
всех рассмотренных вариантов подтверждения предполагаемого вида сравнения
проводилось строгое доказательство.



26 В.М. Зюзьков

2. Экспериментальное исследование динамики интервалов
между последовательными простыми числами

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Сначала введем обозначения: pn – n-е по порядку
простое число, через dn = pn + 1 – pn обозначим интервал между соседними просты-
ми числами. Имеем d1 = 3 – 2 = 1 и dn – четное число для всех n > 1. Известен лег-
ко доказываемый факт, что интервал между соседними простыми числами может
быть как угодно велик. С другой стороны, неизвестно, бесконечно ли множество
простых чисел pn, для которых dn = 2. Изучению интервалов между соседними
простыми числами посвящено много работ [10]. На рис. 1 показано типичное по-
ведение зависимости dn от n.

20 40 60 80 n

5

10

15

dn

0

Рис. 1. Первые 100 интервалов между соседними простыми числами
Fig. 1. First 100 prime gaps

Положим D(m) – список пар чисел {d, r(d)}, где d пробегает все различные
значения dn, а r(d) – соответствующее количество повторений значения d, при
n + 1 ≤ m. Пары в D(m) упорядочены в порядке возрастания d. Например, первые
11 простых чисел – {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31}, соответствующие значе-
ния интервалов – {1, 2, 2, 4, 2, 4, 2, 4, 6, 2} и D(10) = {{1,1}, {2,5}, {4, 3}, {6, 1}}.
На рис. 2 показан график зависимости частоты r(d) появления значения d интер-
вала среди первых 3000 простых чисел. Наибольшее значение d = 52, оно повто-
рилось дважды.

На рис. 3 мы можем наблюдать случай для большего значения m = 30000.
Причем, в этом случае показываем только часть графика для значений d ≤ 52, хотя
наибольшее значение интервала между соседними простыми числами от 2 до
p30000 = 350377 есть 86 и r(86) = 2.

Оба графика на рис. 2 и 3 на одинаковом промежутке до d = 52 выглядят по-
хожими. По-видимому, что-то сохраняется при увеличении m. Приступим к выяс-
нению, что же является в каком-то смысле инвариантом. Графики выглядят изло-
манными, на них присутствуют пики. Вот и изучение распределения этих пиков
привело к неожиданным результатам. Назовем локальным максимумом значение
d ≠ 2, для которого выполнено условие: в списке D(m) имеется три соседних пары
{d1, r(d1)}, {d, r(d)}, {d2, r(d2)}, где r(d1) < r(d) и r(d) > r(d2). Каждому локальному
максимуму d соответствует пик, высота которого равна r(d).
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Рис. 2. Частота значений интервалов между простыми числами до p3000 = 27449
Fig. 2. Prime gaps frequency before p3000 = 27449
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Рис. 3. Частота значений интервалов между простыми числами до p30000 = 350377
Fig. 3. Prime gaps frequency before p30000 = 350377

В списке D(3000) присутствуют 23 различных значений d. Причем локальные
максимумы с соответствующей частотой суть {6, 672}, {12, 303}, {18, 138}, {30,
34}, {36, 10}. Обратите внимание, что все значения локальных максимумов крат-
ны 6. Также заметим, что d = 24 отсутствует в этом перечне.

В списке D(30000) имеется 41 значение {d, r(d)}: {{1,1}, {2,3423}, {4,3397},
{6,5536}, {8,2259}, {10,2810}, {12,3072}, {14,1604}, {16,1093}, {18,1760},
{20,847}, {22,750}, {24,874}, {26,376}, {28,405}, {30,582}, {32,150}, {34,178},
{36,223}, {38,107}, {40,135}, {42,125}, {44,41}, {46,38}, {48,46}, {50,25}, {52,18},
{54,39}, {56,9}, {58,14}, {60,26}, {62,6}, {64,3}, {66,10}, {68,3}, {70,7}, {72,1},
{76,2}, {78,2}, {82,1}, {86,2}}. Локальными максимумы суть {6,5536}, {12,3072},
{18,1760}, {24,874}, {30,582}, {40,135}, {48,46}, {54,39}, {60,26}, {66,10}, {70,7}.
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Из них значения d не кратные 6 – только 40 и 70, и все локальные максимумы
кратные 6 из списка D(3000) остались и добавились еще шесть максимумов, крат-
ных 6.

Для наглядности на рис. 4 приведены сразу два графика с рис. 2 и 3. Посколь-
ку масштабы по оси r на исходных графиках 2 и 3 сильно различаются, то значе-
ния частоты r(d) с рис. 2 увеличено в 6 раз на рис. 4 (это нижняя ломаная).

5000

4000

3000

2000

1000

d403020100

r d( )

Рис. 4. Два графика с рис. 2 и рис. 3 вместе
Fig. 4. Two plots from Figs. 2 and 3 together

Теперь будем рассматривать, что получается с локальными максимумами при
дальнейшем увеличении m. Вычисления осуществлялись в системе Wolfram
Mathematica 12.1. Возьмем m = 100 000. В данном случае список локальных мак-
симумов следующий: {6, 16989}, {12, 10159}, {18,6304}, {24,3538}, {30,2507},
{36,1032}, {42,661}, {48,290}, {54,197}, {60,131}, {66,65}, {70,35}, {78,21},
{84,10}, {90,7}, {96,3}. В этом списке идут все числа кратные 6 из первой сотни,
за исключением d = 72, вместо него присутствует 70. Дальнейшая проверка оче-
видного предположения продолжалась. Для больших значений m использовались
параллельные вычисления. При m = 80 000 000 в качестве локальных максимумов
присутствуют все числа кратные 6 от 6 до 246, включительно, и после этого еще
идут два числа 250 и 260, не делящиеся на 6, а потом 270 и 282, которые делятся
на 6. Получаем следующее предположение.

Гипотеза 1. По мере увеличения m все числа кратные 6, и только они, стано-
вятся локальными максимумами. Это означает следующее.

1) Если при каком-то m1 число d из списка D(m1) является локальным макси-
мумом и d делится на 6, то число d остается локальным максимумом в списке
D(m) и при всех m > m1.

2) Если же d кратно 6 и не является локальным максимумом, то оно станет та-
ковым в списке D(m2) при некотором m2 > m.

3) Если d не кратно 6 и является локальным максимумом в списке D(m) при
некотором m, то, начиная с некоторого m1 > m, d уже не будет локальным макси-
мумом в D(m1).
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Утверждение 1) теоретически можно опровергнуть с помощью вычислений.
Утверждения 2) и 3) нельзя опровергнуть с помощью вычислений даже теорети-
чески. Помогает ли гипотеза 1 высказать какую-нибудь догадку, более простую и
более полезную, о динамике частоты интервалов между простыми числами?

Да, мы приходим к естественному предположению, что по мере роста рас-
сматриваемых простых чисел все более часто между простыми числами встреча-
ются интервалы кратные 6. Всего различных остатков от деления четных чисел на
6 может быть три: 0, 2, 4. Поэтому выскажем новую гипотезу в самой слабой
форме.

Гипотеза 2. Начиная с некоторого n0 и для любого n > n0, доля количества ин-
тервалов, кратных 6, среди первых n простых чисел, составляет более 1/3.

Были проведены вычисления отношения k(n)/n, где k(n) – количество интерва-
лов кратных 6 среди первых n простых чисел и n изменялось от 1 до 3 000 000.
В указанном интервале гипотеза 2 подтвердилась. В качестве n0 можно взять 2000.
Доля интервалов кратных 6 среди первых трех миллионов интервалов составляет
приблизительно 43.6%.

На графике (рис. 5) показаны значения k(n)/n для всех простых чисел с номе-
рами от 2000 до 3 000 000. Используемый алгоритм требовал много оперативной
памяти компьютера, и также невозможно было применить параллельные вычис-
ления. Поэтому дальнейшая проверка поведения k(n)/n стала возможной только
при изменении алгоритма.
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Рис. 5. Изменения отношения k(n)/n при изменении n от 2 000 до 3 000 000
Fig. 5. Variation in the k(n)/n ratio when n varies from 2,000 to 3,000,000

Были проделаны вычисления только для нескольких больших значений n.
Точнее, вычислялись отношения k(n)/n только для простых чисел с номерами
5 000 000, 10 000 000, 15 000 000, 20 000 000, 25 000 000, 30 000 000, 35 000 000,
40 000 000, 45 000 000, 50 000 000, 60 000 000, 70 000 000 и 80 000 000. Соответст-
вующие значения k(n)/n, равные 0.438461, 0.440758, 0.441873, 0.442697, 0.443279,
0.443764, 0.444177, 0.444509, 0.444798, 0.445071, 0.445507, 0.445858 и 0.446166,
представлены на рис. 6.



30 В.М. Зюзьков

4020 60
0.436

0.438

0.440

0.442

0.444

0.446

k n n( )/

0 n⋅10–6

Рис. 6. Изменения отношения k(n)/n при изменении n от 3 000 000 до 80 000 000
Fig. 6. Variation in the k(n)/n ratio when n varies from 3,000,000 to 80,000,000

На рис. 5 и 6 видно, что значения k(n)/n растут c замедлением при увеличении
n. Доля интервалов кратных 6 среди первых 80 миллионов интервалов составляет
приблизительно 44.6%. Это значительно больше числа 1/3 – ожидаемого значения
до проделанных экспериментов, если учесть что допускаются только четные ос-
татки при делении на 6. Возможно, для больших значений n наблюдаемая тенден-
ция в изменениях k(n)/n сохраняется.

В действительности, справедливо следующее утверждение, более сильное, чем
гипотеза 2.

Теорема 3. Среди всех интервалов между соседними простыми числами доля
интервалов с длиной кратной 6 составляет половину в асимптотическом смысле.

Доказательство следует из теоремы Дирихле и её уточнения.
Теорема Дирихле [11, p. 16]. Пусть целые числа a и d > 0 взаимно просты. То-

гда арифметическая прогрессия {a, a + d, a + 2d, …} содержит бесконечно много
простых чисел.

Теорема о простых числах в классах вычетов [12, с. 25]. Обозначим через
π(x; d, a) количество простых чисел данной прогрессии, не превосходящих x, то-
гда справедливы следующие соотношения:

1 1 1( ; , ) ( ) li ( )
( ) ( ) ln ( )

xx d a x x
d d x d

π π
ϕ ϕ ϕ

∼ ∼ ∼ ,

где ϕ обозначает функцию Эйлера и li(x) – интегральный логарифм от x. Запись
f(x) ∼ g(x) обозначает «асимптотическую эквивалентность функций f и g при x,
стремящемся к бесконечности», и означает существование определенного предела

lim ( ) / ( ) 1
x

f x g x
→∞

= .

Доказательство асимптотических эквивалентностей см. в [13, с. 88].
Таким образом, предыдущая теорема говорит, что множества простых чисел

{p | p mod 6 = 1} и {p | p mod 6 = 5} имеют одинаковую асимптотическую плот-
ность. Очевидно, что di mod 6 = 0 равносильно тому, что pi+1 ≡ pi (mod 6). Из рав-
новероятности p mod 6 = 1 и p mod 6 = 5 следует, что для (pi mod 6, pi+1 mod 6)
различные пары значений (1, 1), (5, 5), (1, 5) и (5, 1) равновероятны. Поэтому сре-
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ди всех интервалов между соседними простыми числами доля интервалов с дли-
ной кратной 6 составляет половину в асимптотическом смысле.

Сравним теперь роль экспериментов, проводимых при решении двух задач:
первая – сравнения с числами Фибоначчи по простому модулю и вторая – иссле-
дование динамики интервалов между последовательными простыми числами.
В первой задаче эксперименты были необходимы – они помогли, начиная с из-
вестных фактов, сформулировать цепочки достоверных догадок, доказать которые
оказалось уже нетрудно с помощью математической индукциии. Во втором ис-
следовании первоначально не было даже уверенности в том, что проделываемые
вычисления могут к чему-то привести. И для доказательства теоремы о значении
½ для предела проделанные эксперименты не нужны. Нужна только догадка о
формулировке теоремы. Но проделанные эксперименты имеют самостоятельную
ценность. Они дополнительно показали, каким образом осуществляется предель-
ный переход на протяжении первых 80 миллионов простых чисел. Об этом гово-
рит гипотеза 1.
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The purpose of the work is to show the usefulness and features of experimental mathematics.
Two number theory problems are solved using Wolfram Mathematica. The solution to the first
problem has already been published. Congruencies of the form F(A(p)) ≡ εF(S) (mod p) by prime



32 В.М. Зюзьков

modulo p are proved, whenever A(p) is a polynomial respect p with integer coefficients. Here,
F(n) is an nth Fibonacci number, ε is 1 or –1, and S is a simple expression which contains only
coefficients of the polynomial A(p). The second problem examines the behavior of prime gaps. It
is proved that if G is the set of all prime gaps whose length is a multiple of 6, the asymptotic
density of G is 1/2. The first study is mentioned to compare the role of experimentation for these
two tasks. In the first study, experiments were necessary – they helped, starting with known facts,
to formulate chains of reliable guesses which turned out to be easy to prove. In the second study,
it was not certain that the calculations being done could lead to anything. It was possible to arrive
at the formulation of a theorem on the value of 1/2 for the limit without experimental calculations.
Only a conjecture about the formulation of the theorem is required. However, the experiments
additionally led to a hypothesis on how the passage to the limit is implemented for the first 80
million primes.
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