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ЛЕВОИНВАРИАНТНАЯ ПАРАСАСАКИЕВА СТРУКТУРА
НА ГРУППЕ ГЕЙЗЕНБЕРГА

Доказано, что на группе Гейзенберга существует левоинвариантная пара-
контактная метрическая структура, которая является нормальной и, следова-
тельно, парасасакиевой. На этой группе имеется единственная контактная
метрическая связность с кососимметрическим кручением, инвариантная от-
носительно группы автоморфизмов парасасакиевой структуры. Установле-
но, что обнаруженная связность является контактной метрической связно-
стью для любого парасасакиева многообразия. Введено понятие линейной
связности, согласованной с распределением. Доказано, что связность Леви-
Чивиты и контактная метрическая связность группы Гейзенберга согласова-
ны с контактным распределением и их контактные геодезические совпадают
с геодезическими усечённой связности.
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1. Введение

Среди трёхмерных групп Ли группа Гейзенберга является одним из наиболее
известных и простых примеров в исследовании теории динамических систем, тео-
рии управления, субримановой геометрии, а также других нильпотентных групп
[1–5]. В работах [6–8] на группе Гейзенберга и её многомерном аналоге исследу-
ется левоинвариантная каноническая сасакиева структура. Кроме левоинвариант-
ных контактных метрических структур на группах Ли изучаются и левоинвари-
антные параконтактные метрические структуры. В частности, в работах [9, 10]
дана классификация левоинвариантных парасасакиевых структур на пятимерных
группах Ли.

В данной работе среди всех левоинвариантных параконтактных структур на
группе Гейзенберга выделяется структура, аналогичная канонической сасакиевой
структуре, фиксируя псевдориманову метрику, которая получается с помощью
левых сдвигов из псевдоевклидовой, заданной в касательном пространстве еди-
ницы группы. Требуя инвариантность контактной формы относительно группы
движений псевдоримановой метрики, однозначно определяются контактная
структура и структурный эндоморфизм. Полученная таким образом левоинвари-
антная параконтактная метрическая структура является парасасакиевой. На груп-
пе Гейзенберга имеется единственная контактная метрическая связность с косо-
симметрическим кручением, инвариантная относительно группы автоморфизмов
парасасакиевой структуры. Доказано, что обнаруженная связность является кон-
тактной метрической связностью для любого парасасакиева многообразия. Введе-
но понятие связности, согласованной с распределением. Установлено, что на
группе Гейзенберга, наделённой парасасакиевой структурой, связность Леви-
Чивиты и контактная метрическая связность согласованы с контактным распреде-
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лением, а их контактные геодезические совпадают с геодезическими усечённой
связности. Исследовано строение контактных геодезических. Полученные в рабо-
те результаты справедливы и для многомерной группы Гейзенберга.

2. Параконтактная метрическая структура

Пусть M – гладкое многообразие нечетной размерности 2 1m n= + . Контакт-
ной формой на M называется дифференциальная 1-форма η, удовлетворяющая ус-
ловию

( ) 0ndη ∧ η ≠ .
Контактная форма η определяет вполне неголономное 2n-мерное распределение

kerH = η , которое называется контактной структурой на M. Гладкое многообра-
зие, наделенное контактной структурой, называется контактным многообразием.
Контактное распределение kerH = η  называется первым фундаментальным рас-
пределением, или горизонтальным, а 1-мерное распределение kerV d= η  – вто-
рым фундаментальным распределением, или вертикальным. Существует единст-
венное векторное поле Vξ ∈ , такое, что ( ) 1η ξ = . Поле ξ называется характери-
стическим, или вектором Риба [11–12].

Параконтактной метрической структурой на контактном многообразии M на-
зывается четвертка тензорных полей ( ), , , gη ξ ϕ , где η – контактная форма, ξ –
вектор Риба, g – псевдориманова метрика, φ – структурный эндоморфизм модуля
векторных полей на M. При этом требуется выполнение следующих условий [9]:

2 idϕ = − η⊗ ξ ; (1)

( ) ( ), ,d X Y g X Yη = ϕ ; (2)

( ) ( ) ( ) ( ), ,g X Y g X Y X Yϕ ϕ = − + η η . (3)
Кроме того, предполагается, что ограничение J структурного эндоморфизма φ на
контактное распределение H определяет на H паракомплексную структуру:

2J id= , собственные распределения которой H+ и H–, отвечающие собственным
значениям ±1, имеют одинаковую размерность: dim dimH H n+ −= = , а

( ) ( ), ,g JX JY g X Y= −  для векторных полей ,X Y H∈ . Ограничение псевдорима-
новой метрики g на распределение H имеет сигнатуру (n, n). Нетрудно убедиться,
что выполняются ещё и следующие равенства:

( ) 1η ξ = ,  ( ), 0d Xη ξ = ,  ( ) 0ϕ ξ = ,  0η ϕ =D ,  ( ) ( ),g X Xξ = η . (4)
Параконтактная метрическая структура называется k-контактной, если вектор Ри-
ба ξ является киллинговым. Нормальная параконтактная метрическая структура
называется парасасакиевой. В работе [9] доказано, что параконтактная метриче-
ская структура ( ), , , gη ξ ϕ  является парасасакиевой тогда и только тогда, когда
обращается в нуль следующий тензор:

[ ]( ) ( ), , , 0X Y d X Yϕ ϕ − η ξ = , (5)

где [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2, ( , ) , , , ,X Y X Y X Y X Y X Yϕ ϕ = ϕ + ϕ ϕ − ϕ ϕ − ϕ ϕ

– кручение Нейенхейса.
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Если M – группа Ли, то естественно рассматривать левоинвариантные пара-
контактные метрические структуры. Параконтактная метрическая структура на-
зывается левоинвариантной, если левоинвариантны определяющие её тензорные
поля , , , gη ξ ϕ .

3. Парасасакиева структура на группе Гейзенберга

Среди групповых трехмерных многообразий Тёрстона имеется нильпотентная
группа Ли вещественных матриц вида

Nil
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 y z
0 1 x
0 0 1

, ( ) 3∈x,y, z R .

Данную группу называют также группой Гейзенберга. Левые сдвиги на группе Nil
определяются следующими формулами:

1,x x c= +   2 ,y y c= +   2 3.z z c x c= + + (6)

Дифференцируя (6) по параметрам 1 2 3, ,c c c , находим левоинвариантные вектор-
ные поля на Nil – базис её алгебры Ли

1 1X = ∂ ,  2 2 3X x= ∂ + ∂ ,  3 3X = ∂ , (7)

где 1 x
∂

∂ =
∂

, 2 y
∂

∂ =
∂

, 3 z
∂

∂ =
∂

 – естественный базис векторных полей на группе

Nil.
В касательном пространстве единицы группы рассмотрим псевдоевклидову

метрику
2 2 2 2ds dx dy dz= − +

и сдвинем её в произвольную точку ( ), ,x y z . Так как dx dx= , dy dy= ,

2dz dz с dx= − , то

( )22 2 2
2ds dx dy dz с dx= − + − .

Поскольку единица группы e (0, 0, 0) сдвигается в точку ( ), ,x y z , то 2с y= .
Опуская черту над произвольной точкой, получаем следующую инвариантную
псевдориманову метрику:

( )22 2 2ds dx dy dz ydx= − + − . (8)
Теорема 1. На группе Гейзенберга существует единственная левоинвариант-

ная параконтактная метрическая структура с псевдоримановой метрикой (8), ин-
вариантная относительно группы движений, причем эта структура является пара-
сасакиевой.

Доказательство. Хорошо известно, что размерность группы движений трех-
мерного риманова или псевдориманова пространства с непостоянной кривизной
не превосходит четырех. Чтобы выяснить, допускает ли метрика (8) кроме опера-
торов сдвигов (7) и оператор вращения, необходимо проинтегрировать уравнения
инвариантности (уравнения Киллинга)

0.p p p
p ij i pj j ipX g X g X g∂ + ∂ + ∂ =
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Для метрики (8) общее решение этих уравнений имеет следующий вид:

1
4 1,X c y c= +   2

4 2 ,X c x c= +   ( )3 2 2
2 4 3

1 ,
2

X c x c x y c= + + +

где 1,c 2 ,c 3,c 4c  – произвольные постоянные. Это означает, что размерность
группы движений равна четырем, причем постоянным 1,c 2 ,c 3c  соответствуют
левоинвариантные векторные поля (7), а постоянной 4c  – оператор вращения

( )2 2
4 1 2 3

1 .
2

X y x x y= ∂ + ∂ + + ∂ (9)

Интегрируя уравнения левоинвариантности дифференциальной 1-формы
0p p

p i i pX Xα α∂ η + ∂ η =   1, 4α =

относительно векторных полей (7) и (9), находим, что ( )с ydx dzη = − + , где

0c const= ≠ . Так как d сdx dyη = ∧  и 2 0d с dx dy dzη ∧ η = ∧ ∧ ≠ , то форма η яв-
ляется контактной, а поскольку η и cη определяют одну и ту же контактную
структуру, то полагая 1c = , имеем искомую контактную форму

ydx dzη = − + . (10)

Из условий ( ), 0d Xη ξ =  и ( ) 1η ξ =  следует, что векторное поле Риба имеет вид

3ξ = ∂ . (11)
Структурный эндоморфизм φ теперь однозначно определяется условием (2). Дей-
ствительно, в координатах имеем

,p
ij ip jd gη = ϕ

откуда .k ks
j sjg dϕ = η

Так как

,ijg
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 + y 0 -y
0 -1 0
-y 0 1

  ,ksg
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠2

1 0 y
0 -1 0
y 0 1 + y

  ,ijd
⎛ ⎞
⎜ ⎟η =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1 0
-1 0 0
0 0 0

то .k
j

⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1 0
1 0 0
0 y 0

(12)

Условия (1) и (3) в координатах имеют вид
,k p k k

p i i iϕ ϕ = δ − η ξ

p s
ps i j ij i jg gϕ ϕ = − + η η

и легко проверяются. Так как, очевидно, 0L gξ = , то параконтактная структура
является k-контактной. Более того, данная структура является парасасакиевой.
Действительно, условие (5) в координатах имеет вид

( ) 0,p k p k k p k p k
i p j j p i p j i p i j ijdϕ ∂ ϕ − ϕ ∂ ϕ + ϕ ∂ ϕ − ϕ ∂ ϕ − η ξ =
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и для параконтактной метрической структуры ( ), , , gη ξ ϕ  (10) – (12) и (8) выпол-
няется тождественно. ■

Так как группа движений псевдоримановой метрики (8) сохраняет контактную
форму η, а следовательно, и ξ, то она сохраняет и эндоморфизм φ, т.е. группа
движений является группой автоморфизмов парасасакиевой структуры.

4. Контактная метрическая связность

Линейная связность i∇  называется контактной метрической связностью [13],
если в этой связности контактная форма η и метрический тензор g ковариантно
постоянны: i 0∇η = , i 0g∇ = . Из i 0∇η =  следует, что связность i∇  необходимо

имеет кручение, а из i 0g∇ =  следует, что ковариантный тензор деформации T
связности Леви-Чивиты ∇  кососимметричен по последним двум аргументам. Ес-
ли тензор T кососимметричен по всем своим аргументам, то имеем связность с

кососимметрическим кручением. В этом случае 1
2

T S=  и

i 1 ,
2

k k k
ij ij ijГ Г S= +

где i
k
ijГ  – коэффициенты контактной метрической связности i∇ , k

ijГ  – коэффици-

енты связности Леви-Чивиты, k
ijS  – компоненты тензора кручения, а p

ijk ij kpS S g=

– кососимметричны по всем индексам и, следовательно, определяют дифференци-
альную 3-форму – форму кручения.

Теорема 2. На группе Гейзенберга с левоинвариантной парасасакиевой струк-
турой существует единственная контактная метрическая связность i∇  с кососим-
метрическим кручением. Эта связность инвариантна относительно группы авто-
морфизмов парасасакиевой структуры и определяется следующей формулой:

i( ) ( ) ( ) ( )1, , ,
2

X Xg Y Z g Y Z d X Y Z∇ = ∇ + η ∧ η . (13)

Доказательство. Так как kp k
pg η = ξ  и k kp

ij ijpS S g= , то условие ковариантно-

го постоянства контактной формы в связности i∇  примет вид

i i 1 0
2

k k k
iji j i j k i j ij k ijkГ Г S∇ η = ∂ η − η = ∂ η − η − ξ = , (14)

где

1 ,ijГ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

10 y 0
2

1 1y 0 -
2 2

10 - 0
2

  2 ,ijГ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1y 0 -
2

0 0 0
1- 0 0
2

  3
ijГ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2

10 (y -1) 0
2

1 1(y -1) 0 - y
2 2

10 - y 0
2
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– коэффициенты связности Леви-Чивиты псевдоримановой метрики (8). Если ин-
дексы i, j принимают значения (1, 1), (2, 2), (3, 3), а также (1, 3) и (2, 3), то левая
часть в (14) тождественно равна нулю. Если 1i = , 2j =  или 2i = , 1j = , то

123
1 1 0
2 2

S− =  или 213
1 0
2

S+ = ,

откуда следует, что

123 231 312 213 321 132 1S S S S S S= = = − = − = − = .

Таким образом,
( ) ,S dx dy dz d= ∧ ∧ = η ∧ η

откуда следует, что связность i∇  определяется формулой (13). Так как в силу пе-
рестановочности внешнего дифференцирования и дифференцирования Ли, 2-
форма dη инвариантна относительно группы автоморфизмов, то инвариантен и
тензор кручения и, следовательно, инвариантна и связность i∇ . ■

Вычислительная формула для коэффициентов i
k
ijГ  контактной метрической

связности i∇  имеет вид

i ( )( )1
2

k kp
ij i pj j ip p ij ijpГ g g g g d= ∂ + ∂ − ∂ + η ∧ η .

Компоненты тензора кручения и связности i∇  определяются следующими матри-
цами:

1 ,ijS
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 y 0
-y 0 1
0 -1 0

  2 ,ijS
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 1
0 0 0
-1 0 0

  3 ,ijS
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
0 1 + y 0

-(1 + y ) 0 y
0 -y 0

i1
,ijГ

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 y 0
0 0 0
0 -1 0

  i
2

,ijГ
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

y 0 0
0 0 0
-1 0 0

  i
3

.ijГ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

20 y 0
-1 0 0
0 -y 0

Заметим, что в связности i∇  все структурные тензоры парасасакиевой структуры
ковариантно постоянны.

Теорема 3. Линейная связность i∇ , определённая формулой (13), является
контактной метрической связностью для любого парасасакиева многообразия.

Доказательство. Так как связность i∇  имеет кососимметрическое кручение,
то она является метрической. Известно (см., например, [11, 12]), что на контакт-
ном многообразии существует атлас Дарбу, в каждой карте которого контактная
форма η имеет вид

1 1 2...n n n mx dx x dx dx+η = − − − + .

В координатах Дарбу
1 1 2...n n nd dx dx dx dx+η = ∧ + + ∧ ,  .mξ = ∂
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Найдем ковариантную производную от контактной формы

i i ( )

( )

1 1
2 2

1 1 .
2 2

k kp pk
iji j i j k i j i pj j ip p ij k ijp k

i j i mj j im m ij ijm

Г g g g g S g

g g g S

∇ η = ∂ η − η = ∂ η − ∂ + ∂ − ∂ η − η =

= ∂ η − ∂ + ∂ − ∂ −

Так как ( ) 0ijmdη ∧ η = , а 1mη = , то ( )ijm ijS d= η . Поскольку парасасакиева

структура является k-контактной, то вектор ξ является киллинговым и, следова-
тельно, уравнения Киллинга

0k k k
k ij i kj j ikg g gξ ∂ + ∂ ξ + ∂ ξ =

обращаются в тождество, откуда следует, что 0m ijg∂ = . Теперь ковариантная
производная от формы η примет вид

i ( ) ( )1 1
2 2

i j i j i mj j im ijg g d∇ η = ∂ η − ∂ + ∂ − η .

Из условия (3) следует, что
( ) ( ) ( ) ( ), ,g X Y h X Y X Y= − + η η ,

где ( ) ( ), ,h X Y g X Y= ϕ ϕ . Структурный эндоморфизм определяется условием (2),
поэтому

( ) ( )s p sl pk
ij sp i j sp li kih g g g d g d= ϕ ϕ = η η .

Но ( ) 0imdη = , тогда и 0imh = , следовательно,

,mj m j jg = η η = η   ,im i m ig = η η = η

и

i ( ) ( )1 1
2 2

1 1 1 1 0.
2 2 2 2

i j i j i j j i i j j i

i j j i i j j i

∇ η = ∂ η − ∂ η + ∂ η − ∂ η − ∂ η =

= ∂ η − ∂ η − ∂ η + ∂ η =  ■

Замечание 1. Из доказательства данной теоремы следует, что связность i∇  яв-
ляется контактной метрической для любой k-контактной параконтактной метри-
ческой структуры.

5. Связность, согласованная с распределением. Геодезические

Пусть M – гладкое n-мерное многообразие и H – распределение на M, т.е. со-
вокупность { }pH  r-мерных подпространств касательных пространств pT M ,
гладко зависящих от p M∈ . Линейную связность ∇  назовём согласованной с
распределением H, если через каждую точку p в каждом касательном направле-
нии p pv H∈  проходит единственная геодезическая, касающаяся распределения
H. Такие геодезические назовём контактными геодезическими связности ∇ .

Пусть g – (псевдо) риманова метрика на M, ∇  – связность Леви-Чивиты. Ор-
тогональная проекция ∇  связности ∇  на распределение H называется усеченной
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связностью [1, 2]. В неголономной механике считается, что механическая система
с лагранжианом L и неголономным распределением H на конфигурационном про-
странстве движется по траектории, которая, вообще говоря, не является решением
вариационной задачи на минимум. В [1] доказано, что траектории движения такой
системы с квадратичным лагранжианом являются геодезическими усеченной
связности.

Теорема 4. На группе Гейзенберга, наделенной парасасакиевой структурой
( ), , , gη ξ ϕ , связность Леви-Чивиты ∇  является связностью, согласованной с кон-
тактным распределением kerH = η , а её контактные геодезические совпадают с

геодезическими усечённой связности ∇ .
Доказательство. Рассмотрим неголономное поле реперов { }, ip e , адаптиро-

ванных к структуре почти произведения H V⊕ :

1 1 3e y= ∂ + ∂ ,  2 2e = ∂ ,  3 3e = ∂ ,

где первые два векторных поля 1,e  2e  принадлежат контактному распределению
H, а 3e = ξ  принадлежит распределению V. Разложения коммутаторов координат-
ных векторных полей

, k
i j ij ke e e⎡ ⎤ = Ω⎣ ⎦

являются структурными уравнениями поля реперов { }, ip e , а коэффициенты раз-

ложения k
ijΩ  определяют объект неголономности. Для рассматриваемого поля ре-

перов имеем
[ ]1 2 3, ,e e e= −   [ ]1 3, 0,e e =   [ ]2 3, 0.e e =

Таким образом, 3 3
12 21 1,Ω = −Ω = −  остальные компоненты равны нулю. Дуальный

реперу { }, ip e  корепер { }, jp θ  определяется условием ( )j j
i ieθ = δ , откуда следу-

ет, что
1 dxθ = ,  2 dyθ = ,  3 ydx dzθ = − + .

Репер { }, ip e  является ортонормированным относительно псевдоримановой мет-

рики (8): 0,i je e⋅ =  2
1 1,e =  2

2 1,e = −  2
3 1,e = поэтому в этом репере метрика (8)

имеет стандартный вид

( )
2 2 21 2 3, ,g X X X X X= − +

где iX  – неголономные координаты вектора i
iX X e= .

Вычислим неголономные коэффициенты k
ijγ  связности Леви-Чивиты ∇ :

i

k
e j ij ke e∇ = γ . Применяя известную вычислительную формулу (см., например,

[14]), находим, что

( )1
2

k ks l l l
ij ij sl si jl sj ilγ = δ Ω δ + Ω δ + Ω δ ,

где 0ij
ijδ = δ = , если ,i j≠  11 33

11 33 1δ = δ = δ = δ = , а 22
22 1δ = δ = − . Имеем сле-

дующие ненулевые коэффициенты связности ∇ :
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1 1
23 32

1 ,
2

γ = γ = −   2 2
13 31

1 ,
2

γ = γ = −   3 3
12 21

1 .
2

γ = −γ = −

Ортогональная проекция связности ∇  на контактное распределение, т.е. усе-
чённая связность ∇  определяется коэффициентами k

ijγ : i
k

e j ij ke e∇ = γ , где k k
ij ijγ = γ

( , , 1, 2i j k = ), поэтому 0e ji e∇ = . Горизонтальная кривая γ: ( )i ix x s=  ( 1 ,x x=
2 ,x y=  3 ,x z=  s – естественный параметр) называется горизонтальной геодези-

ческой, если она является геодезической относительно усечённой связности ∇ :
0γ∇ γ =� � , где γ�  – поле касательных векторов кривой γ. Пусть ( )1,3ix i =�  – естест-

венные координаты поля γ� : i
ixγ = ∂� � , а ( )1, 2iv i =  – неголономные координаты

поля γ�  в базисе { }1 2,e e : i
iv eγ =� . Так как

( ) ( ) ( ) ,i i k i k i kk
k i k k i kv ee ei iv v e v e v v e v e v e=γ∇ γ = ∇ + ∇ =� �

то уравнения геодезических примут вид

( ) 0i k
iv e v = . (15)

Переписав уравнения (15) в естественных координатах, получим дифференциаль-
ные уравнения геодезических усечённой связности ∇ :

2

2 0,d x
ds

=   
2

2 0,d y
ds

=   .dz dxy
ds ds

= (16)

Интегрируя уравнения (16), находим параметрические уравнения геодезических

1 1,x a s b= +   2 2 ,y a s b= +   2
1 2 1 2 3

1
2

z a a s a b s b= + + . (17)

Дифференциальные уравнения геодезических связности Леви-Чивиты имеют вид
2

2 0,d x dx dy dy dzy
ds ds ds dsds

+ − =

22

2 0,d y dx dx dzy
ds ds dsds

⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
2

2
2 1 0.d z dx dy dy dzy y

ds ds ds dsds
+ − − =

Для контактных геодезических dz dxy
ds ds

= , поэтому они определяются следующей

системой:
2

2 0,d x
ds

=   
2

2 0,d y
ds

=   
2

2 0,d z dx dy
ds dsds

− =

откуда 1 1,x a s b= +   2 2 ,y a s b= +   1 2 3 3
1 .
2

z a a s a s b= + +
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Но ( )1 2 3 2 2 1
dz a a s a a s b a
ds

= + = + , поэтому 3 1 2a a b= , и, следовательно, контактные

геодезические связности ∇  совпадают с геодезическими усеченной связности ∇ . ■
Замечание 2. Контактная метрическая связность i∇  с кососимметрическим

кручением имеет такие геодезические, что и связность Леви-Чивиты ∇ . Оказыва-
ется, что и проекции связностей ∇  и i∇  совпадают. Действительно, так как

1 2 3,dη ∧ η = θ ∧ θ ∧ θ

то имеем следующие ненулевые компоненты i ik ks
ij ijsS S= δ  ( )22 1δ = −  тензора кру-

чения iS :

i i i3 1 2
12 23 31 1,S S S= = − =  i i i3 1 2

21 32 13 1.S S S= = − = −

Так как i1 ,
2

kk k
ijij ij Sγ = γ +�  то 2 1

31 32 1γ = γ = −� � , остальные нули, то i 0e ji e∇ =  ( ), 1, 2i j = ,

т.е. i∇ = ∇ . Таким образом, контактная метрическая связность i∇  также согласо-
вана с контактным распределением, и её контактные геодезические совпадают с
геодезическими усеченной связности i∇ = ∇ . Заметим, что i 0∇η = , а 0∇η ≠ .

Примером связности, несогласованной с контактным распределением, может
служить полусимметрическая связность, определенная контактной формой (10) и
метрическим тензором (8).

При исследовании строения контактных геодезических, в силу левоинвари-
антности парасасакиевой структуры и связности ∇ , можно ограничиться геоде-
зическими, выходящими из единицы группы

1 ,x a s=   2 ,y a s=   1 2
1 .
2

z a a s= (18)

Кроме того, мы отождествим группу Гейзенберга Nil с 3R , поставив в соответст-
вие каждой матрице из Nil с определяющими элементами x, y, z точку
( ) 3, ,x y z ∈ R , при этом ортонормированному реперу { }1 2 3, , ,p e e e  в единице груп-

пы будет соответствовать репер { }, , ,O i j k  в 3R , где ( )0,0,0O = , ( )1,0,0=i ,
( )0,1,0=j , ( )0,0,1=k . Этот репер является ортонормированным относительно

стандартной евклидовой метрики Eρ  в 3R . Контактной плоскости в единице
группы соответствует координатная плоскость Oxy . Единичный вектор ( )1 2,a aa
этой плоскости определяет направление геодезической. Обозначим направленный
угол между i  и a  через θ . Тогда уравнения геодезических (18) примут вид

cos ,x s= θ   sin ,y s= θ   21 cos sin .
2

z s= θ θ (19)

Если cos sin 0θ θ ≠ , первые два уравнения (19) в плоскости Oxy определяют
прямую l с направляющим вектором a , а третье уравнение – параболу в плоско-
сти Olz. Если cos sin 0θ θ = , то при sin 0θ =  геодезической является ось Ox, если
cos 0θ = , то ось Oy. При малых θ sin 0θ → , коэффициент cos sin 0θ θ >  мал и
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ветви параболы расположены в подпространстве 0z ≥  и парабола мало отличает-

ся от прямой Ox. С возрастанием θ это различие растёт и при 
4
π

θ =  достигает

своего максимума. При 
4
π

θ >  происходит «распрямление» параболы и при 
2
π

θ =

cos 0θ =  парабола «превращается» в прямую Oy. При 
2
π

θ >  ветви параболы

«опускаются вниз» ( )0z ≤ . С увеличением θ парабола становится «круче», дости-

гает своего максимума при 3
4
π

θ = , затем опять распрямляется и становится пря-

мой Ox при θ = π . Далее ветви параболы опять поднимаются вверх. В третьем ко-

ординатном угле 3
2
π⎛ ⎞π < θ <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 имеем те же параболы, что и в первом 0

2
π⎛ ⎞< θ <⎜ ⎟

⎝ ⎠
,

а в четвертом 3 2
2
π⎛ ⎞< θ < π⎜ ⎟

⎝ ⎠
 те же самые что и во втором 

2
π⎛ ⎞< θ < π⎜ ⎟

⎝ ⎠
, т.е. на-

правления a  и -a  определяют одну и ту же геодезическую. Заметим, что ортого-
нальные проекции парабол на соответствующие контактные плоскости являются
прямыми линиями.

Ограничение псевдоримановой метрики (8) на контактное распределение яв-
ляется псевдоевклидовой метрикой

2 2 2
H

ds dx dy= − . (20)

В контактной плоскости Oxy направления y x= ±  являются изотропными относи-
тельно метрики (20). Именно геодезическая в изотропном направлении имеет
максимальное отклонение от прямой линии.

Замечание 3. Результаты данной работы справедливы и для многомерной
группы Гейзенберга [6–8]

,Nil
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

t t
n

1 y z
θ E x
0 θ 1

где ( )tt 1 nx = x ... x , ( )n+1 2ny = x ... x , ( ) n∈θ = 0 ... 0 R , ∈z R , nE  –

единичная матрица размера n n× . Структурные тензоры ( ), , , gη ξ ϕ  парасасакие-
вой метрической структуры на Nil имеют следующий вид

1 1 2... ,n n n mx dx x dx dx+η = − − − +   ,mξ = ∂

( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 22 1 1 1 2... ... ... ,n nn n n n mds dx dx dx dx x dx x dx dx+ += + + − − − + − − − +

,k
j

⎛ ⎞
⎜ ⎟

ϕ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

* t
n

* t
n

*

Ο E θ
E Ο θ
θ y 0



Левоинвариантная парасасакиева структура на группе Гейзенберга 49

где ( )* 2n n+1y = x ... x , Ο  – нулевая n n× -матрица, *
nE  – n n× -матрица, нену-

левыми элементами которой являются единицы по побочной диагонали. Анало-
гичное поведение геодезических мы наблюдем и в многомерном случае. Если до-
пустимые направления лежат в координатных плоскостях ( ), ne eα +α , 1, nα ∈ , то
геодезические ведут себя так же, как и в трехмерном случае. Все координатные
прямые репера { }, iO e , 1, 2i n∈  являются геодезическими. Кроме того, все пря-
мые, лежащие в координатных плоскостях, отличных от ( ), ne eα +α , также являют-
ся геодезическими.
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invariant Sasakian structure. This article proves that there is also a paracontact metric structure on
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