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Аннотация. В 2018 г. Абдольюсефи, Ашрафи и Чэнь дали в своей работе опреде-

ление 2-ниль-хорошего элемента кольца, обобщающее введенное двумя годами ра-

нее Кэлугэряну и Ламом понятие изящного элемента кольца, а также определение 

2-ниль-хорошего кольца. В той же работе было показано, что кольцо контекста 

Мориты, т.е. кольцо формальных матриц второго порядка, является 2-ниль-

хорошим, если кольца, над которыми оно рассматривается, сами являются 2-ниль-

хорошими. В настоящей статье мы проводим дальнейшее обобщение, определяя  

k-ниль-хорошие элементы и k-ниль-хорошие кольца, и указываем условие, при ко-

тором кольцо формальных матриц произвольного конечного порядка будет k-ниль-

хорошим. 
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Abstract. We fix a positive integer t  2. Let R1, R2, …, Rt be associative rings with iden-

tity and let Mij be Ri -Rj -bimodules (i, j  {1, 2, …, t}) such that Mii  Ri for all i. Suppose 
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that for any i, j, k  {1, 2, …, t}, ijk is a bimodule homomorphism 
jij R jk ikM M M  ; 

we assume that iik and ikk coincide with the canonical isomorphisms 
ii R ik ikR M M   

and 
kik R k ikM R M   respectively. Instead of ijk (a  b), where a  Mij and b  Mjk, 

we write simply ab. We also require that (ab)c  a(bc) for all a  Mij, b  Mjk and 

c  Mkl. The set 
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forms an associative ring with identity under the usual addition and the multiplication  

defined by the homomorphisms ijk. We say that K is a formal matrix ring of order t. 

Let R be an associative ring with identity and k  2. An element of R is said to be  

k-nil-good if it is the sum of k invertible elements and a nilpotent; if all elements of R are 

k-nil-good, we say that R is a k-nil-good ring. 

The main result is the following theorem. 

Theorem 3.7. The ring K is k-nil-good (k  2) if the rings R1, R2, …, Rt are k-nil-good. 

Corollary 3.8. If the ring Ri is ki -nil-good for all i  {1, 2, …, t}, then the ring K is  

k-nil-good, where k  max (k1, k2, …, kt). 

Corollary 3.9. If R is a k-nil-good ring, then the ring M(t, R) of all t  t square matrices 

over R is k-nil-good for every t. 

The converses of Theorem 3.7 and Corollary 3.9 do not hold. For instance, the matrix 

ring M(2, Z/2Z) is 2-nil-good, while the field Z/2Z is not a k-nil-good ring for each k. 

Keywords: ring, k-nil-good ring, formal matrix ring, Morita context 
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1. Кольца формальных матриц 
 

Все кольца в статье – ассоциативные с единицей; M(t, R) обозначает кольцо 

всех (t  t)-матриц над кольцом R, а U(R) – множество всех обратимых элементов 

кольца R. Через Z обозначаем кольцо целых чисел; ■ – символ конца доказатель-

ства либо его отсутствия. 

Кольцам формальных матриц посвящено много работ (см., напр., [1–9]). По-

нятия формальной матрицы и кольца формальных матриц появились благодаря 

работе Мориты [10], в которой он ввел объект, впоследствии названный контек-

стом Мориты. 

Под контекстом Мориты понимается набор (R, M, N, S, φ, ψ), в котором R и S – 

кольца, RMS и S NR – бимодули, а φ: M S N  R и ψ: N R M  S – бимодульные 

гомоморфизмы, для которых при всех m, m'  M и n, n'  N выполнены соотно-

шения ассоциативности (m  n)  m'  m  ψ(n  m' ) и ψ(n  m)  n'  n  (m  n' ). 

Наборы такого вида возникли при изучении контравариантных функторов D1  
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и D2 между категориями модулей Mod-R и Mod-S, таких что выполнено 

D1D2  IdMod-R и D2 D1  IdMod-S (позже Морита установил, что на самом деле это 

функторы Hom). С историей развития направления, связанного с контекстами 

Мориты, можно познакомиться в обзорной работе [6]; там же приведены ссылки 

на наиболее важные работы по этой теме. 

Если дан контекст Мориты, то можно построить кольцо контекста Мориты 

(мы будем называть его также кольцом формальных матриц второго порядка) K, 

состоящее из всех матриц вида 
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Понятия формальной матрицы и кольца формальных матриц можно перене-

сти на случай произвольного порядка t  2. Пусть R1, R2, …, Rt – некоторые коль-

ца и Mij – Ri-Rj-бимодули, где i, j  {1, 2, …, t}, такие, что Mii  Ri. Далее, пусть для 

каждой тройки индексов i, j, k  {1, 2, …, t} через ijk обозначен бимодульный 

гомоморфизм ikjkRij MMM
j

 , причем iik и ikk совпадают с каноническими 

изоморфизмами ikikRi MMR
i

  и ikkRik MRM
k

  соответственно. Для 

краткости элемент ijk (a  b), где a  Mij и b  Mjk, будем обозначать через ab. 

Как и для колец формальных матриц второго порядка, мы требуем выполнения 

соотношений ассоциативности (ab)c  a(bc) для всех a  Mij, b  Mjk и c  Mkl. 

Множество 
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всех матриц со значениями в бимодулях Mij относительно поэлементного сложе-

ния и умножения, определяемого с помощью гомоморфизмов φijk, образует кольцо, 

которое мы будем называть кольцом формальных матриц порядка t. 

 
2. Аддитивные задачи в кольцах 

 
В работе [11] введены понятия k-хорошего элемента и k-хорошего кольца: 

Определение 2.1. Пусть k – натуральное число, большее 1. 

а) Элемент кольца называется k-хорошим, если его можно представить в виде 

суммы k элементов, обратимых в этом кольце. 

б) Кольцо R называется k-хорошим, если все его элементы k-хорошие. 

в) Если кольцо R не является k-хорошим ни для какого значения k, но каждый 

элемент из R является k-хорошим для подходящего значения k, то будем гово-

рить, что R – ω-хорошее кольцо. 
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Замечание. Несложно видеть, что если кольцо R является k-хорошим, то оно 

будет и (k  j)-хорошим для всякого натурального j. Поэтому имеет смысл гово-

рить о минимальном k, для которого R есть k-хорошее кольцо. 

Кольца, аддитивно порождаемые своими обратимыми элементами, – извест-

ная и достаточно хорошо изученная тема; хороший обзор дан в [12]. Отдельно 

выделим статью Хенриксена [13], в которой он показал, что кольцо M(t, R), где 

t  2, будет 3-хорошим вне зависимости от свойств кольца R. Независимо от Хен-

риксена в работе [14] Крылов установил, что кольцо M(t, R) всегда является  

4-хорошим. Упомянем также работы [7–9], в которых свойство хорошести рас-

сматривалось для колец формальных матриц и отдельных формальных матриц. 

В 1977 г. Николсон [15] ввел понятие чистоты для колец и их отдельных эле-

ментов: 

Определение 2.2. а) Элемент кольца называется чистым, если он представим 

в виде суммы идемпотента и обратимого элемента. 

б) Кольцо называется чистым, если все его элементы являются чистыми. 

Работа Николсона послужила отправной точкой для дальнейших исследова-

ний чистоты. Так, в [16, 17] описываются некоторые классы абелевых групп, 

имеющих чистые кольца эндоморфизмов. В статье [18] Сяо и Тун рассматривали 

следующее обобщение понятия чистоты: 

Определение 2.3. Пусть k – натуральное число. 

а) Элемент кольца называют k-чистым, если его можно записать в виде сум-

мы идемпотента и k обратимых элементов. 

б) Кольцо R называют k-чистым, если все его элементы k-чистые. 

В статье [19] появилось еще одно понятие, связанное с чистотой: 

Определение 2.4. а) Элемент кольца называется ниль-чистым (сильно ниль-

чистым), если он представим в виде суммы идемпотента и нильпотентного эле-

мента (соответственно суммы коммутирующих между собой идемпотента и 

нильпотентного элемента). 

б) Кольцо называется ниль-чистым (сильно ниль-чистым), если все его эле-

менты являются ниль-чистыми (соответственно сильно ниль-чистыми). 

Заметим, что всякое ниль-чистое кольцо является чистым (чистое разложение 

произвольного элемента x легко получить из ниль-чистого разложения элемента 

x  1). Обратное неверно: так, поле Z/3Z является чистым кольцом, но не являет-

ся ниль-чистым. 

Отталкиваясь от статей [15, 19], Кэлугэряну и Лам [20] дали следующее опре-

деление: 

Определение 2.5. а) Элемент кольца называется изящным, если он предста-

вим в виде суммы нильпотентного и обратимого элементов. 

б) Кольцо R называется изящным, если все его ненулевые элементы изящны. 

В той же работе [20] было, в частности, установлено, что все изящные кольца 

являются простыми. 

Обобщая свойство изящности, Данчев в статье [21] следующим образом 

определил свойство ниль-хорошести для колец и их элементов: 

Определение 2.6. а) Элемент кольца называют: 

– ниль-хорошим, если он представим в виде суммы нильпотентного элемента 

и элемента, который обратим либо равен 0; 
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– сильно ниль-хорошим, если его можно представить в виде суммы нильпо-

тентного элемента и элемента, который обратим либо равен 0, причем эти два 

элемента коммутируют между собой; 

– уникально ниль-хорошим, если он либо нильпотентен, либо единственным 

образом представим в виде суммы нильпотентного и обратимого элементов. 

б) Кольцо называют ниль-хорошим (сильно ниль-хорошим, уникально ниль-

хорошим), если все его элементы являются ниль-хорошими (соответственно 

сильно ниль-хорошими, уникально ниль-хорошими). 

Несложно видеть, что всякое изящное кольцо является ниль-хорошим, однако 

обратное неверно. Например, кольца классов вычетов Z/2lZ, где l  2, являются 

ниль-хорошими, но не изящными. Класс ниль-хороших колец оказался более со-

держательным по сравнению с изящными кольцами несмотря на то, что различия 

между определениями 2.5 и 2.6 на первый взгляд кажутся незначительными. 

Наконец, в работе [22] было введено понятие 2-ниль-хорошести: 

Определение 2.7. а) Элемент кольца называют 2-ниль-хорошим, если он пред-

ставим в виде суммы нильпотентного элемента и двух обратимых элементов. 

б) Кольцо называют 2-ниль-хорошим, если все его элементы 2-ниль-хорошие. 

Несмотря на название, 2-ниль-хорошие кольца служат обобщением скорее для 

изящных колец, чем для ниль-хороших: так, кольца Z/2lZ, где l  1, ниль-

хорошие, но не являются 2-ниль-хорошими. С другой стороны, в [20] было пока-

зано, что всякое изящное кольцо, не изоморфное полю Z/2Z, является 2-хорошим 

(а значит, оно является и 2-ниль-хорошим). 

 

3. k-ниль-хорошие формальные матрицы 

 

В [22] было найдено достаточное условие, при котором кольцо формальных 

матриц второго порядка является 2-ниль-хорошим: 

Теорема 3.1 [22]. Пусть K – это кольцо формальных матриц, соответствую-

щее контексту Мориты (R, M, N, S, φ, ψ). Если кольца R и S являются 2-ниль-

хорошими, то и K – 2-ниль-хорошее кольцо. ■ 

Применяя индукцию, можно получить отсюда 

Следствие 3.2 [22]. Если R – 2-ниль-хорошее кольцо, то кольцо M(t, R) также 

будет 2-ниль-хорошим при любом t. ■ 

По аналогии с [18] введем следующее обобщение свойства 2-ниль-хорошести 

для колец и их элементов: 

Определение 3.3. Пусть k – натуральное число, большее 1. 

а) Элемент кольца назовем k-ниль-хорошим, если его можно представить в ви-

де суммы одного нильпотентного и k обратимых элементов. 

б) Кольцо R назовем k-ниль-хорошим, если все его элементы k-ниль-хорошие. 

в) Если кольцо R не является k-ниль-хорошим ни для какого k, но каждый 

элемент из R является k-ниль-хорошим для подходящего k, то будем говорить, 

что R есть ω-ниль-хорошее кольцо. 

Пример 3.4. Кольца Z/2lZ, где l  1, являются ω-ниль-хорошими. 

Ясно, что если кольцо R является k-хорошим, то оно будет и k-ниль-хорошим. 

Предложение 3.5. Если кольцо R является k-ниль-хорошим, то оно является  

и (k  j)-ниль-хорошим для всякого натурального j. 
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Доказательство. Достаточно доказать, что R является (k  1)-ниль-хорошим 

кольцом. Действительно, для всякого x  R мы можем записать элемент x  1 как 

сумму одного нильпотентного и k обратимых элементов. В этом случае элемент 

x  (x – 1)  1 будет суммой одного нильпотентного и k  1 обратимых элементов, 

что и требовалось. ■ 

В статье [23] было показано, что существует подкольцо R поля рациональных 

чисел, которое является k-хорошим кольцом для достаточно большого k, но не 

является 2-хорошим кольцом. Естественно, такое кольцо R служит также приме-

ром k-ниль-хорошего кольца, которое не является 2-ниль-хорошим. 

Докажем следующий технический факт. 

Лемма 3.6. Пусть K – кольцо формальных матриц порядка t, заданное равен-

ством (2). Если X  K – треугольная матрица, на главной диагонали которой сто-

ят элементы, обратимые в соответствующих кольцах Ri, то X  U(K). 

Доказательство. Заметим, что кольцо вида (2) можно естественным образом 

представить в виде кольца, соответствующего контексту Мориты (R, M, N, S, φ, ψ), 

такому что R есть кольцо формальных матриц порядка t  1 и S  Rt. Поэтому до-

статочно будет доказать утверждение леммы для матрицы X вида (1), такой что 

r  U(R), s  U(S) и хотя бы один из элементов m и n равен 0 (после этого спра-

ведливость леммы легко устанавливается с помощью индукции). Положим 
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очевидно, что E – единичный элемент кольца K. Имеем 
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(в этих равенствах мы воспользовались тем, что все значения аргументов, к кото-

рым применяются φ и ψ, равны 0, так как m  0 или n  0). Таким образом, Y  X 
–1 

и X  U(K). ■ 

Теперь можно обобщить теорему 3.1 на случай формальных матриц порядка 

t  2 и k-ниль-хороших колец: 

Теорема 3.7. Кольцо K формальных матриц порядка t, заданное условием (2), 

является k-ниль-хорошим (где k  2), если все кольца R1, R2, …, Rt сами являются 

k-ниль-хорошими. 

Доказательство. Пусть матрица X  K имеет вид, указанный в равенстве (2). 

Поскольку R1, R2, …, Rt – k-ниль-хорошие кольца, то для всякого i  {1, 2, …, t} 

можно записать ri  yi  ui1  ui2  ui3 …  uik, где yi – нильпотентный элемент из Ri 

и uij  U(Ri) при всех j  {1, 2, …, k}. Полагая 
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(где j  {3, 4, …, k}), имеем X  N  U1
  U2

  U3
  …  Uk. Очевидно, что матрица N 

является нильпотентным элементом кольца K и в силу леммы 3.6 для каждого 

j  {1, 2, …, k} выполнено Uj  U (K). Теорема доказана. ■ 

С учетом предложения 3.5 получаем такое следствие: 

Следствие 3.8. Пусть кольцо K формальных матриц порядка t задано равен-

ством (2). Если кольцо Ri является ki -ниль-хорошим для всякого i  {1, 2, …, t}, 

то кольцо K является k-ниль-хорошим, где k  max(k1, k2, …, kt). ■ 

Теорема 3.7 позволяет также обобщить следствие 3.2: 

Следствие 3.9. Если R – k-ниль-хорошее кольцо, то кольцо M(t, R) также бу-

дет k-ниль-хорошим при любом t. ■ 

Заметим, что утверждения теоремы 3.7 и следствия 3.9 нельзя обратить: 

Пример 3.10. Рассмотрим кольцо M(2, Z/2Z); пусть E – единичная матрица. 

Всякий элемент кольца можно представить в виде суммы двух обратимых: 
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(представления остальных десяти матриц из M(2, Z/2Z) получаются аналогично). 

Поэтому M(2, Z/2Z) – 2-хорошее кольцо, а значит, оно является k-ниль-хорошим 

кольцом для любого значения k  2. При этом очевидно, что само поле Z/2Z не 

является k-ниль-хорошим кольцом ни для какого k  2. 
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