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Аннотация. Выполнено сравнение алгоритма кратномасштабного анализа (КМА) изображений в частотной 

области с алгоритмом Малла. В алгоритме Малла используются масштабные коэффициенты, кратные двум,  

и вычисление производится итеративно с двукратным прореживанием вейвлет-коэффициентов при каждом 

последующем разложении. Этот алгоритм также называется быстрым дискретным вейвлет-преобразованием (ВП). 

В алгоритме КМА в частотной области для увеличения скорости вычисления применяется быстрое преобразо-

вание Фурье (БПФ). Вейвлет-коэффициенты вычисляются не итеративно: для каждого уровня они получаются 

из сигнала независимо от предыдущих уровней, и кратность анализа может быть меньше двух. Уменьшение 

кратности позволяет увеличить глубину декомпозиции. В отличие от алгоритма Малла применяются симмет-

ричные или антисимметричные ортогональные вейвлеты, что повышает точность реконструкции. Изображение 

обрабатывается не по строкам и столбцам, а прогрессивной разверткой в целом. Применение БПФ уменьшает 

время преобразования изображений на четыре порядка по сравнению прямым численным интегрированием,  

и за счет этого время декомпозиции и реконструкции не больше по сравнению с временем дискретного ВП  

и может быть меньше. 
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Abstract. This paper compares the algorithm for multiplescale analysis of images in the frequency domain with 

the Mall algorithm. The Mall algorithm uses scaling factors multiple of 2 and computation is performed iteratively 

with twofold thinning of the wavelet coefficients at each subsequent decomposition. This algorithm is also called fast 

discrete wavelet transform. The frequency domain multiplexing algorithm uses the fast Fourier transform (FFT)  

to increase computational speed. The wavelet coefficients are not calculated iteratively, but for each level they are  

obtained from the signal independently of the previous levels and the multiplicity of analysis can be less than 2.  

Reducing the multiplicity allows increasing the decomposition depth. In contrast to Mall's algorithm, symmetric or 

antisymmetric orthogonal wavelets are used, which increases the accuracy of reconstruction. The image is processed 

not by rows and columns, but by progressive sweep as a whole. Application of FFT reduces the image transformation 
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time by four orders of magnitude compared to the direct numerical integration, and due to this the decomposition and 

reconstruction time is not longer compared to the discrete wavelet transform time and can be less. 

Keywords: wavelet transform; decomposition; reconstruction; multiscale analysis; Mall's algorithm; amplitude-

frequency response; filter  
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Вейвлет-анализ является эффективным инструментом исследования локальных свойств неста-

ционарных сигналов. Базисные функции, называемые вейвлетами, обладают свойством частотно-

временной локализации, и сам анализ называется частотно-временным. Аналогом частоты для 

вейвлет-преобразования является обратная величина масштабного коэффициента. В настоящее время 

для кратномасштабного анализа (КМА) сигналов используется алгоритм Малла – быстрый способ 

вычисления дискретного вейвлет-преобразования (ВП) [1]. КМА – это m-шаговое дискретное ВП. 

Максимальное значение m называется глубиной декомпозиции (разложения). У алгоритма Малла 

есть недостатки:  

1. Необходимо иметь масштабирующую функцию. 

2. Амплитудно-частотная характеристика вейвлетов неравномерна. 

3. Вейвлеты несимметричны или антисимметричны. 

4. Коэффициент изменения масштаба меняется только с кратностью 2. 

5. Точность вычисления уменьшается с увеличением уровня разложения, так как при каждом 

уровне декомпозиции длина выборки уменьшается в 2 раза. 

6. Не используется прогрессивная развертка изображения при кратномпсштабном анализе. 

7. Необходимо решать много уравнений для конструирования вейвлетов больших порядков. 

Для устранения этих недостатков актуально использование КМА в частотной области. Пре-

имуществом алгоритма в частотной области является еще и способ вычисления. Если для определе-

ния вейвлет-коэффициентов последующего уровня в алгоритме Малла необходимо вычислить 

предыдущие вейвлет-коэффициенты, то в частотной области можно параллельно вычислять все 

вейвлет-коэффициенты. На аппаратном уровне это можно сделать, используя много устройств быст-

рого преобразования Фурье (БПФ), соединенных параллельно, тем самым уменьшив во много раз 

время КМА. Исходя из таких предположений, сравниваются алгоритм Малла и алгоритм КМА в ча-

стотной области.  

Для исследования нестационарных сигналов кроме ВП применяются и другие преобразования. 

Самое известное их них – оконное преобразование Фурье (ОПФ), когда сигнал разлагается в спектр  

с использованием БПФ на участках (окнах), намного меньших длительности самого сигнала [2].  

Таким образом добиваются улучшения временного разрешения, т.е. того момента, когда произошло 

изменение частоты сигнала. При использовании ОПФ узкое окно обладает лучшим временным раз-

решением, широкое окно – лучшим частотным разрешением. Проблема состоит в том, что приходит-

ся выбирать фиксированное окно для всего сигнала, тогда как разные участки сигнала могут требо-

вать применения разных окон. ОПФ покрывает плоскость время–частота прямоугольниками с неиз-

менным разрешением по времени и частоте на всех участках, а для исследования реальных сигналов 

необходимо разбить плоскость время–частота прямоугольниками с разным разрешением по времени 

и частоте на разных участках. Около резких изменений сигнала окна должны быть узкими, а в осталь-

ной области можно использовать более широкие окна. Как раз ВП имеет хорошее разрешение  

по времени и плохое разрешение по частоте на высоких частотах, а на низких частотах – хорошее 

разрешение по частоте и плохое разрешение по времени. Когда сигнал имеет высокочастотные ком-

поненты короткой длительности и низкочастотные компоненты протяженной длительности, исполь-

зование ВП наиболее эффективно. ВП анализирует сигнал на различных частотах и с различным раз-

решением одновременно. 
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Разновидностями ОПФ также являются преобразование (метод) Прони [3], когда применяется 

разложение сигнала на экспоненциально затухающие синусы или косинусы, и другие методы, исполь-

зующие полиномы Чебышева, Кравчука, Шарлье и гибриды Кравчука–Чебышева [4, 5]. Затухающие 

экспоненциально синусы имеют перекрывающие широкие частотные характеристики, и разложение 

является неортогональным. Другие методы также основаны на вычислениях во временной области, 

используют рекуррентные соотношения и требуют много времени для полиномов большого порядка. 

Из-за того, что свойство локализации хуже, чем для ВП, равно как для ОПФ и других преобразова-

ний, эти преобразования в данной работе не сравниваются с алгоритмом КМА в частотной области. 

Целью работы является сравнение алгоритма кратномасштабного анализа сигналов в частотной 

области с алгоритмом Малла с точки зрения применяемых вейвлетов, глубины декомпозиции, скоро-

сти и точности вычисления. В ходе исследования сконструированы симметричные и антисимметрич-

ные вейвлеты, которые позволили увеличить точность реконструкции изображений, уменьшить вре-

мя преобразования.  

 

1. Алгоритм Малла 

 

С. Малла в своем алгоритме использовал идеи субполосного (пирамидального) кодирования 

речевого сигнала. При таком кодировании сигнал пропускается через древовидное соединение высо-

кочастотных и низкочастотных фильтров (ВЧ- и НЧ-фильтры; квадратурно-зеркальные фильтры 

(КЗФ)). Самый простой способ ВП – это использование простейшей масштабирующей (скейлинг) 

функции и вейвлета Хаара, когда КЗФ получаются за счет суммирования и разности соседних отсче-

тов сигнала. Суммирование эквивалентно пропусканию через НЧ-фильтр, а разность – через ВЧ-

фильтр. Используя более сложные вейвлеты, такие как вейвлеты Добеши n-го порядка, вычисляют 

взвешенные суммы и взвешенные разности, т.е. свертку сигнала с импульсной характеристикой (ИХ) 

ВЧ- и НЧ-фильтров, и получаются детализирующие коэффициенты и коэффициенты аппроксимации 

после децимации каждого 2-го отсчета. На рис. 1 представлена схема разложения сигнала. Данное 

разложение можно повторить несколько раз для дальнейшего увеличения частотного разрешения  

с дальнейшим прореживанием коэффициентов после НЧ- и ВЧ-фильтрации. Такое разложение можно 

представить в виде двоичного дерева, где листья и узлы соответствуют пространствам с различной 

частотно-временной локализацией. На рис. 2 представлено это дерево. После первого разложения все 

вычисления производятся с детализирующими коэффициентами и коэффициентами аппроксимации 

итеративно. Обратное ВП вычисляется в обратном порядке с интерполяцией коэффициентов. 
 

 

Рис. 1. Схема разложения сигнала при дискретном вейвлет-преобразовании 

Fig. 1. Signal decomposition scheme for discrete wavelet transform 

 

 

Рис. 2. Трехуровневый банк фильтров 

Fig. 2. Three-level filter bank 



Обработка информации / Data processing 

76 

Разложение функций на вейвлетные ряды на заданном уровне разрешения для дискретного ВП 

выполняется по формуле 

, , , ,

,

( ) ( ) ( )m k m k m k m k

k m k

x t C t D t     , 

где m,k(t) – вейвлет, m,k(t) – скейлинг-функция, Dm,k, Cm,k  – детализирующие и аппроксимирующие 

коэффициенты. 

В результате преобразования сигнал декомпозируется на разные частотные области, которые 

представлены на рис. 3. Каждая область в два раза шире предыдущей частотной области с увеличени-

ем масштабного коэффициента. Так как амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) фильтров 

неидеальные, происходит наложение спектров.   

 

 

Рис. 3. Спектры разного масштабного коэффициента 

Fig. 3. Spectra of different scale coefficients 
 

Для того чтобы преобразовать изображение, каждая его строка по схеме, представленной  

на рис. 1, декомпозируется, потом полученные коэффициенты по такой же схеме вычисляются по 

столбцам (сепарабельное преобразование), и процесс повторяется до максимальной глубины разло-

жения [1, 6–8]. 
 

2. Алгоритм прямого и обратного ВП в частотной области 
 

Для вычисления вейвлет-спектра сигнала на основе производных функции Гаусса и вейвлетов, 

сконструированных в частотной области, используется формула непрерывного ВП: 

    
1

,
t b

W a b S t dt
aa





 
  

 
 , (1) 

где а – масштабный коэффициент вейвлета, b – параметр сдвига. С разными масштабными коэффи-

циентами скейлинг-функция не используется. Такое преобразование эквивалентно прохождению 

сигнала через полосовые фильтры в разном диапазоне частот. Для вычисления ВП прямым числен-

ным интегрированием необходимо много времени, поэтому вейвлет-спектр вычисляется в частотной 

области с применением БПФ. Чтобы вычислить ВП сигнала в частотной области, необходимо полу-

чить Фурье-спектры сигнала и вейвлета для разных масштабных коэффициентов а, найти комплексно 

сопряженный спектр и обратным преобразованием Фурье комплексно сопряженных спектров полу-

чить вейвлет-спектр сигнала. Алгоритм численного вычисления прямого непрерывного быстрого ВП 

сигнала S(t) по формуле (1) в частотной области представлен в работе [9]. 

Подобно обратному ПФ существует обратное непрерывное ВП: 

    1

3

0

,
k

t b dadb
S t C W a b

a a

 



 



 
  

 
  , (2) 

где C – нормализующий коэффициент: 

  2 1| |C F d





 



    , 
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F() – Фурье-спектр базисной функции, параметр k – показатель степени масштабного множителя 

(параметр k может быть отрицательным).  

Алгоритм численного вычисления обратного непрерывного быстрого ВП сигнала S(t) по фор-

муле (2) в частотной области представлен в работе [10]. Для декомпозиции изображения прогрессив-

ной разверткой в целом по горизонтали вертикали считываются пиксели и вычисляются вейвлет-

коэффициенты в частотной области. Также вычисляются вейвлет-коэффициенты в частотной области 

для вертикальной прогрессивной развертки. Реконструкция происходит в обратном направлении. 

КМА изображения получается суммированием разных уровней. В зависимости от количества учиты-

ваемых уровней одномерный или двумерный сигнал можно представить в виде последовательных 

приближений от грубого до наилучшего приближения. Можно сигнал исследовать и в обратном по-

рядке: суммировать от самых мелких деталей до самых больших, а также можно суммировать разные 

уровни в разной комбинации.    
 

3. Конструирование вейвлетов в частотной области 
 

В работе [11] отмечено: «Для практики желательно было бы иметь ортогональные симметрич-

ные и асимметричные вейвлеты, но таких идеальных вейвлетов не существует». Действительно, для 

дискретного ВП нет ортогональных симметричных и антисимметричных вейвлетов. Про непрерыв-

ное ВП пишут: «Грубые вейвлеты обладают минимумом свойств, которыми должны обладать 

вейвлеты, обеспечивающие полноценные возможности в технике преобразования сигналов: анализ  

не является ортогональным, возможность реконструкции не гарантирована, быстрые алгоритмы пре-

образований и точная реконструкция невозможны». 

С использованием алгоритмов непрерывного ВП в частотной области ортогональные симмет-

ричные и антисимметричные вейвлеты сконструировать можно, быстрые алгоритмы возможны, 

можно точно реконструировать сигнал. 

Вейвлеты и ИХ фильтров тесно взаимосвязаны. Вейвлеты с самым большим масштабным  

коэффициентом являются фильтрами нижних частот, со средним значением масштабного коэффици-

ента – полосовыми фильтрами, а с самым меньшим значением масштабного коэффициента – филь-

трами верхних частот. Можно заметить, что конструирование ортогональных симметричных и анти-

симметричных вейвлетов – это синтез цифровых фильтров с прямоугольной амплитудно-частотной 

характеристикой и линейной фазочастотной характеристикой (ФЧХ). В научной литературе по цифро-

вым фильтрам на основе критерия Пэли–Винера (Пели–Виннера) доказывается, что фильтры с пря-

моугольной АЧХ физически нереализуемы. Также отмечается, что прямоугольные АЧХ приводят  

к пульсациям слева и справа от частоты среза и появлению переходной полосы (явление Гиббса). 

Объясняется это усечением ряда Фурье. Объясняют явление Гиббса, используя свойство свертки.  

В теории обобщенного преобразования Фурье (ПФ) доказывается, что вейвлеты ортогональны, 

если их скалярное произведение равно нулю. Исследования показывают: чем меньше наложение 

спектров вейвлетов для разных масштабных коэффициентов, тем меньше их скалярное произведение. 

В частотной области это утверждение соответствует тому, что произведение спектров этих вейвлетов 

равно нулю, т.е. спектры не должны накладываться друг на друга, как показано на рис. 3. Спектры 

должны быть расположены так, как на рис. 4. При декомпозиции и последующей реконструкции сиг-

нал можно точно восстановить лишь тогда, когда АЧХ вейвлетов будут прямоугольными, имеющими 

одинаковый коэффициент усиления, но разный диапазон частот в полосе пропускания, чтобы была 

постоянная добротность. Все другие АЧХ, другой формы, образуют в наборе неравномерную АЧХ 

блока фильтров. Вейвлеты на основе производных функции Гаусса (грубые вейвлеты) имеют мень-

шее значение скалярного произведения, если порядок производной больше. Спектры этих вейвлетов 

ýже, наложения меньше, и реконструкция сигнала точнее. Хотя про дискретные вейвлеты пишут, что 

они ортогональны, на самом деле это не совсем так, потому что спектры всех таких вейвлетов пере-

крываются, как представлено на рис. 3. Это и нелинейные ФЧХ приводят к искажению реконструи-

рованного сигнала. Алгоритм позволяют производить КМА изображений в частотной области не 
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только с коэффициентом изменения масштаба, равным 2, но и с кратностью меньше 2. Переход в ча-

стотную область позволяет конструировать вейвлеты с заданными свойствами, которые невозможно 

получить во временной области. 
 

 

Рис. 4. Спектрыразногомасштабногокоэффициента 

Fig. 4. Spectra of different scale coefficients 

 

В ходе исследований были сконструированы ортогональные симметричные и антисимметрич-

ные вейвлеты. На рис. 5 представлен один из подобных вейвлетов. Скалярное произведение таких 

вейвлетов равно нулю. Только для вейвлетов с одинаковыми масштабными коэффициентами скаляр-

ное произведение не равно нулю. На рис. 6 представлена АЧХ вейвлета в децибелах. Видно,  

что в полосе задерживания ослабление около 300 дБ, что сравнимо с погрешностью вычисления.  

На АЧХ нет никаких пульсаций в полосе пропускания.  
 

 

Рис. 5. Ортогональный симметричный вейвлет 

Fig. 5. Orthogonalsymmetricwavelet 

 

 

Рис. 6. АЧХ симметричного ортогонального вейвлета в децибелах  

Fig. 6. Frequency response of symmetric orthogonal wavelet in decibels  
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На рис. 7 представлена АЧХ вейвлета. Видно, что нет переходной полосы. Ковариационная 

матрица для такого вейвлет-преобразования диагональная. Ковариационная матрица для вейвлетов  

на основе производных функции Гаусса недиагональная, так как АЧХ непрямоугольная. Если кова-

риационная матрица имеет диагональный вид, то вейвлеты разных уровней декомпозиции ортого-

нальны. Это подобно ортогональному преобразованию Карунена–Лоэва, приводящему ковариацион-

ную матрицу к диагональному виду. Использование преобразования Карунена–Лоэва для больших 

последовательностей нецелесообразно, так как нет быстрых алгоритмов его вычисления. 
 

 

Рис. 7. АЧХ симметричного ортогонального вейвлета 

Fig. 7. Frequency response of a symmetric orthogonal wavelet 

 

На рис. 8 представлена АЧХ фильтров верхних частот (см. пример 4.17 из [12. С. 142].), синте-

зированных во временной и частотной областях в децибелах (логарифмический масштаб). Коэффи-

циенты ИХ фильтра, синтезированного во временной области, вычислены по формуле 
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Рис. 8. АЧХ фильтра верхних частот, синтезированного во временной и частотной областях в децибелах 

Fig. 8. Frequency response of the high-pass filter synthesized in the time and frequency domains in decibels 

 

До частоты 128 единиц представлена частотная характеристика фильтра, синтезированного во 

временной области, а от 129 до 256 единиц – фильтра, синтезированного в частотной области мето-

дом конструирования ортогональных вейвлетов. На рис. 8 отчетливо видно, как сильно отличаются 

частотные характеристики этих фильтров при сопоставлении их в одинаковом масштабе. Для фильтра, 

синтезированного во временной области, также наблюдается явление Гиббса. Можно сказать,  
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что вейвлеты, или цифровые фильтры, полученные в частотной области, имеют идеальную АЧХ  

в пределах погрешности вычисления. Если в критерии Пэли–Винера модуль частотной передаточной 

функции не равен нулю, но меньше погрешности вычисления, то интеграл не расходится. В связи  

с выполнением условия 

2

( )

1

Ln K i
d








  

можно сказать, что сконструированные вейвлеты не противоречат критерию Пэли–Винера, а явление 

Гиббса не наблюдается. 

 

4. Результаты сравнения кратномасштабного анализа изображений  

с использованием алгоритма Малла и алгоритма в частотной области 

 

Сконструированные вейвлеты применялись для декомпозиции и реконструкции изображений. 

Реконструированные изображения ничем не отличаются от оригинальных изображений и лучше, чем 

для алгоритма Малла. Вейвлеты с прямоугольной АЧХ позволили уменьшить время вычисления 

прямого ВП в частотной области в 2 раза по сравнению с использованием вейвлетов на основе произ-

водных функции Гаусса. Такие вейвлеты дали возможность уменьшить время вычисления обратного 

ВП сигнала с размером выборки 32 768 и 262 144 отсчетов в 260 и 5 000 раз соответственно по срав-

нению с алгоритмом с использованием БПФ. Конструирование симметричных и антисимметричных 

вейвлетов с прямоугольной АЧХ позволило обратное ВП вычислять не менее чем в 10 млн раз быст-

рее по сравнению с прямым численным интегрированием. Профилировка проводилась для процессо-

ра Celeron® с частотой 2,54 ГГц, ОЗУ 1 Гб.  

Для сравнения с традиционным преобразованием Малла для обработки изображений масштаб-

ный коэффициент а также был выбран равным 2. На рис. 9, а представлено цветное изображение 

размером 512 × 512 пикселей (оригинал). На рис. 9, b представлено изображение, реконструирован-

ное с применением алгоритма КМА в частотной области. На рис. 9, с представлено это же изображе-

ние, реконструированное с применением алгоритма Малла. Для данного изображения вычисление 

проведено при помощи пакета прикладных программ MatLab. Уровней декомпозиции для алгоритма 

Малла – 9. Видно, что при реконструкции изображения с использованием алгоритма в частотной об-

ласти все цвета сохраняются, и реконструированное изображение не отличается на глаз. При исполь-

зовании алгоритма, вычисляющего ВП в частотной области, мозаичность при аппроксимации изоб-

ражения не проявляется. 
 

           
                                          а                                                            b                                                              c 

Рис. 9. Реконструкция изображения  

Fig. 9. Image reconstruction (Synthesized Image) 

 

На рис. 10, а представлено то же изображение, реконструированное с аппроксимирующими  

коэффициентами четвертого уровня для алгоритма в частотной области. Использован вейвлет на ос-

нове производной функции Гаусса 2-го порядка (MHAT-вейвлет). Глубина разложения равна 18.  
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                                                              а                                                                                    b 

Рис. 10. Реконструкция изображения с аппроксимирующими коэффициентами четвертого уровня 

Fig. 10. Reconstructionoftheimagewithapproximating coefficients of the fourth level 

 

На рис. 10, b представлено реконструированное изображение с аппроксимирующими коэффи-

циентами четвертого уровня для алгоритма Малла. Использован вейвлет Добеши db2. При этом  

хорошо видна мозаичность. Реконструкция изображения с детализирующими коэффициентами при 

использовании алгоритма в частотной области также дает более четкое изображение, чем в системе 

компьютерной математики MatLab. 

 

Заключение 

 

Качество реконструированного изображения в случае реализации алгоритма Малла намного 

хуже. При увеличении порядка вейвлета (dbN) мозаичность уменьшается, однако качество изображе-

ния при этом остается существенно худшим по сравнению с результатами при применении вейвлетов 

на основе производных функции Гаусса и вейвлетов, сконструированных в частотной области. При 

реконструкции изображения с использованием всех уровней в MatLab многие цвета теряются, при 

применении же алгоритма в частотной области цветовая гамма сохраняется, реконструированное 

изображение не отличается от оригинала.  

Конструирование вейвлетов в частотной области позволяет получать максимально возможное 

число начальных нулевых моментов для данной выборки. Для их получения во временной области 

необходимо решение системы с таким же числом уравнений, более нескольких сотен. Вейвлеты  

с большим числом начальных нулевых моментов являются основой концентрации информации  

о сигнале в немногих значимых вейвлет-коэффициентах и служат, таким образом, основой повыше-

ния коэффициента сжатия сигналов. 

КМА в частотной области является более предпочтительным по сравнению с дискретным ВП, 

так как вейвлеты на основе производных функции Гаусса и вейвлеты, сконструированные в частот-

ной области, имеют линейную ФЧХ. Кроме того, вейвлеты, сконструированные в частотной области, 

имеют прямоугольную АЧХ. В связи с этим точность реконструкции сигналов повышается, т.е. пре-

образование при этом является строго ортогональным. Метод конструирования вейвлетов в частотной 

области можно использовать для синтеза цифровых фильтров, в том числе и многополосных. Опти-

мальные (по Чебышеву) фильтры с конечной импульсной характеристикой в настоящее время синте-

зируются методами, требующими больших вычислительных затрат.  

Разработанные алгоритмы прямого и обратного ВП в частотной области с использованием БПФ 

позволили уменьшить время преобразования изображений на 4 порядка по сравнению прямым числен-

ным интегрированием с применением вейвлетов на основе производных функции Гаусса. А исполь-

зование вейвлетов, сконструированных в частотной области, позволило уменьшить время обратного 

ВП на 6 порядков по сравнению прямым численным интегрированием. Разработанные алгоритмы 

прямого и обратного ВП позволяют производить КМА изображений с кратностью, меньшей 2, тем 

самым разрешающая способность вейвлетов увеличивается, так как увеличивается добротность.  
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