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Аннотация. Проводится сравнительный анализ современных моделей турбулентно-

сти для течения Тейлора–Куэтта. Для этой цели использованы линейные модели тур-

булентности SARC и SST-RC, метод Рейнольсовых напряжений SSG/LRR-RSM-w2012 

и двухжидкостная модель. Результаты этих моделей сопоставлены между собой,  

а также с известными экспериментальными данными и данными прямого модели-

рования DNS. 
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Abstract. Swirling flows of fluids and gases are an integral part of many complex flows 

which are widely encountered in nature and technology. The working process of numerous 

technical devices (cyclones, vortex combustion chambers, air separators, gas and steam 

turbines, electric machines and generators, etc.) is generally determined by the laws of 

hydrodynamics and heat exchange of rotating flows. The problem of deriving general 

laws for a turbulent flow in the field of centrifugal forces provokes considerable scien-

tific interest since it belongs to an underdeveloped field of hydromechanics. Therefore, 

mathematical modeling of swirling turbulent flows is still an urgent problem. 

In this paper, a comparative analysis of the advanced turbulence models for the Taylor – 

Couette flow is carried out. For this purpose, the linear turbulence models (SARC and 

SST-RC), the Reynolds stress method SSG/LRR-RSM-w2012, and a two-fluid model are 

used. The results obtained using these models are compared with each other and with 

known experimental data and direct numerical simulation results. 

The numerical results calculated with the use of turbulence models for the Taylor-

Couette flow confirm that almost all the models adequately describe velocity profiles. 

However, they yield different turbulent viscosity values and, as a result, different friction 

coefficients. A comparison of the numerical results shows that the friction coefficient 

calculated using a two-fluid turbulence model is the closest to that obtained experimentally. 

Keywords: rotating flow, Reynolds-averaged Navier-Stokes equations, SSG/LRR-RSM-

w2012 model, SARC model, SST model, two-fluid model 
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Введение 

 

В настоящее время для решения задач турбулентности используются метод 

прямого численного моделирования (Direct Numerical Simulation – DNS) [1, 2], 

метод моделирования крупных вихрей (Large Eddy Simulation – LES) [3] и мето-

ды, направленные на замыкание осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–

Стокса (Reynolds-Averaged Navier-Stokes Equations, RANS). Метод прямого моде-

лирования DNS является сложным и требует больших вычислительных ресурсов, 

потому что реализация уравнений Навье–Стокса проводится в трехмерной поста-

новке с расчетными ячейками, размеры которых меньше Колмогоровского мас-

штаба. В последнее время в этом направлении в связи с развитием суперкомпьюте-

ров достигнут большой прогресс: для некоторых классов турбулентности методом 

DNS получены результаты для числа Рейнольдса вплоть до 106. Однако для мно-

гих инженерных задач по турбулентности метод прямого моделирования все еще 

остается недоступным. Метод LES по сравнению с DNS может применяться для 

расчетов течений с существенно большими числами Рейнольдса. Однако при 

использовании метода LES для расчета течений вблизи стенки требуются расчетные 

ячейки, приближающиеся по своим характеристикам к ячейкам метода DNS [4]. 

Поэтому для технических приложений более применимыми до сих пор являются 

модели, базирующиеся на замыкании уравнений Навье–Стокса, осредненных по 

Рейнольдсу.  
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Таким образом, для инженерных расчетов требуются несложные модели тур-

булентности, достаточно точно описывающие усредненные поля и флуктуирую-

щие параметры закрученных или вращающихся течений. Получившие широкое 

распространение в инженерных расчетах многие модели турбулентности RANS 

плохо описывают такие течения. Чтобы улучшить адекватность моделирования 

турбулентных закрученных течений, проводится модифицирование существующих 

RANS-моделей турбулентности. Например, в моделях SARC [5] и k–ω SST-RC 

[6] введены специальные поправки на вращение потока в ранее известных моде-

лях SA [7] и k–ω SST [8] соответственно. Однако в работе [9] отмечается, что  

в определенных случаях при сильном вращении потока эти модели также могут 

дать не совсем адекватные результаты. Объяснением этого явления является то, 

что данные модели основаны на гипотезе Буссинеска, которая справедлива для 

изотропных турбулентных течений, а в течениях с сильной закруткой наблюдает-

ся анизотропная турбулентность. Поэтому для расчета течений с анизотропной 

турбулентностью рекомендуется использовать модели без привлечения гипотезы 

Буссинеска. К таким моделям RANS можно отнести модели Рейнольдсовых 

напряжений, однако они очень громоздки и требуют много вычислительных ре-

сурсов. Помимо этого, в данных моделях необходимо использовать специальные 

методики для обеспечения устойчивости и сходимости, а также очень много эм-

пирических констант и функций, которые сложно калибровать.   

Еще одним подходом к решению проблемы турбулентности является двух-

жидкостный подход Сполдинга [10]. Суть данного подхода заключается в том, 

что турбулентный поток делится на две жидкости по некоторым отличительным 

признакам потока. Например, для описания перемежаемости поток делится на 

ламинарный и турбулентный, в задачах горения – на сгоревший и не сгоревший 

газ и т.д. Сложнее обстоит дело с простым турбулентным потоком, где отсут-

ствуют явные отличительные черты, по которым можно было бы разделить поток 

на две жидкости. Поэтому в следующей работе Сполдинга [11] предложено умо-

зрительно разделить поток на «быструю» и «медленную» жидкости. С помощью 

этой модели были получены результаты, довольно точно предсказавшие турбу-

лентные характеристики потока. Однако двухжидкостный подход Сполдинга не 

получил дальнейшего развития. Причина этого, по всей видимости, заключается 

в том, что для поиска некоторых параметров турбулентности в этой модели, как  

и в моделях RANS, привлекались дополнительные уравнения на основе различ-

ных гипотез. В результате число решаемых уравнений удваивалось по сравнению 

с RANS-моделями, что увеличивало вычислительное время. 

Развитие двухжидкостного подхода после достаточно долгого перерыва полу-

чено в работах [12–13]. В работе [12] дается методика построения математиче-

ской модели турбулентности на основе двухжидкостного подхода. В этой работе 

проведена верификация новой модели на примерах уже изученных эксперимен-

тально задач турбулентности. Показано, что модель хорошо описывает началь-

ный, переходной и автомодельный участки турбулентной затопленной струи, 

турбулентное обтекание плоской пластины, а также сильно закрученные потоки  

в канале с внезапным расширением. В работе [13] двухжидкостная модель успеш-

но использована для расчета двухфазного потока внутри воздушного сепаратора. 

В этой работе показано преимущество новой модели по сравнению с линейными 

и нелинейными моделями RANS как по точности, так и по затратам вычисли-
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тельных ресурсов. В упомянутых работах продемонстрировано, что модифициро-

ванная двухжидкостная модель является низкорейнольдсовой моделью и способна 

с высокой достоверностью описывать анизотропные турбулентные течения. 
 

Физическая и математическая постановка задачи 
 

В настоящей работе проводится сравнение современных популярных моделей 

турбулентности для потока в зазоре между вращающимися цилиндрами (течение 

Тейлора–Куэтта). Для этой цели использованы модели турбулентности SARC,  

k–ω SST, метод Рейнольдсовых напряжений SSG/LRR-RSM-w2012 и двухжид-

костная модель. Полученные результаты сопоставлены с известными экспери-

ментальными данными, а также с результатами DNS. Модели SARC, k–ω SST и 

метод Рейнольдсовых напряжений SSG/LRR-RSM-w2012 на сегодняшний день 

являются широко известными и изложены во многих научных работах и учебни-

ках. А двухжидкостная модель турбулентности описана подробно в работе [12] и 

в общих чертах в работах [13–15]. Поэтому ниже приводится окончательный вид 

систем уравнений турбулентности на основе двухжидкостного подхода: 
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Здесь Kf – коэффициент трения: 
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В данном выражении d – ближайшее расстояние до твердой стенки, λmax – 

наибольший корень характеристического уравнения 
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В тестовых задачах показано, что хорошие результаты получаются при 

1 20.7825, 0.306, 0.2sC C C= = = . 

 

Моделирование турбулентного течения Тейлора–Куэтта 

 

Выше было сказано, что течением Тейлора–Куэтта называется течение жид-

кости в зазоре между вращающимися цилиндрами. Несмотря на кажущуюся про-

стоту, течение Тейлора–Куэтта на самом деле является довольно сложным для 

многих моделей турбулентности. Эта задача – типичный пример анизотропной 

турбулентности. Такого типа движения рассматривали еще Рэлей [16] и Тейлор 

[17–18]. Ими показано, что при вращении только внутреннего цилиндра возника-

ет анизотропный турбулентный поток [19–25]. Поэтому, как было сказано выше, 

для расчета таких течений используются трудоемкие модели турбулентности, 

которые учитывают анизотропию. Более сложное течение возникает, когда вра-

щается и внешний цилиндр, потому что, с одной стороны, с увеличением скоро-

сти вращения увеличивается число Рейнольдса, что приводит к увеличению  

турбулентности потока, а с другой стороны, вращение внешнего цилиндра, как 

отмечается исследователями, может приводить к подавлению турбулентности. 

Поэтому в таком течении могут возникать ламинарная и турбулентная зоны.  

По этой причине многие модели турбулентности не способны адекватно описы-

вать такие течения.  

Из соображений симметрии ясно, что для исследования рассматриваемой за-

дачи удобной системой координат является цилиндрическая [26–27]. Чтобы рас-

писать систему уравнений (1) в цилиндрических координатах, введем следующие 

обозначения 1 2 1 2 1 2; ; ; ; ; .r rx r x V V V V = =  = =  =   =   

Уравнение неразрывности будет иметь вид: 
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В данной системе уравнений штрих означает производную по r, t – время, Vφ – 

осредненная тангенциальная скорость, , r   – относительные тангенциальная и 
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радиальная скорости молей, ν – молекулярная кинематическая вязкость, νφr, νrr – 

эффективные молярные вязкости.  

Известно, что турбулентность имеет трехмерный характер. Это означает, что 

в рассматриваемой задаче хоть и отсутствует движение в целом в осевом направ-

лении, но присутствует флуктуирующая скорость. Однако в двухжидкостной 

модели влиянием их на тангенциальное движение пренебрегается. 

Для поиска λmax составим характеристическое уравнение 
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Корни данного уравнения равны 
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Необходимо отметить, что режим течения определяется знаком выражения D. 

Если 0D  , относительные скорости молей со временем затухают и поток стре-

мится к ламинарному режиму, а при 0D   бесконечно малые возмущения отно-

сительных скоростей могут расти, и в этом случае поток переходит в турбулент-

ный режим. Из выражения (8) видно, что в нашей задаче 0D   может быть, если 
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, что наблюдается вблизи вращающегося внешнего цилиндра. 

Данное утверждение согласуется с классической теорией [13].  

В нашей задаче присутствует две стенки. Поэтому для определения неизвест-

ного d предлагается следующее выражение: 

 
1 2

1 1 1
.

d d d
= +  (9) 

В этих выражениях d1 – ближайшее расстояние до первой стенки, d2 – 

ближайшее расстояние до второй стенки.  

Для исследования течения Тейлора–Куэтта рассмотрим по отдельности три 

задачи: 1) плоское течение Куэтта, которое является частным случаем рассматри-

ваемой задачи при 1r → ; 2) течение, вызванное вращением внутреннего цилин-

дра с фиксированным внешним цилиндром; 3) течение, вызванное контрвраще-

нием цилиндров, т.е. цилиндры вращаются в противоположных направлениях  

с одинаковой скоростью. 

Уравнения приведены к безразмерному виду соотнесением всех скоростей  

к скорости вращающегося цилиндра 0V  , радиуса – к ширине канала 2 1h r r= − . 

Здесь r1 – радиус внутреннего, r2 – радиус внешнего цилиндра. Поэтому число 

Рейнольдса определялось выражением 0Re / .hV =   Для численной реализации 

системы (5) использована абсолютно устойчивая неявная схема второго порядка 
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точности по пространству и первого порядка точности по времени. Исследования 

показали, что для получения корректных численных результатов вплоть до 
6Re 10=  достаточное количество расчетных точек в радиальном направлении 

должно быть не менее 10 000. Интегрирование велось безразмерным шагом по 

времени 0.05. Увеличение числа расчетных точек до 20 000 дало изменения  

результатов не более 0.1%. Стационарное решение получено, когда изменения 

результатов становилось менее 0.0001% для одного цикла интегрирования по 

времени. Аналогичная методика использована и для численных реализаций  

моделей SARC, k–ω SST и Рейнольдсовых напряжений SSG/LRR-RSM-w2012. 

Однако для обеспечения устойчивости в этих моделях интегрирование проводи-

лось более мелкими шагами по времени, менее чем 0.001. 

 

Плоское течение Куэтта 

 

Рассмотрим задачу, когда нижняя пластина покоится, а верхняя движется со 

скоростью U0. Пусть y – переменная в поперечном направлении, h – расстояние 

между пластинами. Данная задача называется плоским течением Куэтта и явля-

ется классическим примером для тестирования моделей турбулентности. Для 

численного исследования этой задачи на основе двухжидкостной модели турбу-

лентности можно воспользоваться системой уравнений (5) устремляя 1r → . 

Численные результаты различных моделей турбулентности для плоского течения 

Куэтта продемонстрированы на рис. 1–3. На рис. 1 показаны безразмерные про-

фили скорости. Результаты получены для числа Рейнольдса 0Re / 32 800.U h=  =  

На этом рисунке также показаны экспериментальные данные для скорости (точ-

ки) по работе [28]. Очевидно, что результаты всех моделей довольно хорошо со-

ответствуют с опытными данными.  
 

  

Рис. 1. Профиль скорости для плоского 

течения Куэтта 

Fig. 1. Velocity profile for the plane  

Couette flow 

Рис. 2. Зависимость коэффициента трения  

от числа Рейнольдса 

Fig. 2. Friction coefficient as a function  

of the Reynolds number 

 

На рис. 2 представлены результаты расчетов моделей для коэффициента тре-

ния, а также для сравнения – результаты расчетов по эмпирической формуле, 

представленной в работе [29]. Данная эмпирическая формула получена на основе 

обработки опытных данных и имеет вид: 
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 ( )
2

10 0/ 2 0.182 / log Re .fc =  (10) 

Здесь 
0 0

1
Re Re.

2 2

h
U= =


 

Необходимо отметить, что результаты моделей SARC и k–ω SST дополни-

тельно были проверены с использованием лицензионного кода ANSYS Fluent. 

Сопоставление показало, что полученные результаты для упомянутых двух мо-

делей соответствуют результатам кода ANSYS Fluent. Из рис. 2 видно, что ре-

зультаты двухжидкостной модели более близки к опытным данным. 
 

 

Рис. 3. Профили продольной безразмерной скорости 

Fig. 3. Dimensionless longitudinal velocity profiles 
 

На рис. 3 представлены профили безразмерной продольной скорости потока 

вблизи неподвижной пластины, рассчитанные на основе различных моделей. 

Здесь можно отметить, что все модели удовлетворительно описывают закон 

«стенки». 

 

Течение Тейлора–Куэтта, вызванное вращением внутреннего цилиндра  

с фиксированным внешним цилиндром 

 

Течение Тейлора–Куэтта, обусловленное вращением только внутреннего ци-

линдра, имеет большое практическое значение в теплотехнических устройствах, 

поскольку в таком течении значительно усиливается обмен тепла в силу деструк-

тивного действия центробежной силы на ламинарное течение. Поэтому исследова-

нию течения Тейлора–Куэтта с вращением внутреннего цилиндра посвящено 

большое количество научных работ. Ниже приводятся численные результаты си-

стемы уравнений (6). Для этой системы поставлены следующие условия: 1V V =  

при 1r r=  и 0V =  при 2r r= . Число Рейнольдса определялось выражением 

 ( )1 2 1Re / .V r r= −   (11) 

На рис. 4 представлены профили тангенциальной скорости, рассчитанные по 

различным моделям. Численные результаты получены для 1 2/ 0.8r r = =  и числа 

Рейнольдса Re = 40 000.  
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Рис. 4. Профили скорости в течении Тейлора–Куэтта с вращением  

только внутреннего цилиндра 

Fig. 4. Velocity profiles in the Taylor-Couette flow with only inner cylinder rotating 

 

Видно, что и в этом случае результаты довольно близки друг другу, однако 

профиль скорости, полученный с использованием новой двухжидкостной модели, 

проходит чуть ниже, чем для других моделей.  

 

 

Рис. 5. Профили тангенциальной скорости при различных соотношениях радиусов:  

1 – результаты двухжидкостной модели и DNS получены при 100.9, 10Ta = = , результа-

ты эксперимента при 110.9, 1.1 10Ta = =  , 2 – результаты двухжидкостной модели и DNS 

получены при 100.7, 10Ta = = , результаты эксперимента при 120.7, 1.5 10Ta = =  ,  

3 – результаты двухжидкостной модели и DNS получены при 
100.5, 10Ta = =  

Fig. 5. Tangential velocity profiles at different ratios of the radii: results for a two-fluid model 

and DNS obtained at (1) 100.9, 10Ta = = , experimental results at 110.9, 1.1 10Ta = =  ;  

(2) 100.7, 10Ta = = , experimental results at 120.7, 1.5 10Ta = =  ; and (3) 100.5, 10Ta = =  
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Выше было сказано, что в последнее время получены результаты DNS для  

достаточно больших чисел Рейнольдса [30]. Поэтому на рис. 5 представлены ре-

зультаты двухжидкостной модели и DNS, а также опытные данные [30]. Сопо-

ставление результатов показывает, что двухжидкостная модель хорошо описыва-

ет течение при различных соотношениях радиусов цилиндров. 

Влияние ключевых факторов (угловая скорость и размеры цилиндров) в зада-

че Куэтта–Тейлора учитывается через числа Рейнольдса Re и Тейлора Ta:  

 
( )

32

1 2 1 2 2 1

2

11

Re .
V r r r r

Ta
rv r

 − −
= =  (12) 

Для проверки достоверности полученных результатов различных моделей  

на рис. 6 демонстрируется зависимость изменения коэффициента трения для 

вращающегося внутреннего цилиндра от числа Тейлора при 0.8 = : 

 
1

1
2

1

2
.

1 Re

2

r r

f r r

V V
c

r r
V

=  

=



  
= = −   

 (13) 

Здесь V , r  – безразмерные скорость и радиус. 

 

 

Рис. 6. Зависимости коэффициента трения от числа Тейлора:  

1 – опытные данные работы [30], 2 – работы [31], 3 –работы [32] 

Fig. 6. Friction coefficient as a function of the Taylor number: experimental data  

in (1) [30], (2) [31], and (3) [32] 
 

На рис. 6 кроме численных результатов моделей также представлены экспе-

риментальные результаты [31, 32]. Результаты различных моделей показывают, 

что наибольшее соответствие с опытными данными наблюдается у двухжидкост-

ной модели, в то время как остальные модели дают несколько завышенные зна-

чения для коэффициента трения. 
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Течение Тейлора–Куэтта, обусловленное контрвращением цилиндров 

 
Выше было отмечено, что течение, обусловленное контрвращением цилин-

дров, вызывает сильно анизотропную турбулентность. Еще классиками матема-

тически показано, что при выполнении условия 

 
( )

2

0
V r

r





 (14) 

происходит подавление турбулентности. С другой стороны, с увеличением числа 

Рейнольдса турбулентность должна усиливаться. Поэтому, как было отмечено 

выше, при таком течении Тейлора–Куэтта происходит подавление турбулентно-

сти, если 0D  . Условие (14) является необходимым для подавления турбулент-

ности, но не достаточным, поскольку в классических работах учитывается только 

роль центробежной силы, действующей на объем жидкости, а в двухжидкостном 

подходе учитывается еще и сила Сеффмена. В работе [12] показано, что именно 

сила Сеффмена играет решающую роль в возникновении турбулентности при 

плоскопараллельном течении.  

В рассматриваемой задаче цилиндры вращаются в противоположных направ-

лениях с одинаковыми скоростями. Следовательно, для решения поставленной 

задачи к системе (5) ставятся условия: 
0V V = −  при 1r r=  и 

0V V = −  при 2r r= . 

Ниже представлены численные результаты поставленной задачи для 

1 2/ 0.917r r = = . 

На рис. 7, 8 показаны результаты численного расчета для профиля тангенци-

альных скоростей при Re = 3 800 и Re = 47 000 соответственно. На этих графиках 

нанесены также результаты экспериментальных данных [33]. Из рисунков видно, 

что все модели дают адекватную картину для профиля тангенциальной скорости. 
 

  
Рис. 7. Безразмерные профили тангенциаль-

ной скорости при Re = 3 800 

Fig. 7. Dimensionless tangential velocity  

profiles at Re = 3800 

Рис. 8. Безразмерные профили тангенци-

альной скорости при Re = 47 000 

Fig. 8. Dimensionless tangential velocity 

profiles at Re = 47000 

 

Для рассматриваемого течения большой интерес представляет турбулентная 

вязкость потока. Поэтому на рис. 9, 10 представлены профили безразмерных  

турбулентных вязкостей при числах Рейнольдса Re = 3 800 и Re = 47 000. Здесь 
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турбулентная вязкость соотнесена к молекулярной вязкости. Для определения 

турбулентной вязкости по двух-жидкостной модели использовано соотношение 

 .
/ /

r

t
V r V r



 

 
 =

  −
 (15) 

 

 

Рис. 9. Профили безразмерной турбулентной вязкости при Re = 3 800 

Fig. 9. Dimensionless turbulent viscosity profiles at Re = 3800 

 

 

Рис. 10. Профили безразмерной турбулентной вязкости при Re = 47 000  

Fig. 10. Dimensionless turbulent viscosity profiles at Re = 47000 
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Из рис. 9, 10 видно, что профили безразмерной турбулентной вязкости имеют 

почти симметричный вид и довольно сильно отличаются друг от друга. При этом 

минимальное значение вязкости у двухжидкостной модели, а вязкость по модели 

k–ω SST почти в два раза больше. 

В работе [34] для определения характеристик потока в течении Тейлора–

Куэтта предложены параметры 

1

2

12 1

S 2 2 2 2 2

1 1

22 Re Re
Re , ,

1 2 2

r r r

f

r r

r L V VM
c

r rr LU r LU U

 =  

=

   −  
= = = = − 

+     

2 12

1

V V
U

  −
=

+ 
. 

Здесь L – длина цилиндра, 
r  – напряжение трения. Для рассматриваемой зада-

чи несложно получить S 0Re 2Re, 2 .U V= =  

Для верификации моделей на рис. 11 представлено сравнение численных ре-

зультатов для коэффициента трения с экспериментальными данными. Здесь же 

приведены опытные данные работы [23]. 
 

 
Рис. 11. Зависимость коэффициента трения от числа Рейнольдса Res 

Fig. 11. Friction coefficient as a function of the Reynolds number Res 
 

Из рис. 11 очевидно, что и в этом случае, кроме двухжидкостной модели, 

остальные модели дают завышенные значения для коэффициента трения. Однако 

довольно близкие к экспериментальным данным результаты получены и по методу 

Рейнольсовых напряжений. Это можно объяснить тем, что данная модель более 

адекватно описывает анизотропную турбулентность, чем линейные модели RANS, 

где используется гипотеза Буссинеска. Отметим, что двухжидкостная модель 

хорошо описывает и зону перехода от ламинарного режима к турбулентному. 
 

Заключение 
 

По численным результатам моделей турбулентности для течения Тейлора–

Куэтта можно заключить, что практически все модели адекватно описывают 
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профили скоростей. Однако они дают различные значения для турбулентной вяз-

кости, следовательно, и для коэффициента трения. Сравнение численных резуль-

татов показало, что для коэффициента трения в течении Тейлора–Куэтта наиболее 

близкие к экспериментальным результаты получены при использовании двух-

жидкостной модели. Еще одним преимуществом двухжидкостной модели по 

сравнению с другими является ее устойчивость: если в моделях SARC, k–ω SST и 

методе Рейнольдсовых напряжений SSG/LRR-RSM-w2012 для устойчивости тре-

бовались шаги интегрирования по безразмерному времени менее 0.001, то в двух-

жидкостной модели можно было проводить интегрирование шагом более 0.05. 
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