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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ НОРМАЛЬНОСТИ ЧИСЛА КРАТНЫХ
СОВПАДЕНИЙ ЦЕПОЧЕК В ПОЛНЫХ q-ИЧНЫХ ДЕРЕВЬЯХ

И ЛЕСАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ МЕТКАМИ

В.Г. Михайлов, В.И. Круглов

Рассматриваются полные q-ичные корневые деревья высоты H, каждой вершине
которых независимо от остальных вершин присвоена случайная метка, выбирае-
мая из множества {1, 2, . . . , N}. Исследуются случайные величины, равные числу
наборов из r > 2 путей одинаковой длины s, у которых совпадают соответству-
ющие s-цепочки меток вершин. Представлена теорема о достаточных условиях
асимптотической нормальности рассматриваемых случайных величин при неогра-
ниченном увеличении высоты дерева. При исследовании повторений цепочек в ле-
се деревьев предполагается, что имеется r деревьев, которые могут иметь разные
высоты H1, . . . ,Hr и вершинам которых аналогичным образом поставлены в соот-
ветствие независимые в совокупности случайные метки. Изучается число наборов
из r путей длины s, в которые входит по одному пути с каждого дерева, для ко-
торых совпадают соответствующие цепочки меток вершин, для этой случайной
величины также получены достаточные условия асимптотической нормальности.

Ключевые слова: деревья с метками, цепочки меток на дереве, повторения
цепочек, условия асимптотической нормальности.
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Введение
Повторения событий могут свидетельствовать о наличии закономерностей, при ана-

лизе которых возникают задачи о вычислении или оценке значений вероятностей по-
вторений событий в наборах независимых случайных величин. В исследованиях по
этой тематике первоначально рассматривались задачи о повторениях цепочек случай-
ных символов [1 – 4], естественным продолжением этих исследований стали работы,
связанные с повторениями паттернов в деревьях со случайно помеченными вершина-
ми. Распределения числа вхождений заданного поддерева в случайное дерево рассмат-
ривались в [5, 6], задачи такого рода возникают в компьютерных науках [7, 8] при ана-
лизе алгоритмов или, например, в связи с древовидной структурой XML-документов,
которые используются, в частности, на портале Госуслуг. Подобные задачи также мо-
гут возникать в связи с построением статистических критериев и анализом генетиче-
ских последовательностей.

Предельные пуассоновские теоремы для числа совпадений меток цепочек в двоич-
ном или q-ичном дереве, метки вершин которого независимы и имеют равновероятное
распределение на конечном алфавите, получены в [9, 10], предельная пуассоновская
теорема для числа совпадений паттернов в q-ичном дереве с равновероятными метка-
ми вершин доказана в [4].

В настоящей работе рассматриваются полные q-ичные корневые деревья и леса,
составленные из таких корневых деревьев. Некорневым вершинам деревьев присвоены
случайные метки, выбранные независимо из множества {1, 2, . . . , N} в соответствии
с некоторым вероятностным распределением.

Изучается число наборов по r > 2 путей длины s на одном или нескольких де-
ревьях, для которых совпадают соответствующие цепочки меток вершин. Получены
достаточные условия асимптотической нормальности этой случайной величины при
неограниченном увеличении высоты деревьев.

1. Повторения цепочек на дереве
Пусть Tr(H) —полное q-ичное корневое дерево высоты H и вершинам этого дере-

ва присвоены незавимые в совокупности случайные метки, выбираемые из конечного
множества {1, 2, . . . , N} в соответствии с положительными вероятностями p1, . . . , pN ,
где p1 + . . .+ pN = 1.

Пусть s < H. ЧерезW (H, s) будем обозначать множество цепочек длины s в дереве
Tr(H), начало которых имеет высоту, не превосходящуюH−s. Нетрудно показать [11],
что

|W (H, s)| = qH−s+1 − 1

q − 1
qs =

qH+1 − qs

q − 1
.

Определим случайную величину ξr(H, s), которая равна числу всех таких наборов
из r различных путей длины s в дереве Tr(H), для которых совпадают соответствую-
щие s-цепочки меток вершин, составляющих эти пути. Для этого занумеруем элементы
множестваW (H, s) числами от 1 до |W (H, s)|, путь с номером u, где 1 6 u 6 |W (H, s)|,
будем обозначать ωu, а цепочку меток вершин на этом пути— Y (ωu). Тогда

ξr(H, s) =
∑

16u1<...<ur6|(W (H,s)|
I{Y (ωu1) = . . . = Y (ωur)}.

Теорема 1. Пусть H →∞ и параметры s = s(H) и q = q(H) изменяются так, что
s/H → 0. Пусть существуют такие числа C > 0 и ε ∈ (0, 1], что при всех достаточно
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больших H выполнено неравенство

Dξr(H, s) > C

(
qH+1 − qs

q − 1

)2(r−1)+ε

. (1)

Тогда функции распределения и моменты случайной величины

ξ̃r(H, s) =
ξr(H, s)− Eξr(H, s)√

Dξr(H, s)

сходятся к функции распределения и моментам стандартного нормального распреде-
ления.

Доказательство теоремы 1 для случая r = 2 опубликовано в [11].
Можно отметить, что при s = 1 величина ξr(H, 1) совпадает по распределению

с числом ξr наборов по r одинаковых исходов в последовательности из |W (H, 1)| − 1
независимых случайных величин Xi, принимающих значения на множестве {1, . . . , N}

с вероятностями P[Xi = k] = pk > 0, k = 1, . . . , N ,
N∑
k=1

pk = 1. Свойства распределения

величины ξr известны: для неё условие (1) выполняется для любых неравновероятных
распределений величин Xi и не выполняется, если p1 = . . . = pN = 1/N .

2. Повторения цепочек в лесах
Рассмотрим набор из r полных q-ичных корневых деревьев Tr1(H1), . . . , T rr(Hr)

высот H1, . . . , Hr соответственно, и пусть вершинам этих деревьев присвоены незави-
симые в совокупности случайные метки, выбираемые из множества {1, 2, . . . , N} в со-
ответствии с положительными вероятностями p1, p2, . . . , pN , где p1 + p2 + . . .+ pN = 1.

Пусть случайная величина ξ(r)(H1, . . . , Hr; s) равна числу таких наборов из r пу-
тей длины s, что в эти наборы входит по одному пути из каждого из деревьев
Tr1(H1), . . . , T rr(Hr) и для этих путей совпадают соответствующие s-цепочки меток
вершин. Тогда

ξ(r)(H1, . . . , Hr; s) =
∑

ωu1∈W (H1,s)

. . .
∑

ωur∈W (Hr,s)

I{Y (ωu1) = . . . = Y (ωur)}.

Минимальную высоту деревьев Tr1(H1), . . . , T rr(Hr) будем обозначать через
Hmin = min{H1, . . . , Hr}.

Для любого l ∈ N определим величину Pl =
N∑
k=1

plk, которая равна вероятности

того, что l различных вершин, лежащих в одном или нескольких деревьях, имеют
одинаковые метки.

Теорема 2. Пусть H1, . . . , Hr → ∞ и параметры s = s(H1, . . . , Hr) и q = q(H1,
. . . , Hr) изменяются так, что s/Hmin → 0. Пусть существуют такие числа C > 0 и
ε ∈ (0, 1], что при всех достаточно больших Hmin выполнено неравенство

Dξ(r)(H1, . . . , Hr; s) > Cq2(H1+...+Hr)−(2−ε)Hmin .

Тогда функции распределения и моменты случайной величины

ξ̃(r)(H1, . . . , Hr; s) =

ξ(r)(H1, . . . , Hr; s)− P s
r

r∏
k=1

qHk+1 − qs

q − 1√
Dξ(r)(H1, . . . , Hr; s)
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сходятся к функции распределения и моментам стандартного нормального распреде-
ления.

Доказательства теорем 1 и 2 основаны на модификации метода Янсона [12], пред-
ложенной в работе В. Г. Михайлова [13].
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О ТОЧНОСТИ НОРМАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА КРАТНЫХ ПОВТОРЕНИЙ ЗНАКОВ

В СТАЦИОНАРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

В.Г. Михайлов, Н.М. Меженная

Изучается задача об асимптотической нормальности числа r-кратных повторе-
ний знаков в отрезке длины n стационарной в узком смысле случайной после-
довательности со значениями в конечном множестве, удовлетворяющей условию
равномерно сильного перемешивания. Показано, что если существует такое чис-
ло α > 0, что коэффициент равномерно сильного перемешивания ϕ(t) убывает




