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Аннотация. Определяются вейвлеты Мейера с произвольным натуральным коэффициентом масштабиро-

вания N > 2 с использованием вейвлетов Мейера с кратными коэффициентами масштабирования MN > 2. По-

лучены выражения частотных функций вейвлетов и соответствующих фильтров. Рассмотрен пример при 

M = 3 и N = 2. 
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Abstract. In this paper, wavelets with a scaling factor N > 2 are defined, similar to the classical Meyer wavelets 

with N = 2. The Meyer wavelets stand out among other wavelets in that they provide the clearest separation of the 

signal over frequency bands and have rapidly decaying filters. The construction of the Meyer wavelets (x) and 

1(x), … , N-1(x) with a scaling factor N > 2 in this paper is performed in the frequency domain according to the 

formulas 0ˆ ˆ( ) H
N N

    
      

   
 and ˆˆ ( )k kH

N N

    
      

   
, k = 1, 2, … N – 1, based on the construction of the 

frequency functions H0(ω) and Hk(ω). As the scaling function (x) for any N, the Meyer function (x) known for N = 2  

is taken. Other frequency functions Hk(ω) are constructed on the basic interval [–, ] by smoothing functions equal 

to 1 on the intervals [–(k+1)/N, –k/N] and [k/N, (k+1)/N] and equal to zero outside these intervals. The func-

tions Hk(ω) for an even value of k are defined as even functions, and for an odd value of k, as odd functions on the  

interval [–, ]. This construction works well for odd N dimensions. But in the case of even N, one of the filters, 

namely the filter for the wavelet N-1(x), has an infinite impulse response and a weak decrease at infinity, which 

makes practical use difficult in the case of even N > 2. To solve this problem, the paper proposes to use multiple scaling 

factors MN. It is shown that if wavelets with scaling factors M and N are given, then wavelets with scaling factor MN 

can be determined. If Hk(ω) and Gl(ω) are frequency functions of N- and M-wavelets, respectively, then the frequency 

functions of wavelets with a multiple of the scaling factor MN are defined by the formula Hkl(ω) = Gl(Nω)Hk(ω). It is 

also shown that if the given M- and N-wavelets have the Meyer function (x) as a scaling one, then the result is wave-

lets with the Meyer scaling function (x) with the scaling factor MN. Considering that for N = 2 the Meyer wavelets 
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(x) and (x) are well known and have rapidly decaying filters, this solves the above problem with wavelet filters for 

an even scaling factor and completely solves the problem of defining Meyer wavelets with an arbitrary scaling factor 

N > 2. At the end of the paper, an example is considered for M = 3 and N = 2. 

Keywords: Meyer wavelets; wavelet analysis; wavelets with scaling factor N 
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Вейвлет-анализ предоставляет мощный инструментарий для решения различных задач математи-

ческого моделирования. Особенно эффективно вейвлет-анализ используется для изучения медицин-

ских данных [1–3]. В настоящее время известно и эффективно используется множество вейвлетов [4, 5]. 

Среди них вейвлеты Мейера выделяются тем, что они обеспечивают наиболее четкое разделение сиг-

нала по частотным диапазонам и имеют быстро убывающие фильтры. Использование степеней двойки 

для построения теории вейвлетов и при их использовании удобно во многих отношениях, хотя и не 

является обязательным. Можно вместо коэффициента масштабирования 2 использовать любое целое 

число N, и даже рациональное, большее единицы [4]. Развитию этой темы посвящены работы [5, 6]. 

Вейвлет-анализ с коэффициентом масштабирования N > 2 имеет определенные преимущества, обес-

печивая разделение сигнала на N частотных диапазонов уже при однократном вейвлет-разложении. 

Примеры вейвлет-анализа данных фондового рынка с коэффициентами масштабирования 4, 5 и 8 

представлены в работе [5]. В работах [7, 8] показана возможность использования вейвлет-анализа  

с коэффициентом масштабирования 3 для изучения сигналов ЭЭГ. В работе [8] предложены построе-

ние и использование аналогов вейвлетов Мейера с произвольным коэффициентом масштабирования 

N > 2. Однако в случае четного N один из фильтров вейвлетов, а именно фильтр вейвлета N–1(x) име-

ет бесконечную импульсную характеристику и слабое убывание на бесконечности, что затрудняет 

практическое использование таких вейвлетов в случае четного N > 2.  

В данной работе предлагается другой подход к построению вейвлетов Мейера, которые не имеют 

отмеченных выше недостатков. Определены вейвлеты Мейера с произвольным коэффициентом мас-

штабирования N, которые вполне подходят для нечетных значений N. Основное содержание работы 

заключается в построении вейвлетов Мейера с кратными коэффициентами масштабирования MN. 

Учитывая, что для N = 2 вейвлеты Мейера (x) и (x) определены [4, 5] и имеют быстро убывающие 

фильтры, этот прием решает указанную выше проблему с фильтрами вейвлетов Мейера для четного 

N > 2. Отметим, что в отличие от работы [8] здесь предлагается более унифицированный подход  

к определению N-вейвлетов Мейера, когда в качестве масштабирующей функции для всех коэффици-

ентов масштабирования N берется одна и та же функция Мейера (x). 

 

1. Предварительные сведения  

 

Напомним основные положения вейвлет-анализа с масштабным коэффициентом N ≥ 2 (разви-

тие этой темы см.: [5]). Функция (x)  L2(R) называется масштабирующей с коэффициентом N, если 

она удовлетворяет соотношению 

 
0( ) ( )n

n

x N h Nx n
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   
Z

, (1) 

где набор действительных чисел }{ 0
nh  называется масштабирующим фильтром функции (x). Для 

масштабирующей функции (x) определяется частотная функция формулой  

 0 01
( ) in

n

n

H h e
N

 
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После преобразования Фурье масштабирующее соотношение (1) принимает вид: 

 
0ˆ ˆ( ) .H
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Масштабирующей функции (x) соответствует N – 1 вейвлетов 1(x), … , N–1(x), определен-

ных равенствами 

 ( ) ( ), 1,2,..., 1,k k

n

n

x N h Nx n k N


     
Z

 (4) 

где коэффициенты разложения { }k
n nh Z  называются фильтрами вейвлетов. В частотной области со-

отношения (4) принимают вид: 

 ˆ ˆ( ) , 1,2,..., 1,k kH k N
N N

    
        

   
 (5) 

где Hk(ω) – частотные функции, соответствующие вейвлетам k(x):  
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Вейвлеты называются ортогональными, если сдвиги масштабированных вейвлетов 

, ( ) ( )k j k j

j n x N N x n    , n  Z, k = 1, 2, …, N – 1, образуют полную ортонормированную систему 

функций в L2(R). Для ортогональности частотные функции вейвлетов должны удовлетворять свой-

ству унитарности матрицы [4, 5]:  
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. (7) 

 

2. Вейвлеты Мейера  

 

Масштабирующая функция Мейера (x) для коэффициента N = 2 определяется через задание ее 

преобразования Фурье равенством 
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где (x) есть вспомогательная функция, удовлетворяющая трем условиям: (x) = 0 при x ≤ 0, (x) = 1 

при x ≥ 0, и ( ) (1 ) 1x x      [4, 5]. Распространенным выбором функции (x) является следующая 

полиномиальная интерполяция: ν(x) = x4(35 – 84x+70x2 – 20x3) между 0 и 1 на промежутке [0, 1].  

Теорема 1. Масштабирующая функция Мейера (x) является N-масштабирующей для любого 

натурального N > 2. 

Доказательство. Достаточно показать, что существует частотная функция H0(ω) для которой 

выполнено масштабирующее соотношение в форме образов Фурье: 
0ˆ ˆ( ) H

N N

    
      

   
. Вследствие 

2-периодичности функцию H0(ω) достаточно определить на промежутке [–, ]. Поскольку функция 

ˆ ( )   обращается в нуль вне промежутка [–4/3, 4/3] и ˆ 1
N

 
  

 
 на промежутке 

2 2
,

3 3
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включающем [–4/3, 4/3], то 
0 ˆ ( )H

N

 
   

 
 на [–4/3, 4/3], или 0 ˆ( ) ( )H N     на промежутке  

[–4/3N, 4/3N]. Таким образом, получаем искомую функцию H0(ω):   

 0
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Вне промежутка [–, ] функция H0() продолжается периодически. Коэффициенты 0{ }nh   

N-масштабирующего соотношения (1) находятся из разложения в ряд Фурье функции H0().  

 

2.1. Построение частотных функций и вейвлетов 

 

Для построения вейвлетов Мейера найдем сначала их частотные функции Hk(ω) с учетом уни-

тарности матрицы (7). Вследствие 2-периодичности, функцию Hk(ω) достаточно определить на про-

межутке [–, ]. Сначала определим Hk(ω) на [0, ], а затем продолжим на [–, 0] как четную либо 

нечетную функцию в соответствии с четностью k. Берем функцию, равную единице на промежутке 

[k/N, (k + 1)/N] и равную нулю вне этого промежутка. Затем сгладим ее вблизи концов k/N, (k + 1)/N, 

а именно на промежутках 
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+(ω), k = 1, 2, …, N – 2, при ω ≥ 0:  
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 (10) 

На весь промежуток [–, ] функции Hk
+(ω) можно продолжить как по четности, так и по не-

четности. Далее мы уточним, как это сделать из требования унитарности матрицы (7). Вне промежут-

ка [–, ] функции Hk
+(ω) продолжаются по периодичности. Последняя частотная функция HN–1

+(ω) 

на [0, ] определяется формулой: 
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Покажем, что указанные выше функции H0(ω), Hk(ω) и (11) обладают тем свойством, что строки 

матрицы (7) имеют единичную норму. Равенство |H0(ω)|2 + |H0(ω – 2/N)|2 +…+ |H0(ω – 2(N – 1)/N)|2 = 1 

достаточно показать только на промежутке [/N – /3N, /N + /3N]. Это следует из того, что сглажива-

ние всех функций в точках разрыва проведено одинаково и симметрично. Кроме того, в приведенной 
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сумме носители соседних функций пересекаются именно по тем промежуткам, где производилось 

сглаживание. На промежутке [/N – /3N, /N + /3N] в сумме имеется только два ненулевых слагае-

мых, H0(ω) и H0(ω – 2/N). Тогда получаем с использованием равенства (1 ) 1 ( )x x      
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      
 

2 23 3
cos 1 cos 1 1

2 2 2 2

N N        
              

        
 

2 23 3
cos 1 sin 1 1.

2 2 2 2

N N       
            

       
 

Аналогично показывается нормированность остальных строк для функций Hk(ω) как для четно-

го продолжения Hk
+(ω), так и для нечетного. Обеспечим эрмитову ортогональность строк матрицы (7) 

частотных функций. Поскольку носитель функции Hk(ω) имеет непустое пересечение с носителями 

только соседних функций Hk–1(ω) и Hk+1(ω), то достаточно обеспечить ортогональность только сосед-

них строк. Для этого достаточно частотные функции Hk(ω) с четными номерами k считать четными 

функциями, а нечетные Hk(ω) сделать нечетными функциями на промежутке [–, ], исходя из функ-

ций Hk
+(ω), определенных на промежутке [0, ].  

Таким образом, искомые частотные функции вейвлетов 1(x), 2(x), …, N–1(x) имеют следую-

щий вид: для четных значений k функция Hk(ω) является четной и на промежутке [0, ] определяется 

формулой (10), а для нечетных значений k функция Hk(ω) является нечетной и на промежутке [0, ] 

также определяется формулой (10). Соответственно определяется и последняя частотная функция  

HN–1(ω) в зависимости от четности числа N – 1. 

Масштабирующий фильтр 0{ }nh  и фильтры вейвлетов }{ k
nh , k = 1, 2, …, N – 1, находятся разло-

жением в ряд Фурье частотных функций H0(ω) и Hk(ω). 

Вейвлеты k(x) определяются своими фильтрами }{ k
nh  по формуле (4). Поскольку преобразова-

ния Фурье вейвлетов ˆ ( )   и ˆ ( )k   имеют компактные носители, то функции (x) и 1(x), 2(x), …,  

N–1(x) являются бесконечно дифференцируемыми.  

 

3. Кратные коэффициенты масштабирования 

 

Отметим, что в случае четного N > 2, определенная выше последняя частотная функция HN–1(ω) 

в точках (2n + 1) имеет разрыв: слева от  она принимает значение 1, а справа – значение –1. Вслед-

ствие этого фильтр 1{ }N

nh   имеет бесконечную импульсную характеристику и слабое убывание на 

бесконечности, что затрудняет практическое использование таких вейвлетов в случае четного N > 2. 

Этот недостаток можно устранить с использованием кратных коэффициентов масштабирования  

и классических вейвлетов Мейера с коэффициентом масштабирования 2.  

Пусть H(x) и 
1 2 1( ), ( ), ..., ( )N
H H Hx x x    – масштабирующая функция и вейвлеты с масштабным 

коэффициентом N. Соответствующие фильтры и масштабирующие соотношения в частотной области: 

0 01 1
( ) , ( ) , 1,2,..., 1,in k k in

n n

n n

H h e H h e k N
N N

   

 

      
Z Z

 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) , 1,2,..., 1.k k k

H H H HH H k N
N N N N

          
                

       
 

Пусть G(x) и 1 2 1( ), ( ), ..., ( )M

G G Gx x x   – масштабирующая функция и вейвлеты с масштабным 

коэффициентом M. Соответствующие фильтры и масштабирующие соотношения в частотной области: 



Подкур П.Н., Смоленцев Н.К. Вейвлеты Мейера с кратными коэффициентами масштабирования N > 2 

89 

0 01 1
( ) , ( ) , 1,2,..., 1,im l l im

m m

m m

G g e G g e l M
M M

   

 

      
Z Z

 

0ˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) , 1,2,..., 1.l l

G G G GG G l M
M M M M

          
                

       
 

Рассмотрим вопрос о том, как из заданных N- и M-вейвлетов получить масштабирующую 

функцию и вейвлеты kl(x), k = 0, 1, 2, …, N – 1, l = 0, 1, 2, …, M – 1, с коэффициентом масштабиро-

вания MN. 

 

3.1. Разложение с коэффициентом N 

 

Задачу удобно решать на уровне формальных степенных рядов [5]. Пусть ( ) n

nn
X z x z   – 

степенной ряд, соответствующий сигналу {xn}, z ∈ C. Сделаем сначала вейвлет-разложение сигнала 

при помощи вейвлетов с коэффициентом масштабирования N, а потом к тому, что получится, приме-

ним вейвлет-разложение с коэффициентом M.  

На уровне степенных рядов вейвлет-разложение (с учетом N-децимации) производится по сле-

дующей схеме [5]: 

X {A0, A1, A2, …, AN–1}, 

где компоненты разложения Ak(w) являются также степенными рядами и определяются из формул  

 
1

0

1
( ) ( ) ( ) ( ), 0,1,..., 1,

N
k k N k s s

s

A w A z H z X z k N
N





       (12) 

где 
2i

Ne




   и Nzw  . 

Коэффициенты степенных рядов Ak(w) представляют собой коэффициенты }{ k
ma  вейвлет-

разложения сигнала {xn}.  

 

3.2. Вейвлет-разложение с коэффициентом M 

 

Теперь к каждому Ak(w) применяем вейвлет-разложение с коэффициентом масштабирования M. 

На уровне степенных рядов это вейвлет-разложение производится по следующей схеме: 

Ak(w) → {Ak0(u), Ak1(u), …, Ak,M–1(u)}, k = 0, 1, 2, …, N – 1, 

где компоненты разложения Akl(u) = Akl(wM) определяются из формул  
1

0

1
( ) ( ) ( ) ( ), 0,1,..., 1,

M
kl kl M l p k p

p

A u A w G w A w l M
M





       

где 

2i

Me




   и Nwu  . В итоге мы получаем разложение сигнала X(z) на серию формальных степен-

ных рядов Akl(u). Для нахождения Akl(u) нам потребуются выражения вида ( )k pA w . Если Nw z , то 

 /
N

p p Nw z   . Тогда 

  
1

/ / /

0

1
( ) ( ) ( ) ( ), 0,1,..., 1.

N
N

k p k p n k p N k s p N s p N

s

A w A z A z H z X z k N
N





             

Вычислим Akl(wM). Пусть 

2i

MNe




  , следовательно, N    и M   . Тогда 

1 1 1
/ /

0 0 0

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

M M N
kl M l p k p l p k s p N s p N

p p s

A w G w A w G w H z X z
M M N

  

  

             

    
1 1 1 1

/

0 0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

M N M N
N

l p N k s p s p l pN N k Ms p Ms p

p s p s

G z H z X z G z H z X z
MN MN

   
 

   

             . 
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Обозначим Ms + p = q, q = 0, 1, …, MN – 1. Тогда p = q – Ms. Получаем 

Gl(σpNzN) = Gl(σ(q–Ms)NzN) = Gl(σqN–MNszN) = [σMN = 1] = Gl(σqNzN). 

Получаем окончательную формулу:  

 
1

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

MN
kl M l q N k q q

q

A w G z H z X z
MN





    , 

где 

2i

MNe




  . 

Теперь в качестве частотных функций вейвлетов ψkl(x), k = 0, 1, …, N – 1, l = 0, 1, …, M – 1 

возьмем функции  

Hkl(z) = Gl(zN)Hk(z). 

Тогда 
1

0

1
( ) ( ) ( )

MN
kl MN kl q q

q

A z H z X z
MN





   , 

что полностью соответствует общей схеме (12) вейвлет-разложения сигнала на уровне формальных 

степенных рядов с коэффициентом масштабирования MN.  

Будем считать, что z = eiω, тогда положим Hkl(ω) = Hkl(eiω). Таким образом, мы получили следу-

ющие частотные функции вейвлетов: 

Hkl(ω) = Gl(Nω)Hk(ω). 

Найдем масштабирующие фильтры вейвлетов ψkl(x) (здесь обозначено n = p + mN, p = n – mN): 

( )1 1 1
( ) ( )l k l iNm k ip l k i Nm p

m p m p

m p p m

G N H g e h e g h e
M N MN

      

   

       
Z Z Z Z

 

1 1
( ).l k in kl in kl

m n mN n

n m n

g h e h e H
MN MN

   



  

     
Z Z Z

 

Таким образом, получаем масштабирующие фильтры вейвлетов ψkl(x) 

.1,...,1,0,1,...,1,0, 


 MlNkhgh
m

k
mNn

l
m

kl
n

Z

 

Теорема 2. Если φH(x) и φG(x) являются N- и M-масштабирующими функциями Мейера с ча-

стотными функциями H0(ω) и G0(ω) соответственно, то масштабирующая функция 00ˆ ( )  , соответ-

ствующая масштабирующему фильтру H00(ω) = G0(Nω)H0(ω), также является функцией Мейера φ(x). 

Доказательство. Достаточно показать, что функция Мейера φ(x) удовлетворяет масштабиру-

ющему соотношению с коэффициентами   Zm mNnmn hgh 0000
 (обозначим m = n – kN, n = m + kN): 

00 0 0( ) ( )k n kN

n k

x NM g h MNx n

 

    
Z Z

 

0 0 0 0( ) ( ( ) )k m k m

k m k m

NM g h MNx m kN NM g h N Mx k m
   

           
Z Z Z Z

 

0 ( ) ( ).k

k

M g Mx k x


    
Z

 

 

4. Пример. Вейвлеты Мейера с коэффициентом масштабирования 6  
 

Рассмотрим построение вейвлетов Мейера с кратным коэффициентом масштабирования, когда 

M = 3 и N = 2. Масштабирующая функция будет одна и та же – (x), указанная в формуле (8).   

Напомним схему построения вейвлетов Мейера для N = 2 [4, 5]. Пусть 0 01
( ) in

n

n

H h e
N

 



  
Z

 – 

частотная функция вейвлета Мейера (x) для N = 2. Тогда вейвлет (x) находится из формулы 

/2 0ˆ ˆ( )
2 2

ie H     
        

   
. Соответствующая частотная функция имеет вид: 

 1 /2 0( ) ,iH e H     и ее фильтр 1{ }nh  находится по формуле 
0

1
11 )1( 

 n
n

n hh . 
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В случае M = 3 мы берем ту же самую масштабирующую функцию (x) с масштабирующим 

соотношением 
0( ) 3 (3 )n

n

x g x n


   
Z

, где масштабирующий фильтр }{ 0
ng  находится из разложения 

в ряд Фурье функции G0(ω), определенной по формуле (9) при N = 3. Фильтры вейвлетов }{},{ 21
nn gg  

находятся разложением в ряд Фурье частотных функций H1(ω) и H2(ω), определенных на основе 

формул (10) и (11). 
 

 

Рис. 1. Графики частотных функций H00(ω) (линия 1), H01(ω) (линия 2) и H02(ω) (линия 3) 

Fig. 1. Plots of frequency functions H00(ω) (line 1), H01(ω) (line 2) and H02(ω) (line 3) 

 

 

Рис. 2. Графики модулей частотных функций H10(ω) (линия 1), H11(ω) (линия 2) и H12(ω) (линия 3) 

Fig. 2. Plots of moduli of frequency functions H10(ω) (line 1), H11(ω) (line 2) and H12(ω) (line 3) 
 

Следуя схеме, изложенной в предыдущем параграфе, определим частотные функции вейвлетов 

ψkl(x), k = 0, 1, l = 0, 1, 2 по формуле Hkl(ω) = Gl(2ω)Hk(ω). Здесь ψ00(x) = φ(x) – масштабирующая 

функция Мейера. Таким образом, мы получаем матрицу частотных функций вейвлетов ψkl(x) с коэф-

фициентом масштабирования 6 и фильтры вейвлетов 2 , 0,1, 0,1,2.kl l k

n m n m

m

h g h k l



  
Z

 

Приведем графики частотных функций Hkl(ω) = Gl(Nω)Hk(ω) (рис. 1, 2). 
 

Заключение 
 

В данной работе построены вейвлеты Мейера с произвольным коэффициентом масштабирования 

N > 2. Дано общее определение вейвлетов Мейера с произвольным коэффициентом масштабирования 

N > 2. Представленная конструкция хорошо работает для нечетных N > 2, однако в случае четного N один 

из фильтров вейвлетов, а именно фильтр вейвлета N–1(x), имеет бесконечную импульсную характерис-

тику и слабое убывание на бесконечности. Далее для решения этой проблемы в работе используются 

кратные коэффициенты масштабирования MN. Показано, что если заданы вейвлеты с коэффициента-

ми масштабирования M и N, то можно определить вейвлеты с коэффициентом масштабирования MN. 

Показано также, что если заданные M- и N-вейвлеты имеют функцию Мейера (x) в качестве мас-

штабирующей, то и в результате получаются MN-вейвлеты с той же масштабирующей функцией 

Мейера (x). Учитывая, что для N = 2 вейвлеты Мейера (x) и (x) хорошо известны и имеют быстро 

убывающие фильтры, это решает указанную выше проблему с фильтрами вейвлетов для четного  

коэффициента масштабирования и полностью решает вопрос определения вейвлетов Мейера с про-

извольным коэффициентом масштабирования N > 2.  
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