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Аннотация. Устанавливаются априорные оценки решений одномерных неодно-

родных гиперболических уравнений с интегральной нагрузкой в главной части, 

имеющей вид a(s) = sp, при p = 1, 0.5 и –1, с неоднородными начальными и одно-

родными граничными условиями. Здесь s – интеграл по пространственной пере-

менной от квадрата модуля производной решения уравнения по x. Приводятся 

примеры линеаризации нагруженных уравнений подстановкой правых частей оце-

нок вместо a(s). 
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Abstract. This article describes a method for the linearization of one-dimensional inho-

mogeneous hyperbolic equations with an integral load in the main part. The integral load 

here is a function a(s), where s is the integral of the squared the modulus of the derivative 

of the solution of the equation in x over the spatial variable. It is noted that s is the norm 
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of the derivative of the desired solution in the Lebesgue space L2. This allows using an  

a priori estimate of the specified derivative to linearize the original loaded equation. To do 

this, the integral load a(s) is replaced in the equation by the right side of the estimate estab-

lished a priori. A priori estimates are established for the case of a linear function a(s), as 

well as in two cases when a(s) is not linear. In all cases, inhomogeneous initial and ho-

mogeneous boundary conditions of the second kind are considered. Examples of lineari-

zation of loaded equations by this method are given. The exact or approximate solution 

of the linearized equation found under the initial and boundary conditions of the loaded 

problem can be taken as an approximate solution of the original loaded equation. 

Keywords: hyperbolic equation, integral load, a priori estimation, linearization 
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Введение 

 

Моделирование ряда физических, биологических, экологических процессов 

приводит к начально-краевым задачам для уравнений гиперболического типа, 

содержащих в главной части интегральную нагрузку, под которой понимается 

некоторая функция a(s), содержащая интеграл некоторой степени искомого ре-

шения или его производной. Таким является, например, уравнение    
2

( ) 0, .tt xx xu a s u s u dx



      

Одним из первых исследований этого уравнения была работа [1], в которой 

при [0, ]l   «указывается прием решения некоторых краевых задач при помо-

щи бесконечных систем дифференциальных уравнений». К числу более поздних 

работ, связанных с данным уравнением, относятся [2, 3]. В статьях [4, 5] и других 

исследуются вопросы однозначной разрешимости начально-краевых задач в мно-

гомерном случае, при этом в [5] уравнение дополнено младшими членами, один 

из которых является нелинейным. 

Многомерное неоднородное уравнение  
2

( ) , , ,n
tt xxu a s u f s u dx R



      

рассматривалось в работах [6, 7]. В настоящее время подобное уравнение с млад-

шими членами интенсивно исследуется. Среди большого количества последних 

работ можно указать [8–10]. В этих и других источниках практически важные 

нагруженные уравнения содержат функцию a(s), аргумент которой, как нетрудно 

заметить, представляет собой норму производной искомого решения в простран-

стве L2(). Это приводит к мысли о возможности использования априорной 

оценки производной решения задачи в указанной норме для линеаризации ис-

ходного уравнения. Такой подход был использован в [11, 12] и некоторых других 

работах автора, в которых интегральная нагрузка содержится в младших членах 

уравнения и является нормой его решения в пространстве Lp(), p > 3.  

Целью настоящей работы является установление априорных оценок второй 

смешанной задачи с однородными граничными условиями для неоднородного 
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гиперболического уравнения с интегральной нагрузкой в главной части. Рассматри-

вается линейный случай a(s) = s, а также нелинейные случаи ( )a s s  и a(s) = s–1. 

Приводятся примеры, в которых с целью линеаризации первоначального уравне-

ния интегральная нагрузка заменяется некоторой известной функцией от t, опре-

деляемой посредством правой части априорной оценки.    
 

1. Линейная интегральная нагрузка a(s) = s 
 

Рассмотрим уравнение с линейной интегральной нагрузкой 

 
2

2,
( , ),tt x xxu u u f x t


   (1) 

в котором  
22

2,
, [0, ],x xu u dx s l




     

при условиях 

 1 2( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 , (0, ) ( , ) 0, 0 .t x xu x x u x x x l и t и l t t T           (2) 

Теорема 1. Пусть функция 
1( )u H   такая, что 2 ( )tu L   является решени-

ем задачи (1), (2), 1 2 2, , ( ).x f L     Тогда функция 
4

2,xu


 ограничена констан-

той, зависящей только от t. 

Доказательство. Рассмотрим скалярное произведение (1) и функции ut: 

     
2

2,
, , , .tt t x xx t tu u u u u f u


   

Для отдельных членов имеем 

 
2 2

2,

22

0 2,

1 1
( ) ( ) , ,

2 2

1 1
( ) ( ) ( ) .

2 2

tt t t t t t

x l

xx t x t x tx x t x xx

d
u , u = u dx u f,u fu dx

t dt

d
u ,u = u u dx u u dx u u u dx u

x t dt


 



 
  


 



 
      

 

 

  

 

Заметим также, что 

   
2

2 2 2 2 4

2, 2, 2, 2, 2,

1 1 1
, .

2 4 4
x xx t x x x x

d d d
u u u u u u u

dt dt dt    
     

Приведенные преобразования приводят к равенству 

2 4

2, 2,

1 1
,

2 4
t x t

d d
u u fu dx

dt dt 


    

интегрируя которое получаем 

2 4 2 4

2, 2, 2, 2,
0

2 4 2 ( ,0) ( ,0) .

t

t x t t xu u fu dxd u x u x
   



      

Функцию под интегралом в правой части оценим по модулю и воспользуемся 

неравенством Коши с  = 0.5: 

2 22 2

2, 2,

1
4 2 2 ,

2
t t tfu dx f dx u dx f u

 
  

 
     

  
     
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что позволяет перейти к неравенству 

 
2 4 2 42 2

2 12, 2,2, 2, 2, 2,
0 0

2 2 2 .

t t

t x t xu u u d f d
    

         (3) 

Опуская второе слагаемое левой части, получим 

2 2 42 2

2 12, 2,2, 2, 2,
0 0

0.5 0.5 .

t t

t t xu u d f d
   

        

Применяя к последнему одно из обобщений неравенства Гронуолла [13. С. 11], 

имеем 

 2 42 2

0 2 12, 2,2, 2,
0 0

42 2

2 12, 2, 2,
0

0.5 0.5 ( 1)

0.5 0.5 .

t
t

t x

t

x

u e f d d e

f d




  

  

        

     

 



 

Это означает, что 
2

02,
( ),tu K t


  

 42 2 2

0 0 2 12, 2, 2, 2,
0 0

( ) 0.5 0.5 .

t
t

xK t e f d f d e




   

 
       

 
 
   

Возвращаясь к неравенству (3), опустим в левой части первое слагаемое,  

а в правой части заменим 
2

2,tu


 на K0(t). В результате получим оценку 

 
4

2,
( ),xu K t


  (4) 

42 2

0 2 12, 2, 2,
0 0

( ) 2 ( ) 2 ,

t t

xK t K d f d
  

         

выполняющуюся для всех t  [0, T]. Теорема 1 доказана. 

Из (4) следует, что 
2

2,
( ).xu K t


  

Выбирая равенство в данном выражении, подставим его правую часть в (1)  

и получим линейное уравнение 

 ( ) ( , ).tt xxu K t u f x t   (5) 

Пример 1. Пусть в условиях (2)  

 1 21, ( ) ( 1), ( ) , ( , ) .l x x x x x f x t xt        (6) 

Тогда  

 

 

2
1 1 1 3

4 2 22 2 2 2
1 2 2, 2,2,

0 0 0 0 0

2 2 3 2 3
02, 2,

0 0 0

1 1
(2 1) , , ,

9 3 9

1
( 3 6 6) 6 ,

9

t t

x

t t
t

t
x dx x dx f d x dxd

e f d d f d t t t e t

 




 

 
            

 
 

         

    

  

(7) 
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 3 2 3
0

1
( ) ( 3 6 1) 6 ,

18

tK t t t t e t       

 3 2 4
0

0

1
( ) ( 6 18 17) 0.25 6 17 ,

18

t
tK d t t t e t t          

 3 2 4 31
( ) ( 6 18 17) 0.25 6 24 .

9

tK t t t t e t t t         

Отметим, что ( ) 0K t   при 0.t    

Подставляя в (5), переходим к линеаризованному уравнению  

3 2 4 31
( 6 18 17) 0.25 6 24 .

3

t
tt xxu t t t e t t t u xt          

 

2. Нелинейная интегральная нагрузка ( ) a s s  

 

При условиях (2) рассмотрим уравнение с нелинейной интегральной нагрузкой 

 
2,

( , ).tt x xxu u u f x t


   (8) 

Теорема 2. Пусть функция 
1( )u H   такая, что 2 ( )tu L   является решени-

ем задачи (8), (2), 1 2 2, , ( ).x f L     Тогда функция 
3

2,xu


 ограничена констан-

той, зависящей только от t. 

Доказательство. Запишем скалярное произведение (8) с ut: 

     
2,

, , ,tt t x xx t tu u u u u f u


   

и заметим, что 

 
2 2 3

2, 2, 2, 2, 2, 2,

1 1
, ,

2 3
x xx t x x x x x

d d d
u u u u u u u u

dt dt dt     
     

что приводит к соотношению 

2 3

2, 2,

1 1
.

2 3
t x t

d d
u u fu dx

dt dt 


    

Интегрирование последнего дает 

2 3 2 3

2, 2, 2, 2,
0

3 2 6 3 ( ,0) 2 ( ,0) .

t

t x t t xu u fu dxd u x u x
   



       

Функцию под интегралом в правой части оценим по модулю и применим к нему 

неравенство Коши с  = 0,5: 

2 22 2

2, 2,

1
6 3 1.5 3 .

2
t t tfu dx f dx u dx f u

 
  

 
     

  
    

Это позволяет перейти к неравенству 

 
2 3 2 32 2

2 12, 2,2, 2, 2, 2,
0 0

3 2 3 1.5 3 ( ) 2 ( ) .

t t

t x t xu u u d f d x x
    

         (9) 

Опуская второе слагаемое левой части, получим 
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2 2 32 2

2 12, 2,2, 2, 2,
0 0

2
0.5 .

3

t t

t t xu u d f d
   

        

Применяя к последнему неравенство [13. С. 11], имеем 
2

02,
( ).tu K t


  

32 2 2

0 0 2 12, 2, 2, 2,
0 0

2
( ) 0.5 .

3

t
t

xK t e f d f d e




   

   
             

   

Возвращаясь к (9), опустим в левой части первое слагаемое, а в правой части 

заменим 
2

2,tu


 на K0(t). Это приводит к оценке 

 
3

2,
( ),xu K t


  (10) 

  32 2

0 2 12, 2, 2,
0

2
( ) 1.5 ( ) 0.5 ,

3

t

xK t K f d
  

 
       

 
 
  

выполняющейся для всех t  [0, T]. Теорема 2 доказана. 

Из (10) следует, что 

3
2,

( ).xu K t

  

Выбор равенства в данном выражении позволяет перейти от (8) к линейному 

уравнению 

 3 ( ) ( , ).tt xxu K t u f x t   (11) 

Пример 2. Пусть имеет место (6). Воспользовавшись (7), получаем  

 3 1 3 2 3
1 02,

1
27 0.19245, ( ) ( 3 6 2.3094) 6 ,

18

t
x K t t t t e t


          

 3 2 4
0

0

1
( ) ( 6 18 15.69) 0.25 6 17 ,

18

t
tK d t t t e t t          

 3 2 4 31
( ) ( 6 18 15.69) 0.25 0.6667 6 24.5396 .

12

tK t t t t e t t t         

Подстановка в (10) приводит к линейному уравнению 

3 2 4 330.4368 ( 6 18 15.69) 0.25 0.6667 6 24.5396 .t
tt xxu t t t e t t t u xt          

 

3. Нелинейная интегральная нагрузка a(s) = s–1 

 

При условиях (2) рассмотрим уравнение  

 
2

2,
( , ).tt x xxu u u f x t




   (12) 

Теорема 3. Пусть функция 
1( )u H   такая, что 2( ),tu L   

2

2,
0,xu


  явля-

ется решением задачи (12), (2). Пусть, кроме того, 
2

1 2 2 1 2,
, , ( ), ( ) 0.x xf L x


       

Тогда функция 
2

2,xu


 ограничена константой, зависящей только от t.     
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Доказательство. Заметим, что в скалярном произведении (12) и функции ut 

     
2

2,
, , ,tt t x xx t tu u u u u f u




   

имеет место равенство 

 
2 2 2 2

2, 2, 2, 2,
, ln .x xx t x x x

d d
u u u u u u

dt dt

 

   
    

Это позволяет записать уравнение 

 2 2

2, 2,
ln 2 ,t x t

d
u u fu dx

dt  


    

интегрируя которое получим 

2 2 2 4

2, 2, 2, 2,
0

ln 2 ( ,0) ln ( ,0) .

t

t x t t xu u fu dxd u x u x
   



      

Применяя неравенство Коши, перейдем к неравенству 

 
2 2 2 22 2

2 12, 2,2, 2, 2, 2,
0 0

ln ( ) ln ( ) .

t t

t x t xu u u d f d x x
    

         (13) 

Опуская второе слагаемое левой части, получим 

2 2 22 2

2 12, 2,2, 2, 2,
0 0

ln .

t t

t t xu u d f d
   

        

Очередное применение неравенства [13. С. 11] дает 
2

02,
( ),tu K t


  

 22 2 2

0 0 2 12, 2, 2, 2,
0 0

( ) ln .

t
t

xK t e f d f d e




   

 
       

 
 
   

Возвращаясь к (13), опустим в левой части член 
2

2,tu


, а в правой части  

заменим его на K0(t). В результате получим соотношение 

2 22 2

0 2 12, 2,2, 2,
0 0

ln ( ) ( ) ln ( ) .

t t

x xu K d f d x x
  

         

Из него следует оценка 

 
2

2,
( ),xu K t


  (14) 

  22 2

0 2 12, 2, 2,
0

( ) exp ( ) ( ) ln ( ) ,

t

xK t K f d x x
  

 
       

 
 
  

выполняющаяся для всех t  [0,T]. Теорема 3 доказана. 

Выберем в (14) верхнюю границу оценки и подставим в (12), получим 

 1( ) ( , ).tt xxu K t u f x t   (15) 

Пример 3. Пусть имеет место (6). С помощью (7) имеем 

 2 3 2 3
1 02,

1
ln 1.0986, ( ) ( 3 6 12.8875) 6 ,

9

t
x K t t t t e t


          
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 3 2 4
0

0

1
( ) ( 6 18 30.8875) 0.25 6 24.8875 ,

9

t
tK d t t t e t t          

 3 2 4 31
( ) ( 6 18 17) 0.25 6 24.1222 .

9

tK t t t t e t t t         

Отметим, что ( ) 0K t   при 0.t   

Подстановка в (15) приводит к линейному уравнению 

 
1

3 2 4 39 ( 6 18 17) 0.25 6 24.1222 .t
tt xxu t t t e t t t u xt


          

 
Заключение 

 
В работе установлены априорные оценки (4), (10) и (14) производных реше-

ний начально-краевых задач для одномерных неоднородных уравнений гипербо-

лического типа с интегральной нагрузкой a(s) = sp в главной части при p = 1, 0,5 и 

–1 соответственно. Во всех случаях граничные условия второго рода являются 

однородными. Полученные оценки предназначены для линеаризации первона-

чальных уравнений путем замены интегральной нагрузки некоторыми функция-

ми от t, полученными из правых частей соответствующих оценок. Данный способ 

линеаризации позволяет аппроксимировать исходное нагруженное уравнение 

ассоциированным с ним линейным уравнением с сохранением в основном физи-

ческого смысла процесса, моделируемого нагруженным уравнением. Точное или 

приближенное решение линеаризованного уравнения, найденное при исходных 

начальных и граничных условиях, можно принять за приближенное решение ис-

ходного нагруженного уравнения. Это решение также может быть использовано 

для запуска итерационного процесса последовательных приближений к точному 

решению нагруженной задачи.  
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