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Abstract. The work devoted to study of one optimal control problem described by a system of nonlinear Volterra 

type difference equations, with a non-smooth quality functional assuming that the quality functional satisfies the Lipschis 

condition and has directional derivatives. 

Using method based on linearization of equation of process under several of assumptions necessary conditions of 

optimality in terms of derivatives in direction are established. 

The minimax control problems has been separately considered. That is that problem of finding the minimum value 

of the functional of the type maximum (problem by minimax). Using the derivative formula in a direction of the function 

of maximum type under the assumption of the convexity of the analogue of the set of permissible velocities, the neces-

sary condition of optimality of the type of the maximum principle is proved. In the case of the convexity of the control 

domain, an analogue of the linearized principle of maximum is proved. 
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В работе [1] изучена одна задача оптимального управления, описываемая системой разностных 

уравнений типа Вольтерра с гладким терминальным критерием качества, доказан ряд необходимых 

условий оптимальности типа принципа максимума Л.С. Понтрягина и также исследован случай их 

вырождения [2–5].  

В работе [6] установлен ряд необходимых условий для существования седловой точки. 

В предлагаемой работе изучается случай негладкого функционала качества. Доказаны необхо-

димые условия оптимальности в терминах производных по направлениям.  

Отдельно изучена задача на минимакс.  

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть 
0 0 1{ , 1,..., }T t t t   – заданный дискретный отрезок времени, rU R  – заданное непустое 

и ограниченное множество,  u t  – r-мерная дискретная управляющая функция, удовлетворяющая 

ограничению 

   , ,u t U t T   (1) 

которую назовем допустимым управлением, а ( )x  – заданная скалярная функция, удовлетворяющая 

условию Липшица и имеющая производные по любому  направлению. 

Предположим, что управляемый процесс описывается системой нелинейных разностных урав-

нений типа Вольтерра 

  
0

( ) , , ( ), ( ) , .
t

t

x t f t x u t T


      (2)     

Здесь  , , ,f t x u  – заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная по (x, u) с частными производ-

ными по x при всех (t, τ). 

Задача оптимального управления заключается в нахождении минимального значения терми-

нального функционала 

     1S u x t  (3) 

при ограничениях (1), (2).  

Допустимое управление   ,u t  доставляющее минимальное значение функционалу (3) при 

ограничениях (1), (2), называется оптимальным управлением. 

 

2. Необходимые условия оптимальности в терминах производных по направлениям 

 

Пусть     ,u t x t  – фиксированный допустимый процесс, множество  

     , , ( ), : , , ( ), ,f t x U f t x v v U          (4) 

выпукло при всех  ,t  , а [0,1)  – произвольное число. 

Через ( ; )x t   обозначим произвольное допустимое управление, такое что  

      
0 0 0

( ; ) , , ( ; ), ( ; ) (1 ) , , ( ; ), ( ) , , ( ; ), ( ) ,
t t t

t t t

x t f t x u f t x u f t x v
  

                          (5) 

где ( )v t  – произвольное допустимое управление. 

Это возможно в силу выпуклости множества (4). 
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Введем обозначение: 

 
0

( ; )
( ) .

x t
y t



 



 (6) 

Из (5), в силу условий гладкости, наложенных на правую часть уравнения (2), следует, что век-

тор-функция y(t), определяемая формулой (6), является решением уравнения в вариациях 

       
0

( ) , , ( ), ( ) ( ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) .
t

x

t

y t f t x u y f t x v f t x u


                (7) 

Из (6) ясно, что  

 ( ; ) ( ) ( ) ( ; ).x t x t y t o t       (8) 

Вычислим специальное приращение функционала качества (3), соответствующее допустимым 

управлениям ( : ), ( )u t u t .  

Имеем 

 
            

        

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ; ) ( ) ; ( ) ( ; )

( ) ( ) .

S u t S u t x t x t x t y t o t

x t y t x t y t x t

           

           

 (9) 

По предположению функция  x  удовлетворяет условию Липшица. Поэтому получаем, что  

      1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ).x t y t o x t y t o         (10) 

Далее, используя определение производной по направлениям, получаем, что 

      
  
 

1

1 1 1 2

1

( ) ( ).
x t

x t y t x t o
y t


       


 (11) 

Если предполагать, что допустимое управление )(tu  оптимальное, то из (11), учитывая соот-

ношения (10), (11), получаем  

 
  
 

1

3

1

( ) 0.
x t

o
y t


  


 (12) 

Из этого неравенства следует  

Теорема 1. Если множество (4) выпуклое, то для оптимальности допустимого управления )(tu  

необходимо, чтобы неравенство 

 
  
 

1

1

0
x t

y t





 (13) 

выполнялось для всех   ., TtUtv   

Неравенство (13) является общим необходимым условием оптимальности и носит неявный ха-

рактер.  

Перейдем к конкретизации полученного необходимого условия оптимальности.  

Уравнение в вариациях является линейным неоднородным разностным уравнением. Из резуль-

татов работ [7, 8] следует, что решение y(t) уравнения в вариациях допускает представление 

 

    

    

0

0 0

( ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( )

( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) ,

t

t

t

t s t

y t f t x v f t x u

R t f t s x s v s f t s x s u s





 

        

  




 (14) 

где ( , ) ( )R t n n   – матричная функция, являющаяся решением матричного разностного уравнения 

     0( , ) ( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) , .x x

s t

R t R t s f s t x t u t f t x t u t t t




        
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По аналогии с [7, 8] можно показать, что матричная функция ( , )R t  является также решением 

уравнения  

     ( , ) , , ( ), ( ) ( , ) , , ( ), ( ) .x x

s t

R t f s x s u s R s f t x t u t




       (15) 

С помощью дискретного аналога теоремы Фубини (см., напр.: [8]) представление (14) преобра-

зуется к виду:  

 

    

    

0

( ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( )

( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) .

t

t

s t

y t f t x v f t x u

R t s f s x v f s x u







        


        







 (16) 

Положим  

 

    

    

1

0

1

0

1 1 1

1

( ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( )

( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) .

t

t

t

t

L v f t t x t v t f t t x t u t

R t f t x t v t f t x t u t





  

    





 (17) 

С учетом (13), (17) теорема 1 может быть сформулирована в виде:  

Теорема 2. Если множество (4) выпуклое, то для оптимальности допустимого управления )(tu  

в рассматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенство 

 
  
 

0
1

1 




vL

tx
 (18) 

выполнялось для всех   ., TtUtv   

 

3. Линеаризованное необходимое условие оптимальности 

 

Предположим, что вектор-функция  , , ,f t x u  непрерывно-дифференцируема по (x, u), а мно-

жество U выпукло. В силу сделанных предположений можно написать «возмущенную» систему вида: 

 

 

 

0

0

( ; ) , , ( ; ), ( : )

(1 ) , , ( ; ), ( ) (1 ) ( ) ,

t

t

t

t

x t f t x u

f t x v u





       

          




 (19) 

где [0,1)  – произвольное число, а ( )v t  – произвольное допустимое управление. 

Предположим 

 
0

( ; )
( , ) .

x t
z t v



 



 (20) 

Из (19) следует, что ( , )z t v , определяемое формулой (20), является решением следующего 

уравнения в вариациях: 

     
0

( , ) , , ( ), ( ) ( , ) , , ( ), ( ) ( ) ( ) .
t

x u

t

z t v f t x v z v f t x u v u


                (21) 

Запишем специальное приращение критерия качества, соответствующее допустимым управле-

ниям ( ; ), ( )u t u t . 

Имеем 

          
  1

1 1 1 1

1

( ; ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).
( , )

x t
S u t S u t x t z t v o x t z t v o

z t v


              

 (22)  
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Из полученного разложения следует 

Теорема 3. Если множество U выпукло, то для оптимальности допустимого управления )(tu  в рас-

сматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенство 

 
  1

1

0
( , )

x t

z t v





 (23) 

выполнялось для всех   , .v t U t T   

Конкретизируем полученное необходимое условие оптимальности.  

Решение ( , )z t v  линеаризованного уравнения (21) представимо в виде  

       
0 0

( , ) , , ( ), ( ) ( ) ( ) ( , ) , , ( ), ( ) ( ) ( ) ,
t

u u

t t s t

z t v f t x u v u R t s f s x u v u
 

  

                   (24) 

где ( , )R t  решение уравнения (15). 

Введя обозначение  

   ( , ) , , ( ), ( ) ( , ) , , ( ), ( ) ,
t

u u

s

Q t f t x u R t s f s x u


             

из (24) получаем, что 

  
0

( , ) , ( ) ( ) .
t

t

z t v Q t v u


      

Следовательно, 

  
1

0

1 1( , ) , ( ) ( ) .
t

t

z t v Q t t v t u t


   

Положим 

  
1

0

2 1( ) , ( ) ( ) .
t

t

L v Q t t v t u t


   

Тогда теорема 3 может быть сформулирована в виде: 

Теорема 4. Если множество U выпукло, то для оптимальности допустимого управления )(tu   

в рассматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенство 

 
  1

2

0
( )

x t

L v





 (25) 

выполнялось для всех   , .v t U t T 
 

 

4. Необходимое условие оптимальности в задаче на минимакс 

 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала типа максимум 

 1( ) max ( ( ), ),a AS u x t a   (26) 

при ограничениях (1)–(5), где ( , )x a  – заданная, непрерывно-дифференцируемая по x скалярная 

функция, 
mRA  – заданное непустое и ограниченное множество. 

Задачи оптимального управления с функционалом типа (26) обычно называются задачами на 

минимакс. В работах [2, 9, 10] при различных предположениях изучен ряд свойств функций типа 

максимум или же минимум. В частности, установлена формула для производной по направлению 

функций типа максимум. 

Используя дифференциальные свойства функций типа максимум, получим необходимое усло-

вие оптимальности в задаче на минимакс.   

Пусть )(tu  в задаче (1)–(5) является оптимальным управлением. Тогда из теоремы 2 получаем, 

что вдоль процесса     ,u t x t  
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 1

1

max ( ( ), ) 0.
( ) a A

x t a
L v 


 


 

Пусть ( )A x   множество максимумов функции ( , )x a , т.е. 

 1 1 1 1( ( )) : ( ( ), ) max ( ( ), ) max ( ( ), ).
a A a A

A x t a A x t a x t a x t a
 

       

Учитывая известную формулу о производной по направлению функции типа максимум (см., 

напр.: [9, 10]), из неравенства (18) получаем, что 

  
1

1
1 1

( ( ))
1

'( ( ), )
max ( ( ), ) max ( ) 0.

( ) a A a A x t

x t a
x t a L v

L v x 


  

 
 (27) 

Принимая во внимание выражение )(1 vL  из (17), неравенство (27) записывается в виде:  

 

    

    

1

1
0

1

0

1
1 1

( ( ))

1

'( ( ), )
max , , ( ), ( ) , , ( ), ( )

( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) 0.

t

a A x t
t

t

t

x t a
f t t x t v t f t t x t u t

x

R t f t x t v t f t x t u t







 

 


     







 (28) 

Введем обозначения  

     
1

0

1
1

' '

1 1

'( ( ), )
( ) ( , ),

, ( ), ( ), ( ) ( ( ), ) , , ( ), ( ) ( ) , , ( ), ( ) .

a

t

a x a

t

x t a
t R t

x

H t x t u t t x t a f t t x t u t t f t x t u t



  



     
 

Тогда неравенство (28) записывается в виде:  

     
1

1 1
( ( ))

min , ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( ) 0.a a
a A x t

H t x t v t t H t x t u t t


     (29) 

Сформулируем полученный результат: 

Теорема 5. Для оптимальности допустимого управления u(t) в рассматриваемой задаче (1), (2), 

(26) необходимо, чтобы неравенство (29) выполнялось для всех   , .v t U t T   

Перейдем теперь к доказательству линеаризованного условия максимина при выполнении 

предположений теоремы 3. 

При выполнении условий теоремы 3 получаем, что вдоль оптимального управления u(t) выпол-

няется неравенство 

1

1
2

( ( ))

'( ( ), )
max ( ) 0.

a A x t

x t a
L v

x





 

Учитывая выражение )(2 vL , последнее неравенство записывается в виде:  

  
1

1
0

1
1

( ( ))

'( ( ), )
max , ( ) ( ) 0

t

a A x t
t

x t a
Q t t v t u t

x



 


  

для всех    , .v t U t T   

Следовательно, учитывая вид функции Гамильтона Понтрягина, приходим к следующему 

утверждению: 

Теорема 6. Если множество U выпуклое, а  , , ,f t x u  имеет также по u непрерывную произ-

водную, то для оптимальности допустимого управления u(t) в задаче (1)–(2), (26) необходимо, чтобы 

неравенство 

   
1

'

( ( ))
min , ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) 0u a

a A x t
H t x t u t t v t u t


    (30) 

выполнялось для всех   , .v t U t T   
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Неравенство (30) является аналогом линеаризованного принципа максимина, доказанный в ра-

боте [11], для задачи оптимального управления обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

 

Заключение 

 

В работе рассматривается дискретная задача оптимального управления, описываемая системой 

разностных уравнений Вольтерра и недифференцируемым функционалом качества. Получены общие 

необходимые условия оптимальности, которые охватывают задачу в минимакс, также используя 

дифференциальное свойство функций максимума, доказаны необходимые условия оптимальности  

в форме принципа максимина и линеаризованного принципа максимина. 
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