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Аннотация. Рассмотрены методы исследования неопределенностей вероятностных оценок эмпирических 

функций распределения. Для этого предлагается новый подход, основанный на понятии распределения вто-

рого порядка. Для численных реализаций операций над распределениями второго порядка применяются ве-

роятностные расширения их параметризованных представлений. Приведены примеры использования данного 

подхода для оценки надежности технических объектов в условиях малых выборок.  
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Abstract. The article considers methods for studying the uncertainties of probabilistic estimates of empirical  

distribution functions. To this end, a new approach based on the concept of a second-order distribution is proposed. 

For numerical implementations of operations on second-order distributions, probabilistic extensions of their para-

metrized representations are used. Examples of using this approach to assess the reliability of technical objects under 

conditions of small samples are given. 
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Построение эмпирических функций распределения практически не бывает точным; оно сопровож-

дается ошибками, что приводит к неопределенности вероятностных оценок. Неточные вероятности – 

один из источников вероятностей второго порядка. Предположим, что у нас есть оценка вероятности P 

некоего события. Когда мы можем оценить границы P1 ≤ P ≤ P2, можно говорить об интервальной 

оценке вероятности P. Такие интервальные оценки для гистограмм приводят к интервальным гисто-
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граммам. В тех случаях, когда для P существует вероятностная оценка, можно говорить о вероятно-

сти второго порядка. Таким образом, вероятности второго порядка – это вероятностные оценки самих 

вероятностей. 

Для работы с неопределенными вероятностями существует несколько подходов [1]. Один  

из распространенных методов работы с неопределенными вероятностями – использование P-box [2]. 

P-box представляет собой интервальную функцию распределения (F1(x) ≤ F(x) ≤ F2(x)). 

В работе [3] показано использование неопределенных вероятностей в инженерных расчетах. 

При этом предполагается, что при стохастическом моделировании для входных данных известны  

семейства распределений. Входные данные для моделирования выбираются случайным образом из 

этих семейств, далее методом Монте-Карло производится стохастическое моделирование. Важно  

отметить, что при работе с неопределенными вероятностями существенным препятствием является 

отсутствие эффективных арифметических операций. 

Одним из подходов, моделирующих неопределенность вероятностных оценок, стало использо-

вание вероятностей второго порядка. В работе [4] для представления вероятностей второго порядка 

предложено новое понятие гистограммы второго порядка. Применение вычислительного вероятностно-

го анализа позволило развить идею далее на основе применения кусочно-полиномиальных моделей [5, 

6]. Для численных реализаций операций над распределениями второго порядка в статье рассматрива-

ется новый подход, основанный на использовании вероятностных расширений их параметризован-

ных представлений. 

Следует отметить давний и устойчивый интерес к вероятностям второго порядка в различных 

областях, включая принятие решений [7, 8]. Среди русскоязычных монографий, посвященных мето-

дам работы с неопределенностями, можно выделить работы О.И. Ужга-Реброва [9]. 

 

1. Вероятностные расширения 

 

Основа вычислительного вероятностного анализа – численные арифметические операции над 

функциями плотностей вероятностей и вероятностные расширения (построение законов распределе-

ний функций случайных аргументов). Функции плотности вероятности случайных величин x, y, z бу-

дем обозначать полужирным фонтом x, y, z. Тогда функция плотности вероятности z случайной вели-

чины z = x * y, * { }   , записывается в виде z = x * y.  

Рассмотрим задачу определения закона распределения функции нескольких случайных аргу-

ментов.  

Пусть 
1 2

( )
n

x x … x    – система случайных непрерывных переменных с совместной функцией 

плотности вероятности 
1 2

( )
n

p x x … x   . Случайная переменная z 

1 2
( )

n
z f x x … x      

где функция nf R R  .  

Определение 1. Будем говорить, что случайная функция f: Rn → R является вероятностным 

продолжением вещественной функции nf R R   на множестве nD R , если ( ) ( )x f xf  для всех 

точечных аргументов x D .  

Определение 2. Случайная функция f: Rn → R называется вероятностным расширением веще-

ственной функции nf R R   на множестве nD R , если она  

(i) является вероятностным продолжением f на D,  

(ii) функция плотности вероятности f совпадает с функцией плотности вероятности z случайной 

величины z:  

1 2
( )

n
z f x x … x      

Таким образом, мы можем записать  

1( )n…   z f x x  
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В тех случаях, когда надо указать непосредственно значение плотности вероятности f в некото-

рой точке ξ, будем использовать обозначение  

1(ξ) ( )(ξ)n…   z f x x  

Теорема 1 [10]. Пусть 1( )nx … x   – случайные величины и 
1( , )n…f x x  – вероятностное расши-

рение 
1 2

( )
n

f x x … x   , и для всех вещественных t  функция 
2( , , )nt …f x x  – вероятностное расширение 

2
( )

n
f t x … x   . Тогда  

1

1
1 1 2( )(ξ) ( ) ( )(ξ)

x

n n
x

… t t … dt      f x x x f x x
 

 
2. Распределения второго порядка 

 

В вероятностном пространстве (Ω, ℱ, ℙ) случайный процесс представляет собой набор случай-

ных величин  

{ ( ω) ω }a x x D       

Термин «случайное поле» обычно относится к случайному процессу, принимающему значения в ев-

клидовом пространстве Rd, d = 1, 2, 3. Случайное поле можно посмотреть двумя способами:  

– для фиксированного x D , ( )a x  является случайной величиной в Ω;  

– для фиксированного ω , ( ω)a   является реализацией случайного поля в D.  

Определение 3. Распределение второго порядка f(2) – случайное поле f(x, ω), x D  , за-

данное на D R , где (Ω, ℱ, ℙ) – вероятностное пространство. Обладает следующими свойствами: 

для фиксированного ω , ( )f   является функцией распределения fω. 

В тех случаях, когда для распределений второго порядка fi, ( ω)if   – функции плотности веро-

ятности, для распределений второго порядка можно определить арифметические операции.  

Определение 4. Операции над распределениями второго порядка. Пусть (2) (2),f g  – распреде-

ления второго порядка, (Ωf, ℱf, ℙf), (Ωg, ℱg, ℙg) – соответственно их вероятностные пространства. То-

гда результат операции (2) (2)*f g , * { }   , – распределение второго порядка (2)
F :  

( ω ) { ( ω )* ( ω ) (ω ω ) }
f g f g

F
 

      f g  

где (Ω*, ℱ*, ℙ*) – вероятностное пространство, f g   .  

Рассмотрим пример построения кусочно-полиномиального представления для распределения 

второго порядка. Пусть 
1(ξ ξ )n…  , n = 9, – выборка случайной величины X с функцией распределения 

( ) [0 2]F t t   . Далее (ξ ) 1i iz F i … n     . Заметим, что 1iz i … n     – равномерно распределенные слу-

чайные величины на отрезке [0, 1]. Если 1 2 n
z z … z   , тогда kz  – k-я порядковая статистика и ма-

тематическое ожидание [ kzE ] ( 1)k n   .  

На рис. 1 представлена функция распределения второго порядка, аппроксимирующая распреде-

ления кусочно-линейных интерполяций распределений Ирвина–Холла третьей степени, построенная на 

выборке случайной величины размерности 9. Голубые линии – плотности вероятности случайной ку-

сочно-линейной функции. Красная линия – точная функция распределения. Зеленые линии – границы 

95%-ной доверительной области.  

Функция плотности вероятности есть производная от функции распределения  

( ) ( )f x F x   

следовательно, производная от функции распределения второго порядка будет функцией плотности 

вероятности второго порядка.  

Производная от кусочно-линейной функции – кусочно-постоянная функция. На рис. 2 приведен 

пример кусочно-постоянной функции – функции плотности вероятности второго порядка (надежной 
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оценки ф.п.в.). Красная линия – точная функция плотности вероятности. Синие линии – функции 

плотности вероятности надежной оценки, построенной на выборке случайной величины размерности 9.  
 

 

Рис. 1. Распределение второго порядка, аппроксимирующее распределение Ирвина–Холла третьей степени 

Fig.1. Second order distribution, approximating the Irwin-Hall distribution of the third degree 

 

 

Рис. 2. Функция плотности вероятности второго порядка 

Fig. 2. Second order probability density function 

 

Далее будем использовать эрмитовы кубические сплайны S и точки ( ( 1))ix i n    для построе-

ния аппроксимации функции распределения F: 

2 2, [0 1],
( )

(2 2) 1, [1 2],

x x
F x

x x x

   
 

    
 

(0) 0 (0) 0,S S    (1) 1 (1) 0,S S    

( ) ( 1) ( 1) ( 2)S x fv x mw x v x       

2 2( ) ( 1) (2 1) ( ) ( 1) ,v x x x w x x x             

2 2

2

1

( (ξ ) ) α || " || min
n

i i

i

s z s


     

,Ay b  

где вектор ( )y f m   . Значение параметра α выбиралось таким образом, чтобы константы f, m 

определяли монотонный сплайн; легко видеть, что точка (f, m) должна лежать внутри треугольной 

области с вершиной в точке (0,5; 1,5) и основанием [0; 1]. На рис. 3 приведены функции плотности 

вероятности констант m и f. Распределение второго порядка S можно представить в парамет-

ризованном виде 

( ) ( 1) ( 1) ( 2)x v x w x v x       S f m f m,  
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Рис. 3. Функции плотности вероятности констант m и f 

Fig. 3. Probability density functions of constants m and f 
 

Для нахождения функции плотности вероятности распределения второго порядка продиффе-

ренцируем S: 

( ) ( 1) ( 1) ( 2)x v x w x v x         S' f m f m,  

На рис. 4 представлена функция плотности вероятности второго порядка. Красная линия – ма-

тематическое ожидание ES, зеленые линии – верхние и нижние границы доверительного интервала, 

синие линии – функции плотности вероятности при фиксированных значениях аргумента. 
 

 

Рис. 4. Функция плотности вероятности второго порядка 

Fig. 4. Second order probability density function 

 

 

Рис. 5. Сумма распределений второго порядка 

Fig. 5. The sum of the second order distributions 
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В силу того, что распределения второго порядка мы представляем в параметризованном виде, 

для операций над распределениями второго порядка воспользуемся техникой вероятностных расши-

рений. Таким образом, арифметические операции можно представить как вероятностные расширения 

соответствующих функций от параметров. На рис. 5 показан результат сложения двух распределений 

второго порядка, представленных случайными эрмитовыми сплайнами [6]. Красная линия – матема-

тическое ожидание распределения второго порядка, зеленые линии – верхние и нижние 95%-ные до-

верительные границы, синие линии – функции плотности вероятности при фиксированных значениях 

аргумента.  

 

3. Достоверные оценки показателей надежности оборудования 

 

В качестве примера использования распределений второго порядка рассмотрим построение до-

стоверных оценок показателей надежности оборудования в условиях малых выборок статистических 

данных об отказах. Подход основан на использовании порядковых статистик и случайных интерпо-

ляционных многочленов для построения достоверных оценок функций распределения. 

Вероятность безотказной работы P(t) – это вероятность того, что в течение указанного времени 

работы не произойдет отказа. Время работы – это продолжительность или объем работы. Частота от-

казов – мера отказов за единицу времени. Частота отказов зависит от распределения отказов, которое 

представляет собой совокупную функцию распределения, описывающую вероятность отказов до мо-

мента времени t: 

0

( ξ ξ) ( ) ( )
λ( ) lim

( ) 1 ( )t

P t t t t f t f t
t

t P t F t 

     
   

 
 

Заметим, что ( ) ( )f t P t  и  

( )
λ( )

( )

P t
t

P t


    

где P(t) – вероятность безотказной работы. 

Пусть 
1

(ξ , 
2

ξ , …, ξ )
n

 – статистика отказов, полученная опытным путем. Тогда  

0
ln( ) λ(ξ) ξ

i

iz d  


 

где (ξ )i iz P .  

Для нахождения λ(t) будем использовать метод наименьших квадратов. Представим аппрокси-

мацию λ(t) в виде случайной кусочно-линейной функции l(t)  

1

λ( ) ( ) ψ ( ) [0 ]
m

i i

i

t l t a t t T


       

где {ψ 1 }i i … m     – базис в пространстве кусочно-линейных функций. Следуя работе [5], получаем 

приближение  

1 1

λ( ) ψ ( ) ln( )
n m

j l l

l j

t t z
 

 
  

 
   

Поскольку известна совместная функция плотности вероятности 1
(p z 

2
)

n
z … z  , можем построить ве-

роятностное расширение l(t):  

1 1

( ) ψ ( ) γ ln( )
n m

lj l

l j

t t
 

 
  

 
 l z  

Пример. Имеем 
1

(ξ , 
2

ξ , …, ξ )
n

, n = 29. Предположим, λ(t) имеет вид:  

0,2 [0;0,7],
λ( )

0,2 12( 0,7) 0,7.

t
t

t t

 
 

  
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На рис. 6 приведена достоверная оценка интенсивности отказов модельной задачи. Оттенками 

серого показаны плотности вероятности распределения второго порядка. На рис. 6 показана оценка 

функций плотности вероятности P(t) в момент времени t = 1. 
 

       

Рис. 6. Достоверная оценка интенсивности отказов и вероятности безотказной работы 

Fig. 6. Reliable assessment of failure rate and probability of failure-free operation 
 

Используя вероятностное расширение λ, можно вычислить значения оценки функции плотно-

сти вероятности P(t) в любое время. Используя оценки функции плотности вероятности P(t) в виде 

сплайнов, мы можем, например, оценить риск того, что вероятность P(1) > 0,2 или P(1) < 0,05.  
 

Заключение 
 

Применение кусочно-полиномиальных моделей распределений второго порядка позволяет 

строить надежные оценки эмпирических функций распределений. Рассмотренные примеры численных 

операций над распределениями второго порядка в задачах построения оценок надежности оборудо-

вания в условиях малых выборок подтверждают этот вывод. Дальнейшее использование распределе-

ний второго порядка может быть направлено на оценки рисков, принятие решений, стохастическое 

моделирование в условиях эпистемической неопределенности. 
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