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Аннотация. Проведено численное исследование скорости всплытия одиночного 

газового пузырька в вязкой жидкости с растворенным поверхностно-активным ве-

ществом (ПАВ) и характеристик гидродинамического и диффузионного процессов 

на свободной поверхности в условиях доминирования сил вязкого трения над гра-

витационными силами. Представлена оригинальная методика расчета с учетом сил 

поверхностного натяжения и эффекта Марангони. Продемонстрированы эффекты 

влияния концентрации поверхностно-активных веществ на характеристики гидро-

динамического и диффузионного процессов.  
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Abstract. This paper presents a study of the rising velocity of a single gas bubble in  

a viscous liquid with a dissolved surfactant and the characteristics of hydrodynamic and 
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diffusion processes on the free surface under conditions of dominance of viscous friction 

forces over gravitational forces. The original computational method accounting for the 

surface tension forces and the Marangoni effect caused by the surfactant concentration 

gradient along the boundary is presented. The mathematical formulation of the problem 

includes the equations of motion, continuity, and convective diffusion. The boundary 

conditions on the free surface are written with account for the discontinuity of shear and 

normal stresses. The surfactant transport on the surface is described in accordance with 

the Langmuir model. The free surface motion is carried out in compliance with the kine-

matic condition. The approach is based on the simultaneous use of the finite volume 

method and the method of invariants, which allows one to explicitly identify a free sur-

face with valid natural boundary conditions. The effect of concentration of surfactants on 

the characteristics of hydrodynamic and diffusion processes is demonstrated. 

Keywords: gas bubble, viscous liquid, surfactant, rising velocity, numerical simulation, 

parametric studies 
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Введение 

 

Движение газовых пузырьков в вязких средах имеет большое практическое 

значения для различных отраслей промышленности. Характерной особенностью 

многих технологических процессов является наличие растворенных в жидкости 

поверхностно-активных веществ, которые влияют на динамику всплытия газовых 

включений. Их присутствие приводит к снижению скорости всплытия вследствие 

эффектов, вызванных неравномерным распределением ПАВ на поверхности раз-

дела [1]. 

Экспериментальное исследование динамики жидкости в окрестности движу-

щегося пузырька – достаточно сложная и трудоемкая задача, которая ограничи-

вается лишь фиксацией интегральных характеристик, например скорости всплы-

тия и формы поверхности [2–5]. Математическая постановка задачи о движении 

пузырька в вязкой среде с растворенным ПАВ является достаточно сложной, и ее 

успешная реализация возможна лишь с помощью численных методов. Численное 

моделирование процесса всплытия одиночного пузырька при числах Рейнольдса 

порядка 100 представлено в [6–8]. Модель stagnant-cap, которая разделяет по-

верхность пузырька на два участка, используется для упрощения математической 

постановки задачи. В кормовой части пузырька поверхность считается твердой, и 

на ней выполняется условие прилипания, а на передней части выполняется условие 

проскальзывания [6, 9, 10]. При использовании такого допущения распределение 

концентрации ПАВ вдоль поверхности пузырька выбирается на основе экспери-

ментальных данных. 

Целью настоящей работы является исследование скорости всплытия одиноч-

ного газового пузырька в вязкой жидкости с растворенным ПАВ и характеристик 
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гидродинамического и диффузионного процессов на свободной поверхности  

в условиях доминирования сил вязкого трения над гравитационными силами. 

 
Математическая постановка задачи 

 

Рассматривается задача о всплытии воздушного пузырька в вязкой жидкости  

с растворенным ПАВ. Движение предполагается осесимметричным, а газ в пузырь-

ке – идеальным. Область течения и система координат представлены на рис. 1, а. 

Движение вязкой жидкости описывается системой уравнений Навье–Стокса и 

неразрывности, а перенос ПАВ – уравнением конвективной диффузии, которые  

в векторной форме имеют следующий вид: 
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Здесь ρ – плотность жидкости, u – вектор скорости, t – время, p – давление, μ – 

коэффициент динамической вязкости, с – объемная концентрация поверхностно-

активного вещества, D – коэффициент объемной диффузии, g – ускорение сво-

бодного падения.  
 

 
a                                                     b 

Рис. 1. Область течения (а) и ее дискретизация (b) в окрестности пузырька 

Fig. 1. (a) Flow region and (b) its discretization in the vicinity of a bubble 
 

На оси симметрии Г1 выполняются условия симметрии, на внешних границах 

Г2 жидкость покоится. При этом границы Г2 удалены на достаточное расстояние 

от пузыря, чтобы избежать их влияния на динамику всплытия. Граничные усло-

вия на свободной поверхности включают динамические условия для нормальных 

и касательных напряжений: 
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где p* – давление газа в пузырьке, σ – коэффициент поверхностного натяжения, 

k1, k2 – главные кривизны свободной поверхности, n, s – нормальное и касательное 

направление на свободной поверхности соответственно. Движение поверхности 

описывается кинематическим граничным условием. Значение коэффициента σ 

определяется по формуле Фрумкина 
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где σ0 – коэффициент поверхностного натяжения для чистой жидкости, Rg – уни-

версальная газовая постоянная, T – температура на границе раздела, c  – поверх-

ностная концентрация ПАВ, c

  – поверхностная концентрация насыщения. 

Поверхностная концентрация ПАВ рассчитывается в соответствии со следу-

ющим уравнением [1]: 

 ( ) 2

s s

с
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Здесь D  – поверхностный коэффициент диффузии, S   – источниковый член, 

определяемый по формуле 

 S D c
 = −  n , (5) 

где c


 – объемная концентрация ПАВ вблизи границы, значение которой опре-

деляется из условия [1]  
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В последнем уравнении ka, kd – константы скорости адсорбции и десорбции соот-

ветственно. Выражение (6) является граничным условием на свободной границе 

для уравнения конвективной диффузии системы (1). 

В начальный момент времени пузырек имеет форму сферы с радиусом R и 

находится в покоящейся жидкости на глубине H. При этом объемная концентра-

ция ПАВ равна c0, а поверхностная концентрация определяется из условия рав-

новесия процесса адсорбции и десорбции 
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Физическое содержание представленной математической модели подробно 

описано в [11]. 

Для проведения численного моделирования поставленная задача записывает-

ся в безразмерном виде с использованием величины R для масштаба длины и 

следующих безразмерных переменных: 
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Тогда система уравнений (1) перепишется в виде: 
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где / g=e g .  

Граничные условия на свободной поверхности (2) в безразмерной форме 

имеют вид: 
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Математическая постановка сопряженной задачи (4)–(6) перепишется следу-

ющим образом: 
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Значение безразмерного коэффициента поверхностного натяжения определя-

ется согласно формуле 

( )1 Ma ln 1 = + − . 

Постановка задачи в безразмерных переменных (7)–(9) включает следующие 

безразмерные числа подобия: 
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Метод расчета 

 

Для решения поставленной задачи используется оригинальная численная ме-

тодика, в основе которой лежит смешанный эйлерово-лагранжев подход [12]. 

Система уравнений (7) дискретизируется на фиксированной разнесенной сетке 

методом контрольного объема. Алгоритм SIMPLE [13] применяется для выпол-

нения разностного аналога уравнения неразрывности. Гидродинамические харак-
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теристики на свободной поверхности рассчитываются с использованием метода 

инвариантов [14]. Свободная поверхность представляется набором маркерных 

частиц, которые являются расчетными узлами и перемещаются в соответствии  

с кинематическим условием. Вид расчетной сетки внутри области решения пред-

ставлен на рис. 1 b. 

По мере всплытия пузырька маркеры, расположенные в начальный момент 

времени равномерно, перемещаются вдоль границы, что приводит к необходимо-

сти их перераспределения. Данная процедура проводится с использованием ин-

терполяционного сплайна для сглаживания поверхности [15] с дальнейшим при-

менением метода прогонки для пятидиагональной матрицы [16]. 

Шаг по времени выбирается в соответствии с формулой 
20.25Ga h = , 

где h – шаг квадратной сетки по пространству. 

Описанная вычислительная методика тестировалась на задаче о всплытии пу-

зырька в двух режимах, при этом значения безразмерных критериев соответство-

вали всплытию воздушного пузырька в глицерине. Первый режим всплытия пу-

зырька – в жидкости без ПАВ, а второй режим – всплытие с растворенным ПАВ  

в рамках сформулированной постановки задачи. В обоих случаях устанавливает-

ся стационарная скорость всплытия пузырька U0. Известно, что для случая малых 

значений числа Re коэффициент сопротивления СD определяется из решения 

Адамара–Рыбчинского и равен 16/Re, где 02
Re

Ru
=


 – число Рейнольдса. 

Проверка аппроксимационной сходимости проводилась по скорости всплытия 

пузырька в двух режимах и продемонстрирована на рис. 2.  
 

 
                                          a                                                                             b 

Рис. 2. Зависимость скорости всплытия пузырька от времени (Ga = 0.1, Bo = 0.015,  

Pe = PeΣ = 103, Ma = 0.3, A = 0.48; 1, 2, 3 – h = 1/10, 1/20, 1/40): a – La = 0.22∙10–3,  

b – La = 56∙10–3 

Fig. 2. Time dependence of the bubble rising velocity (Ga = 0.1, Bo = 0.015, Pe = PeΣ = 103,  

Ma = 0.3, A = 0.48; h = (1) 1/10, (2) 1/20, and (3) 1/40): (a) La = 0.22∙10–3 and (b) La = 56∙10–3 
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Колебательный характер поведения кривых сходимости связан с такими особен-

ностями вычислительной технологии, как перестройка расчетных сеток внутри 

области и на поверхности раздела, возникновение нерегулярных узлов вблизи 

свободной границы и т.п. 
 

Результаты расчетов 
 

Скорость всплытия пузырька в вязкой жидкости устанавливается, когда грави-

тационные силы уравновешиваются гидродинамическими силами. Силы гидроди-

намического сопротивления определяются соотношением нормальных и касатель-

ных напряжений на поверхности раздела. Для пузырька, всплывающего в чистой 

жидкости, справедливо допущение о нулевых касательных напряжениях. Наличие 

растворенного в жидкости ПАВ приводит к формированию на поверхности дви-

жущегося пузыря слоя с неоднородным распределением концентрации ПАВ. Как 

следствие, возникают ненулевые касательные напряжения, вызванные эффектом 

Марангони. 

Рассмотрим процесс установления скорости всплытия пузырька в зависимо-

сти от числа Лангмюра La (рис. 3, а) при прочих равных (Ga = 0.1, Bo = 0.015,  

Pe = PeΣ = 103, Ma = 0.3, A = 0.48), что соответствует изменению начальной кон-

центрации ПАВ с0. Малость Ga обеспечивает практически сферическую форму 

поверхности [17]. Значения физико-химических констант модели соответствуют 

паре воздух–глицерин, при этом пузырек имеет миллиметровые размеры. Для 

низких значений числа La, что соответствует малой концентрации, наблюдается 

достаточно быстрый выход скорости всплытия на стационарное значение. Уве-

личение La приводит к формированию максимума на кривой, при этом стацио-

нарное значение скорости уменьшается с ростом La.  
 

 
                                          a                                                                             b 

Рис. 3. Зависимость скорости всплытия пузырька от времени (а): 1, 2, 3, 4, 5 – La = 0.22∙10–3, 

2.2∙10–3, 11∙10–3, 22∙10–3, 56∙10–3; зависимость установившейся скорость всплытия  

от параметра La (b) 

Fig. 3. (а) Bubble rising velocity versus time: La = (1) 0.22∙10–3, (2) 2.2∙10–3, (3) 11∙10–3,  

(4) 22∙10–3, and (5) 56∙10–3; (b) steady rising velocity versus parameter La  
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На начальной стадии распределение концентрации вдоль свободной границы 

имеет практически однородный характер, поэтому динамика всплытия близка  

к случаю чистой жидкости. Однако с течением времени происходит перераспреде-

ление поверхностно-активного вещества вдоль границы, что приводит к проявле-

нию эффектов, описанных выше. Аналогичный характер установления скорости 

всплытия пузырька в жидкости с ПАВ наблюдается в эксперименте [2, 4]. Эволю-

ция профиля поверхностной концентрации представлена на рис. 4, а. Угол φ отсчи-

тывается от оси z, ноль соответствует нижней части пузыря (см. рис 1, а). С тече-

нием времени распределение Г устанавливается, в нижней части формируется зона 

повышенной концентрации вследствие сноса ПАВ потоком вязкой жидкости. 

 

  
                                          a                                                                             b 

Рис. 4. Концентрация ПАВ вдоль границы от φ: (а) La = 0.022; (b) La = 0.22∙10–3, 2.2∙10–3, 

11∙10–3, 22∙10–3, 56∙10–3 – кривые 1, 2, 3, 4, 5 соответственно,  = 5 

Fig. 4. Surfactant concentration along the boundary versus φ: (a) La = 0.022; (b) La = (1) 

0.22∙10–3, (2) 2.2∙10–3, (3) 11∙10–3, (4) 22∙10–3, and (5) 56∙10-3 at  = 5 

 

Зависимость установившейся скорости всплытия от числа La представлена на 

рис. 3, b для различных значений параметра Pe. Видно, что с ростом числа 

Лангмюра скорость монотонно убывает и выходит на постоянное значение. Такое 

поведение объясняется характером кривых установившегося распределения кон-

центрации на поверхности пузырька (рис. 4, b). С ростом La растут абсолютные 

значения концентрации, при этом ее градиент вдоль поверхности, который опре-

деляет значение касательного напряжения, для случаев La = 22∙10–3, 56∙10–3 при 

Pe=100 практически совпадает, как следствие установившиеся значения скорости 

всплытия отличаются слабо. Уменьшение Pe приводит к падению роли конвектив-

ного переноса вещества и, соответственно, меньшим градиентам концентрации ПАВ 

вдоль поверхности, что, в свою очередь, снижает коэффициент сопротивления. 

Распределения аксиальной и радиальной скоростей жидкости на свободной  

поверхности представлены на рис. 5. Для малого значения La форма профилей 

скорости соответствует решению Адамара–Рыбчинского (кривая 1). Увеличение 

концентрации ПАВ в жидкости приводит к формированию касательного напря-
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жения на поверхности, пропорционального градиенту концентрации, которое 

препятствует движению частиц вдоль поверхности к кормовой части пузырька.  

В результате при La = 56∙10–3 радиальная скорость близка к нулю, а профиль ак-

сиальной – практически однородный. Пузырь всплывает как твердое тело. Значе-

ние установившейся скорости всплытия при этом ниже, чем по Стоксу, что, по-

видимому, объясняется зависимостью лапласовского давления на границе разде-

ла от концентрации ПАВ.  

 

 
                                          a                                                                             b 

Рис. 5. Распределение скоростей Uz и Ur вдоль поверхности в момент t = 5:  

1, 2, 3 – La = 0.22∙10–3, 11∙10–3, 56∙10–3 

Fig. 5. Distribution of velocities Uz and Ur along the surface at a time instant of t=5:  

La = (1) 0.22∙10–3, (2) 11∙10–3, and (3) 56∙10–3 

 

На верхней части пузыря коэффициент поверхностного натяжения больше, 

чем на нижней, следовательно, давление на верхней части больше, чем на ниж-

ней, что приводит к дополнительному сопротивлению по сравнению со случаем 

всплытия твердой сферы. 

 

Заключение 

 

Проведено численное исследование влияния ПАВ на динамику всплытия  

газового пузырька в вязкой жидкости в условиях доминирования сил вязкого 

трения над гравитационными силами (Ga = 0.1). Физическая постановка задачи 

предполагает формирование поверхностного слоя на свободной границе за счет 

процессов адсорбции и десорбции ПАВ. Основу математического описания рас-

сматриваемого процесса образуют уравнения Навье–Стокса, неразрывности, 

уравнения конвективной диффузии ПАВ в объеме жидкости и на поверхности 

раздела. Вычислительная технология включает использование метода контроль-

ного объема для расчета характеристик внутри области и метода инвариантов  

для определения гидродинамических характеристик свободной поверхности.  

В результате параметрических исследований получены зависимости установив-
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шейся скорости всплытия пузырька от определяющих параметров (Pe = 1–100,  

La = 0.22∙10–3–56∙10–3). Установлено, что эффект Марангони, вызванный зависи-

мостью поверхностного натяжения от концентрации ПАВ, замедляет скорость 

всплытия по сравнению со случаем чистой жидкости, и при некоторых значениях 

параметров эта скорость может быть меньше таковой для стоксовского режима. 
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