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2( , , ) ( ) : (1 ) ( ) ,C a f z z f z a a  
  = −  −  

  
 

0 1,    0 1,    1/ 2,a   почти выпуклых порядка γ функций, обобщающий 
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Abstract. The paper introduces a class ( , , )C a   of functions ( )f z , analytic in the unit disk 

 : 1E z z=  , having a power series expansion of the form 2 3
2 3( ) ...,f z z a z a z= + + +  

,z E  and satisfying the condition ( )
1

21 ( ) ,z f z a a
 −  − 

 
 where 0 1,    

0 1,    and 
1

.
2

a   It is proved that all functions of class ( , , )C a   are close-to-

convex of the order of γ. Class ( , , )C a   generalizes classes of functions with bounded 

turning Re ( ) 0f z   (as ,a →+  0 = ) and functions ( )f z  convex in the direction of 

the imaginary axis 2Re[(1 ) ( )] 0z f z−    ( ,a →+  1 = ) and creates a simple para-

metric passage from one class to another. 

Based on the subordination method in class ( , , )C a   and its subclasses, exact estimates 

are obtained for ( ) , ( ) , ( ) / ( )f z f z zf z f z    and the exact radii of the convexity. In par-

ticular cases, they yield previously known results for functions with bounded turning and 

functions convex in the direction of the imaginary axis.  

Using the relationship ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , ),f z C a F z zf z T a    =     the article intro-

duces the class 
1

2( , , ) ( ) : (1 ) ( ) /Т a F z z F z z a a     = −  −     
 functions generalizing 

the class of typically real functions and the class of functions satisfying the condition 

Re[ ( ) / ] 0.F z z   In the class ( , , )Т a   and its subclasses, exact estimates of 

( ) , ( ) / ( )F z zF z F z  are found and the exact radii of starlikeness are determined, which 

generalizes the classical results for typically real functions. 

Keywords: geometric theory of functions, single-leaf functions, estimates of analytic 

functions, typically real functions, radii of convexity 
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Введение 

 

Пусть A – класс аналитических в круге  : 1E z z=   функций ),(zf  имею-

щих разложение вида ,...,)( 3

3

2

2 Ezzazazzf +++=  а S есть класс всех функ-

ций Azf )( , однолистных в E. 

Уже не один десяток лет внимание многих математиков привлекают различ-

ные подклассы класса K почти выпуклых функций ),(zf  введенного Одзаки [1] и 

Капланом [2] с помощью условия 

 
( )

Re 0, ,
( )

f z
z E

g z

 
  

 
 (1) 

где )(zg  – аналитическая функция, отображающая круг E на какую-нибудь вы-

пуклую область. Известно, что SK   и подклассами класса K являются классы 

выпуклых 0S  и звездообразных *S  функций.  

В работах М. Рида и А. Реньи [3, 4] с помощью условия 

 
( )

arg , 0 1, ,
( ) 2

f z
z E

g z

 
     


 (2) 

введен подкласс ( )K   класса K функций ( ),f z  однолистных и почти выпуклых 

порядка γ. 

Каждой функции 
0)( Szg   соответствует свой подкласс почти выпуклых 

функций ( ),f z  наследующий в некоторой степени свойства функции ).(zg  

Например, функциям ,
1

1
ln

2

1
)(1

z

z
zg

−

+
=  ,

1
)(2

z

z
zg

−
=  )1ln()(3 zzg −−=  соответ-

ствуют следующие подклассы почти выпуклых функций: 0))()1Re(( 2 − zfz , 

0))()1Re(( 2 − zfz , .0))()1Re(( − zfz    

Среди таких подклассов особый интерес представляют функции, выпуклые  

в определенном направлении, а также классы функций, соединяющие с помощью 

параметра различные подклассы класса K. Например, в работе [5] исследовался 

класс функций, выпуклых в положительном направлении действительной оси 

(подкласс функций (1) с )1/()( zzzg −= ). Работа [6] дала толчок целому ряду 

исследований класса выпуклых в направлении мнимой оси функций, удовлетво-

ряющих условию 

 
2Re((1 ) ( )) 0, .z f z z E−    (3) 

В работе [7] изучались свойства класса функций ,)( Azf   удовлетворяющих 

условию 
2Re((1 ) ( )) 0,z f z−    0 1, .z E     При 1 =  получается условие  

на класс функций, выпуклых в направлении мнимой оси, а при 0 →  – условие 

0)(Re  zf  на класс функций с ограниченным вращением (подкласс функ-

ций (1) при zzg =)( ), известное как признак однолистности Носиро [8] и Вар-

шавского [9]. 
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Как и для всего класса S однолистных функций, так и для его подклассов тео-

ремы искажения интересовали многих математиков. Например, в числе первых 

точные оценки )(zf   в классе ( )K   были найдены в работе [4], для класса 

функций с условием (3) – в [10], а для класса функций с ограниченным вращени-

ем – в [11]. 

Введем класс ( , , )C a  , 0 1,    0 1,    ,2/1a  функций ,)( Azf   удо-

влетворяющих условию 

 ( )
1

2(1 ) ( ) , .z f z a a z E


−  −    (4) 

Цель настоящей работы – нахождение неулучшаемых теорем искажения и 

точных радиусов выпуклости в классе ( , , ) ( )C a K    , а также получение ана-

логичных результатов в некотором классе функций, построенном на основе клас-

са ( , , )C a   и обобщающем класс типично вещественных функций. 

 

1. Описание основных классов функций 

 

При 1/ 2 =  условие (4) означает, что множество значений 2(1 ) ( ),z f z z E−   , 

содержится в области }0Re,:{ 2 − waaww , ограниченной лемнискатой Бер-

нулли. В общем случае, при 0 1,    множество значений 
2(1 ) ( ),z f z z E−    

содержится в области, симметричной относительно действительной оси, ограни-

ченной кривой, сходной с правой половиной лемнискаты Бернулли с узловой 

точкой 0=w  и углом между касательными в узловой точке, равным γπ. При 

+→a  данная область преобразуется в угол  : arg / 2w w   . 

Основным методом исследования в работе является метод подчиненности. 

Пусть функции ( )z  и 0 ( )z  являются аналитическими в круге E и, кроме того, 

функция 0 ( )z  однолистна в круге E. Говорят, что функция ( )z  подчинена 

функции 0 ( )z  в круге E и пишут 0( ) ( )z z  , если 0( ) ( )E E    и 

0(0) (0). =   С учетом этого на языке подчиненности условие (4) можно запи-

сать в виде: 

( )2 (1 ) 1
(1 ) '( ) ( ) , ( ) , ,

( 1) 2

a z
z f z w z w z a

a a z

 +
− = 

− −
 

где )(zw  – отображение круга E на круг  .: aaww −  Поскольку ( )arg ( )w z

  

/ 2, ,z E    то при любом 2/1a  функция )(zf  удовлетворяет условию 

 2arg((1 ) ( )) , ,
2

z f z z E


−      (5) 

т.е. выполняется условие (2) с выпуклой в круге E функцией 
1 1

( ) ln ,
2 1

z
g z

z

+ 
=

 − 
 

так как 
2 1( ) (1 )g z z − = −  . Поэтому для всех 0 1,    1/ 2a   класс ( , , )C a   
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является подклассом класса ( )K   функций ),(zf  однолистных и почти выпук-

лых порядка γ.  

Заметим, что при +→a  условие (4) преобразуется в условие (5). Поэтому 

при 1 =  класс ( , , )C     совпадает с классом ( )C   функций [12], почти выпук-

лых порядка γ в направлении мнимой оси. Функции класса ( )C   обладают 

наглядным геометрическим свойством [12]: область )(Ef  достижима извне уг-

лами раствора (1 )−    с биссектрисами, параллельными мнимой оси. 

Поскольку из условия (4) следует условие (5), то (1, , ) ( )C a C    при любом 

2/1a . Кроме того, ( ) (1)C C C  =  при всех γ, 0 1,    а C есть класс всех 

функций Azf )( , удовлетворяющих условию (3) и выпуклых в направлении 

мнимой оси [6, 10]. 

Класс C тесно связан с классом T типично вещественных функций, введенным 

В. Рогозински [13], который изучался в работах ряда авторов (см., напр., [13–15]). 

Функция AzF )(  называется типично вещественной, если )(zF  является веще-

ственной при вещественном z и 0Im)(Im  zzF  в остальных точках круга E. 

При этом (см.: [13]) 

 
21

( ) Re ( ) 0, .
z

F z T F z z E
z

 −
     

 
 (6) 

Поэтому с помощью соотношения )()( zfzzF =  осуществляется простой пе-

реход от класса C к классу T и обратно. В связи с этим введем в рассмотрение 

класс ( , , ),T a   0 1,    0 1,    1/ 2,a   функций, удовлетворяющих условию 

 

1
21

( ) , .
z

F z a a z E
z

 − 
−    

 
 (7) 

Между функциями классов ( , , )C a   и ( , , )T a   существует простая связь: 

 ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , ).f z C a F z zf z T a    =     (8) 

Очевидно, что ( , , ) ( , , ), (1, , ) ( ) (1)T a T T T T T        =   =  для всех 1/ 2,a   

0 1.    Таким образом, при 1 =  все функции класса ( , , ),T a   1/ 2,a 

0 1,    являются типично вещественными. 

 

2. Теоремы искажения в классах ),,(  aC  и ),,(  aT  

 

В работе М. Рида [3] в классе ( )K   почти выпуклых порядка γ функций 

найдена точная оценка 

2 2

1 1 1 1
( )

1 1(1 ) (1 )

r r
f z

r rr r

 
− +   

    
+ −+ −   

. 

Ее уточнение для класса ( , , )C a   и его подклассов дает следующее утвержде-

ние. 
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Теорема 1. Пусть функция ( ) ( , , )f z C a   . Тогда в круге z r  имеют ме-

сто точные оценки 

 
2 2

(1 ) 1 (1 ) 1
( ) ,

( 1) ( 1)1 1

a r a r
f z

a a r a a rr r

 
   − +

    
+ − − −+  −   

 (9) 

 
2

2

( ) 2 (2 1)
.

( ) (1 )( ( 1) )1

f z z a r
z

f z r a a rz

   −
− 

 − + −−
 (10) 

Правая оценка в (9) достигается для функции 

 0 2
0

(1 )
( )

( 1) 1

z a t dt
f z

a a t t


 +

=   
− − − 

 (11) 

в точке ,rz =  оценка (10) – для функции (11) в точке ,rz −=  а левая оценка в (9) – 

в точке irz =  для функции  

 1 2
0

(1 )
( ) .

( 1) 1

z a it dt
f z

a a it t


 +

=   
− − − 

 (12) 

Доказательство. Поскольку ( ) ( , , ),f z C a    то в силу (4) выполняется под-

чиненность 

 2
0

(1 )
( ) (1 ) ( ) ( ) .

( 1)

a z
z z f z z

a a z


 +

 = −  =  
− − 

 (13) 

Поэтому в силу (13) при любом ,10,  rr  имеет место включение областей 

0( ) ( ),z r z r      т.е., с учетом вида области ( )0 ,E  в круге rz   справед-

лива оценка 

 2(1 ) (1 )
(1 ) ( ) .

( 1) ( 1)

a r a r
z f z

a a r a a r

 
   − +

 −    
+ − − −   

 (14) 

Учитывая, что 
2 221 1 1 ,z z z−  −  +  из последней оценки получаем 

2 2 (1 )
(1 ) ( ) (1 ) ( ) ,

( 1)

a r
r f z z f z

a a r


 +

 −   −   
− − 

 

откуда вытекает правая оценка (9). Аналогично, поскольку  

2 2(1 )
(1 ) ( ) (1 ) ( ) ,

( 1)

a r
z f z r f z

a a r


 −

  −  +  
+ − 

 

получаем левую оценку (9). 

Для доказательства оценки (10) нам потребуется следующая лемма. 

Лемма. Пусть функция ,1...,)( 1
1 ++= +
+ nzczcz n

n
n

n  является аналитиче-

ской в круге E и удовлетворяет условию 

 
1 1

exp ( ) , , 0 1.
2

z a a a
 

 −      
 

 (15) 

Тогда в круге rz   справедлива точная оценка 
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1(2 1)

( ) ,
(1 )( ( 1) )

n

n n

a nr
z

r a a r

− −
 

− + −
 (16) 

которая достигается для функции )()( 0
nzz =  в точке ,1 rz n −=  где 

0

(1 )
( ) ln .

( 1)

a z
z

a a z

+
 = 

− −
  

Доказательство леммы. Условие (15) равносильно тому, что ).()( 0 zz    

Тогда, как показано в [16], в круге rz   имеет место точная оценка 

 
1

02
( ) ( , ( )),

1

n

n

n r
z R D z

r

−
   

−
 (17) 

где 0 0 ( ),D E=   R – внутренний радиус области 0D  относительно точки ).(z  

В силу свойств внутреннего радиуса области 
2

2

0 0 0

(2 1) (1 )
( , ( )) ( ) (1 ) .

(1 ) ( ( 1) )

a z
R D z z z

z a a z

 −  −
 =   − =

+  + −
 

Известно, что если область симметрична относительно некоторой прямой, не из-
меняется при ее симметризации относительно этой прямой и имеет ограниченный 
максимальный внутренний радиус, то его значение достигается в точке, лежащей на 

этой прямой. Учитывая, что область )(00 ED =  симметрична относительно действи-

тельной оси и отрезок [ 1;1] E−   преобразуется в луч 0( ; ln 2 ] ( ),a E−    имеем  

0 0 0 0max ( , ( )) max ( , ( )).
z r r t r

R D z R D t
 −  

 =   

Обозначим  

0 0

(1 )
( ) ( , ( )) (2 1) , [ , ].

( ( 1) )

t
t R D t a t r r

a a t

−
 =  =  −  −

− −
 

Поскольку ( ) 0 [ , ],t t r r    −  то на ],[ rr−  максимум функции ( )t  достигается 

в точке .rt −=  Следовательно,  

0 0 0 0

1
max ( , ( )) ( , ( )) (2 1) .

( ( 1) )z r

r
R D z R D r a

a a r

+
 =  − =  −

+ −
 

Поскольку ),()( 0 zz    то с учетом разложения )(z  в ряд Тейлора получаем, 

что ( ) ( )nrzrz  0  при любом .10,  rr  Поэтому 

0 0 0

1
max ( , ( )) max ( , ( )) (2 1) .

( ( 1) )n

n

nz r z r

r
R D z R D z a

a a r 

+
   =  −

+ −
 

Поэтому в силу (17) окончательно получаем 
1

2

1
( ) (2 1) ,

1 ( ( 1) )

n n

n n

n r r
z a

r a a r

− +
   − 

− + −
 

что дает (16). Точность оценки (16) проверяется легко. 
Докажем теперь оценку (10). В силу (13) 

2
0

(1 )
( ) ln((1 ) ( )) ( ) ln ,

( 1)

a z
z z f z z

a a z

 +
 = −  =   

− − 
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а это равносильно условию (15). Поэтому на основании леммы при 1=n  получаем 
2

2

( ) 2 (2 1)
( ) ,

( ) (1 )( ( 1) )1

f z z a r
z z z

f z r a a rz

   −
 = − 

 − + −−
 

т.е. оценка (10) доказана. 

Докажем точность оценок (9), (10). 

Действительно, для функций (11) и (12) соответственно в точках ,z r z r= = −  

и irz =  имеем 

0 2

(1 ) 1
( ) ,

( 1) 1

a r
f z

a a r r


 +

 =  
− − − 

   
2

0

2
0

( ) 2 (2 1)
,

( ) (1 )( ( 1) )1

f z z a r
z

f z r a a rz

   −
− = −

 − + −−
 

1 2

(1 ) 1
( ) ,

( 1) 1

a r
f z

a a r r


 −

 =  
+ − +  

 

т.е. оценки (9), (10) улучшить нельзя. Теорема 1 доказана. 

Заметим, что предельный случай оценки (9) при +→a  получен в [7]. При 

1 =  и +→a  класс ( , , )C a   преобразуется в класс ( ) (1, , )С C = +   функ-

ций [12], почти выпуклых порядка γ в направлении мнимой оси. В этом случае из 

теоремы 1 вытекает следующий известный результат. 

Следствие 1. Пусть функция ( ) ( ),f z C   т.е. удовлетворяет условию (5) 

при 1. =  Тогда в круге rz   имеют место точные оценки 

 
2 2

1 1 1 1
( ) ,

1 11 1

r r
f z

r rr r

 
− +   

    
+ −+ −   

 (18) 

 
1 1

( ) 1 ,
2 1

r
f z

r

 + 
 −    −  

 (19) 

 
2

2 2

( ) 2 2
.

( ) 1 1

f z z r
z

f z z r

 
− 

 − −
 (20) 

Оценки (18) и (20) вытекают из оценок (9), (10) при 1 =  и +→a . Оценка (19) 

получается из (18) интегрированием по отрезку от 0 до r.  

Правая оценка в (18) и оценка (19) достигаются для функции 

0

1 1
( ) 1

2 1

z
f z

z

 + 
= −    −  

 в точке ,rz =  оценка (20) достигается для этой же функ-

ции в точке rz −= .  

Левая оценка (19) достигается для функции 
2

0

1
11

1
)(

t

dt

it

it
zf

z

−









−

+
= 



 в точке 

,irz =  что проверяется непосредственным вычислением. 

Следствие 1 получено в [12], а при 1 =  оценка (18) получена в [10], позже, 

как частный случай, в [7]. 

При 0 =  из теоремы 1 получаем оценки в одном из подклассов функций  

с ограниченным вращением. 
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Следствие 2. Пусть функция ( ) (0, , ),f z C a   т.е. удовлетворяет условию  

( )
1

( ) , .f z a a z E −    

Тогда в круге rz   имеют место точные оценки 

 
(1 ) (1 )

( ) ,
( 1) ( 1)

a r a r
f z

a a r a a r

 
   − +

    
+ − − −   

 (21) 

 

 
( ) 2

.
( ) 1

f z r
z

f z r

 


 −
 (22) 

Правая оценка в (21) и оценка (22) достигаются для функции

0
0

(1 )
( )

( 1)

z a t
f z dt

a a t


 +

=   
− − 

 соответственно в точках rz =  и rz −= , а левая оцен-

ка в (21) – для функции 1
0

(1 )
( )

( 1)

z a it
f z dt

a a it


 +

=   
− − 

 в точке .irz =  

При 1 =  =  из теоремы 1 вытекает следствие 3. 

Следствие 3. Пусть функция ),1,,1()( aCzf   т.е. удовлетворяет условию  

2(1 ) ( ) , .z f z a a z E− −    

Тогда в круге rz   имеют место точные оценки 

 
2

(1 )
( ) ,

( ( 1) )(1 )( ( 1) )(1 )

a r a
f z

a a r ra a r r

−
 

− − −+ − +
 (23) 

 
( 1)

( ) ln ,
(1 )

a a r
f z

a r

− −


−
 (24) 

 
( )

2

2

( ) 2 (2 1)
.

( ) (1 ) ( 1)1

f z z a r
z

f z r a a rz

 −
− 

 − + −−
 (25) 

Правая оценка в (23), оценка (24) и оценка (25) достигаются для функции

)1(

)1(
ln)(0

za

zaa
zf

−

−−
=  соответственно в точках rz = , rz =  и rz −= , а левая 

оценка (23) достигаются для функции 
−−−

+
=

z

titaa

dtita
zf

0
21
)1)()1((

)1(
)(  в точке .irz =  

Взаимосвязь (8) классов ( , , )C a   и ( , , )T a   позволяет легко получить 

оценки в классе ( , , )T a  , которые вытекают непосредственно из теоремы 1.  

Теорема 2. Пусть ( ) ( , , )F z T a   . Тогда в круге rz   имеют место точ-

ные оценки 

 
2

(1 )
( ) ,

( 1) 1

a r r
F z

a a r r


 +

  
− − − 

 (26) 
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2

2

( ) 1 (2 1)
,

( ) (1 )( ( 1) )1

F z z a r
z

F z r a a rz

 +   −
− 

− + −−
 (27) 

которые достигаются для функции 

0 2

(1 )
( )

( 1) 1

a z z
F z

a a z z


 +

=  
− − − 

 

в точках rz =  (оценка (26)) и rz −=  (оценка (27)). 
Доказательство. Оценка (26) получается сразу из оценки (9) с учетом соот-

ношения )()( zfzzF = . Учитывая, что в силу данного соотношения  

( ) ( )
1,

( ) ( )

zf z zF z

f z F z

 
= −


 

из оценки (10) получаем оценку (27). Точность оценок проверяется непосред-
ственным расчетом. 

Следствие 4. Если функция ( ) ( ),F z T   то в круге rz   имеют место точ-

ные оценки 

 
2

1
( ) ,

1 1

r r
F z

r r


+ 

  
− − 

 (28) 

 
2

2 2

( ) 1 2
,

( ) 1 1

F z z r
z

F z z r

 + 
− 

− −
 (29) 

 
2

2

( ) 1 2
,

( ) 1

F z r r
z

F z r

 +  +


−
 (30) 

 
2

2 2

1 1 2
'( ) .

1 (1 )

r r r
F z

r r


+ +  + 

  
− − 

 (31) 

Экстремальная функция имеет вид .
11

1
)(

20
z

z

z

z
zF

−









−

+
=



 

Доказательство. При 1, =  +→a  класс ( , , )T a   преобразуется в под-

класс ( ) (1, , )T T = +   класса T типично вещественных функций [13–15]. В силу 

этого непосредственно из теоремы 2 вытекают оценки (28)–(29). Оценка (30) 

непосредственно следует из (29). Поскольку в силу (28) 21
(1 ),

( ) 1

z r
r

F z r


− 

 − 
+ 

то с учетом оценки (30) находим 
2

2

2

1 ( ) 1 2
(1 ) ( ) .

1 ( ) 1

r F z r r
r F z z

r F z r


− +  + 

−   
+ − 

 

Отсюда получается оценка (31). Оценки (28)–(31) достигаются в точке ,rz =  что 

устанавливается непосредственной проверкой. 
При 1 =  следствие 4 дает следующий результат.  

Следствие 5. Если функция )(zF  является типично вещественной в круге E, 

тогда в круге rz   имеют место точные оценки 
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2

( ) ,
(1 )

r
F z

r


−
 (32) 

 
2

2 2

( ) 1 2
,

( ) 1 1

F z z r
z

F z z r

 +
− 

− −
 (33) 

 
( ) 1

,
( ) 1

F z r
z

F z r

 +


−
 (34) 

 
3

1
( ) ,

(1 )

r
F z

r

+
 

−
 (35) 

которые достигаются для функции 
2

0 ( ) / (1 )F z z z= −  в точке .rz =  

Отметим, что оценки (33)–(34) получены в [15], а оценки (32) и (35) вытекают 

из результатов работы [14]. 

 
3. Радиусы выпуклости и звездообразности 

 

С помощью оценки (10) нетрудно найти радиус выпуклости класса ( , , )C a  , 

т.е. наибольшее из чисел ,10,  rr  таких что каждая функция ( ) ( , , )f z C a    

отображает круг rz   на выпуклую область. 

Теорема 3. Радиус выпуклости 0r  класса ( , , )C a   определяется как наи-

меньший положительный корень уравнения 

 
( )

2

2

(2 1) 1
0

(1 ) ( 1) 1

a r r

r a a r r

 − −
− =

− + − + 
 (36) 

и достигается в точке 0irz =  для функции  

0 2
0

(1 )
( )

( 1) 1

z a it dt
f z

a a it t


 +

=   
− − − 

. 

Доказательство. В силу оценки (10) в круге rz   получаем 

( )

2

2

2

2

( ) (2 1) 2
Re min Re

( ) (1 )( ( 1) ) 1

(2 1) 2
.

(1 ) ( 1) 1

z r

f z a r z
z

f z r a a r z

a r r

r a a r r



  − 
 − + =

 − + − −

 − 
= − −

− + − + 

 

В силу условия выпуклости 1
)(

)(
Re −





zf

zf
z  функция )(zf  является выпуклой  

в круге 0rz  , где 0r  – наименьший положительный корень уравнения (36). 

Для экстремальной функции )(0 zf  имеем 

2
0

2
0

( ) (2 1) 2
.

( ) (1 )( ( 1) ) 1

f z a iz z
z

f z iz a a iz z

  − 
= +

 + − − −
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Поэтому в точке 0irz =  получаем 

2
0 0 0

2
0 0 0 0

( ) (2 1) 2 ( )
1 1.

( ) (1 )( ( 1) ) 1 ( )

f z a r r
z

f z r a a r r

  − 
+ = − − +

 − + − + 
 

Следовательно, радиус выпуклости увеличить нельзя. Теорема доказана. 

Теорема 3 при 1, =  +→a  дает радиус выпуклости класса ( ) (1, , ),С С =    

полученный в [12], при 1 =  – в [10], при 0, =  +→a  – радиус выпуклости 

класса  (0, , ) ( ) : arg ( ) / 2, ,С f z f z z E  =     равный 
2

0 1 1,r =  + −  полу-

чен в [17] (следствие 1, случай 1=n ), и при 1 =  дает известный результат [11]  

о радиусе выпуклости 120 −=r  класса функций с ограниченным вращением 

.,0)(Re Ezzf   

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 
0 *( ) ( ) ( ) ,f z S F z zf z S  =   а также соотношение (8), из теоремы 3 получа-

ем радиус звездообразности класса ( , , )T a  . 

Следствие 4. Пусть ( ) ( , , )F z T a   . Тогда функция )(zF  является звездооб-

разной в круге *rz  , где 
*r  – наименьший положительный корень уравнения (36). 

Радиус звездообразности является точным. 

При 1, =  1, =  +→a , учитывая, что TT =+ )1,,1( , следствие 4 дает точ-

ный радиус звездообразности класса типично вещественных функций 

( )* 1
5 1 2( 5 1) ,

2
r = + − +  

ранее найденный независимо друг от друга в работах [15, 18]. 
Кроме того, при 0, =  1, =  +→a  получается точный радиус звездооб-

разности [11] 12* −=r  класса функций AzF )( , удовлетворяющих условию 

.,0)/)(Re( EzzzF    

 

4. Случай функции с пропуском второго члена  

в разложении в степенной ряд 
 

В случае когда функции )(),( zFzf  в разложении в степенной ряд имеют 

пропуски членов, теоремы 1–4 и их следствия можно уточнить. Пусть в разложе-

нии ,...,...)( 2
2 Ezzazazzf n

n ++++=  в ряд Тейлора 02 =a , т.е. 

 
3

3( ) ... ..., .n
nf z z a z a z z E= + + + +   (37) 

Тогда в разложении в степенной ряд функции )()( zfzzF =  второй член тоже 

будет равен нулю. 

Теорема 5. Пусть функция )(zf  разлагается в ряд вида (37) и ( ) ( , , ).f z C a    

Тогда в круге rz   выполняются оценки 

 
2

2 2

(1 ) 1
( ) ,

( 1) 1

a r
f z

a a r r


 +

    − − − 
 (38) 
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2 2

2 2 2

( ) 2 2 (2 1)
,

( ) 1 (1 )( ( 1) )

f z z a r
z

f z z r a a r

   −
− 

 −  − + −
 (39) 

Оценки (38)–(39) точные и достигаются для функции 

 
2

0 2 2
0

(1 )
( )

( 1) 1

z a t dt
f z

a a t t


 +

=    − − − 
 (40) 

соответственно в точках rz =  и .irz =  

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, имеет место подчи-

ненность (13), однако в силу разложения (37) функция 
2( ) (1 ) ( )z z f z = −  будет 

разлагаться в ряд вида 
1

1( ) 1 ...n n
n nz с z a z +

+ = + + +  с .2n  Поэтому из подчи-

ненности (13) следует, что 0( ) ( )nz r z r      при любом ,10,  rr  и, сле-

довательно, 

2
2

2

(1 )
(1 ) ( ) ,

( 1)

a r
z f z

a a r


 +

−     − − 
 

откуда вытекает оценка (38). 

Аналогично, 
2( ) ln((1 ) ( ))z z f z = −  имеет разложение вида ( ) n

nz с z = +  

1
1 ..., 2,n

na z n+
++ +   поэтому с использованием оценки (16) при 2n =  получаем 

неравенство (39). 

Теорема 6. Пусть функция )(zf  разлагается в ряд вида (37) и ( ) ( , , ).f z C a    

Тогда функция )(zf  будет выпуклой в круге rz  , где 0rr =  определяется как 

наименьший положительный корень уравнения 

 
2 2

2 2 2

2 (2 1) 1
0.

(1 ) ( ( 1) ) 1

a r r

r a a r r

 − −
− =

−  + − + 
 (40) 

Радиус выпуклости 0r  является точным и достигается для функции (40) в точ-

ке .irz =  

Доказательство. По аналогии с доказательством теоремы 3 в силу оценки (39) 

получаем 
2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

( ) 2 (2 1) 2
Re min Re

( ) (1 )( ( 1) ) 1

2 (2 1) 2
.

(1 )( ( 1) ) 1

z r

f z a r z
z

f z r a a r z

a r r

r a a r r



  − 
 − + =

 − + − −

 − 
= − −

− + − + 

 

В силу условия выпуклости 1
)(

)(
Re −





zf

zf
z  функция )(zf  является выпуклой  

в круге 0rz  , где 0r  – наименьший положительный корень уравнения (41). 

Для функции (40) имеем 
3

0 3( ) .., ( , , ),f z z a z C a= + +     кроме того, 

2 2
0

2 2 2
0

( ) 2 (2 1) 2

( ) (1 )( ( 1) ) 1

f z a z z
z

f z z a a z z

  − 
= +

 − − − + 
, 
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и в точке 0irz =  получаем 

( )

2 2
0 0 0

2 2 2
0 0 0 0

( ) 2 (2 1) 2 ( )
1 1.

( ) (1 )( ( 1) ) 1

f z a r r
z

f z r a a r r

  − 
+ = − − +

 − + − + 
 

Следовательно, радиус выпуклости увеличить нельзя. 

Рассмотрим два частных случая. При 0, =  +→a  из (41) получаем урав-

нение 4 24 1 0,r r+  − =  откуда 

 2
0 4 1 2 .r =  + −   (42) 

Если 1, =  +→a , то (41) преобразуется в уравнение  

6 4 2(4 1) (4 1) 1 0,r r r−  + −  + + =  

которое равносильно уравнению  
4 2 2( 2(2 1) 1)( 1) 0,r r r−  + + + =  

откуда находим  

 0 2 1 2 ( 1) .r =  + −   +  (43) 

Таким образом, доказано 

Следствие 5. Пусть функция ......)( 3
3 ++++= n

nzazazzf  является аналити-

ческой в круге E. Тогда точные радиусы выпуклости классов функций с условием 

arg ( ) / 2f z    или 2arg((1 ) ( )) / 2z f z−    определяются соответственно 

по формулам (42) и (43). 

Для класса функций arg ( ) / 2f z    радиус выпуклости (42) получен в [17] 

(следствие 1, случай 2n = ), а для класса функций 2arg((1 ) ( )) / 2z f z−    ра-

диус выпуклости (43) получен в [12].   

Заметим, что разложение ...,...)( 3
3 ++++= n

n zazazzf  в частности, будет 

иметь место, если функция )(zf  является нечетной. В этом случае 

...)( 5
5

3
3 +++= zazazzf  

 

Заключение 

 

В работе введены два взаимосвязанных друг с другом класса аналитических  

в единичном круге E функций.  

Первый из них является подклассом класса почти выпуклых порядка γ функ-

ций и обобщает классы функций с ограниченным вращением и функций, выпук-

лых в направлении мнимой оси. Второй из классов обобщает класс типично ве-

щественных функций и функций, для которых .0/)(Re zzF  На основе метода 

подчиненности в данных классах функций получены теоремы искажения и 

найдены радиусы выпуклости (звездообразности). Все результаты являются точ-

ными и дают обобщения целого ряда ранее известных результатов. Дополни-

тельно рассмотрен случай, когда разложение функций этих классов в степенной 

ряд имеет пропуск второго члена. 
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