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Аннотация. Сформулированы условия, накладываемые на упругие потенциалы 

полиномиального вида, при выполнении которых возможно обращение нелиней-

ных определяющих соотношений между напряжениями и деформациями. Исходя 

из полученных условий для изотропного материала и анизотропного материала, 

относящегося по типу симметрии свойств к кубической кристаллографической  

системе, получены выражения коэффициентов упругих податливостей второго и 

третьего порядков через константы упругости второго и третьего порядков. 
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Abstract. The polynomial elastic potentials represented by the power functions of their 

arguments are considered for hyperelastic anisotropic materials. The conditions for the 

elastic free energy W(ε) and Gibbs potential V(T) in isothermal processes are assigned so 
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that the nonlinear constitutive relations can be inverted. For polynomial elastic potentials, 

whose coefficients are dependent on elastic constants of the second and third orders,  

a dependence between the coefficients of the potential W(ε) (elasticity constants) and the 

coefficients of the potential V(T) (elastic compliances) is obtained. 

The relationships between the elastic constants and the coefficients of elastic compliance 

of the second and third orders for an isotropic material and for an anisotropic material 

corresponding to a cubic crystallographic system are found. For a copper crystal belonging 

to the cubic system, uniaxial loading along one of the anisotropy axes is considered. The 

stress-strain dependence obtained from direct and inverted relations coincides in the  

vicinity of zero. 

The stress-strain dependence calculated using direct and inverted relations for copper 

crystals has made it possible to determine the strain range in which the results of calcula-

tions using direct and inverted relations differ by less than 5%. 

Keywords: anisotropy, hyperelasicity, finite strains, tensor bases, nonlinear constitutive 

relations 
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Введение 
 

Современные материалы при воздействии эксплуатационных нагрузок, приво-

дящих к конечным деформациям, проявляют нелинейность своих механических 

свойств. Во многих случаях достоверные математические модели таких явлений 

строятся на основе нелинейной теории упругости [1–4]. Учет геометрической 

нелинейности осуществляется путем использования различных мер конечных 

деформаций и сопряженных с ними тензоров напряжений [1–5]. Во многих слу-

чаях деформации сопровождаются проявлением физической нелинейности, что 

приводит к необходимости использования определяющих соотношений в виде 

нелинейной связи тензоров напряжений и деформаций [1, 4, 6]. 

Наиболее распространенной формой нелинейных определяющих соотношений 

являются соотношения, в которых напряжения представляются как некоторые 

функции деформаций (см., напр.: [7, 8]). При решении практических задач в слу-

чаях, когда задано напряженное состояние в теле, такая форма определяющих 

соотношений приводит к необходимости отыскания деформаций как решения 

некоторой нелинейной системы уравнений даже при простейших видах нагруже-

ния. Эта задача еще более усложняется, если рассматриваемый материал облада-

ет анизотропией свойств. В этом случае обычно используют определяющие соот-

ношения, в которых деформации определяются как функции напряжений [9, 10]. 

Другой подход к решению данной проблемы заключается в возможном обра-

щении определяющих соотношений и представлении их как функции деформаций 

от напряжений. Вопрос об обращении нелинейной формы связи между тензорами 

напряжений и деформаций рассматривался в работе [1] для изотропных материа-

лов. Автор работы пришел к выводу, что вопрос об обращении нелинейной связи 
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между двумя тензорами в общем случае не может быть решен. В случае гипер-

упругих (имеющих потенциал напряжений) изотропных материалов обращение 

связи между тензорами напряжений и деформаций возможно с помощью обрат-

ного преобразования Лежандра. Еще один вариант обращения такой нелинейной 

связи в [1] основывался на использовании тригонометрических преобразований 

В.В. Новожилова [2]. Для анизотропных материалов в работах [11, 12] использо-

вался термодинамический подход к определению связи между модулями упруго-

сти второго и третьего порядков с коэффициентами упругой податливости. 

В данной статье для гиперупругих анизотропных материалов формулируются 

условия, накладываемые на производные потенциалов напряжений и деформаций, 

при выполнении которых возможно обращение нелинейной связи между напря-

жениями и деформациями. Рассматриваются упругие потенциалы полиномиаль-

ного вида, представляемые степенными функциями своих аргументов. На основе 

сформулированных условий для изотропного материала и анизотропного матери-

ала, относящегося к кубической кристаллографической системе [3, 4, 13], полу-

чены соотношения между модулями упругости и коэффициентами упругой по-

датливости второго и третьего порядков. Результаты решения задачи на одноос-

ное нагружение нелинейных кубических кристаллов с использованием прямых и 

обращенных соотношений позволяют определить диапазон деформаций, в котором 

для рассматриваемого материала обращение нелинейной связи между напряже-

ниями и деформациями производится с допустимой точностью. 

 

Связь между упругими потенциалами 

 

Рассмотрим конечные деформации однородного анизотропного гиперупруго-

го материала. Введем потенциал напряжений W(ε) так, что его дифференциал 

совпадает с удельной (отнесенной к единице начального объема) элементарной 

работой напряжений: 

 :dW d= T ε , (1) 

где ε – тензор деформаций Коши–Грина, T – энергетический тензор напряжений 

(второй тензор Пиолы–Кирхгоффа) [1, 4]. Знаком [:] обозначено двойное скаляр-

ное произведение (свертка) тензоров. 

Если для рассматриваемого материала упругий потенциал известен, то в соот-

ветствии с (1) напряжения определяются соотношениями 

 
W

=


T
ε

. (2) 

В простейшем случае, когда упругий потенциал представляется квадратичной 

функцией деформаций W=0.5NIV :: εε, соотношения (2) приводят к линейной свя-

зи между напряжениями и деформациями 

 IV :=T N ε , (3) 

где NIV – постоянный тензор четвертого ранга, симметричный по парам индек-

сов [4]. 

В случае бесконечно малых деформаций тензор ε совпадает с линейным тен-

зором деформаций, тензор T – с тензором истинных напряжений Коши, а линей-

ные соотношения (3) – с обобщенным законом Гука для анизотропного материа-

ла [3, 4].  
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Соотношения (3) естественным образом обращаются, что приводит к выра-

жению 

 IV :=ε A T , (4) 

где тензор четвертого ранга AIV называют тензором упругой податливости [3, 4]. 

Тензоры NIV и AIV взаимно обратные, связаны условием  

 IV IV IV: =N A I , (5) 

где IIV – единичный тензор четвертого ранга такой, что IIV : ε = ε. 

Если для упругого потенциала W(ε) принято более сложное представление, то 

связь между напряжениями и деформациями оказывается нелинейной [11, 12, 14]: 

 ( )=T F ε . (6) 

Нелинейные соотношения (6) при бесконечно малых деформациях также 

должны асимптотически совпадать с обобщенным законом Гука: при ε → 0 тен-

зорная функция F(ε) → NIV : ε, поэтому асимптотическое представление нелиней-

ных соотношений (6) F(ε) при ε → 0 допускает обращение так же, как и соотноше-

ния (3). Возникает вопрос о возможности обращения нелинейных соотношений (6) 

в общем случае для анизотропного материала. Пользуясь подходом, описанным  

в монографии [1] для изотропных материалов, рассмотрим общий случай гипер-

упругих анизотропных материалов.  

В качестве производящей функции обратного преобразования используем по-

тенциал деформаций V(T), связанный с потенциалом напряжений W(ε) соотно-

шением 

 ( ) ( ) :V W= −T ε T ε . (7) 

Можно показать [4, 15], что упругие потенциалы W(ε) и V(T) в случае изотер-

мических процессов совпадают с удельными (отнесенными к единице начального 

объема) термодинамическими потенциалами свободной энергии и Гиббса соот-

ветственно, а в случае адиабатических процессов – с удельными (отнесенными  

к единице начального объема) термодинамическими потенциалами внутренней 

энергии и энтальпии. 

Дифференциал потенциала (7) с учетом выражения (1) имеет вид: 

 :dV d= −ε T . (8) 

Из представления (8) следует, что деформации определяются через потенциал 

V(T) по формулам 

 
V

= −


ε
T

. (9) 

Для тензоров напряжений и деформаций имеет место соотношение 

 IV:
 

=
 

T ε
I

ε T
, (10) 

которое на основании выражений (2) и (9) приводит к связи между вторыми про-

изводными потенциалов W(ε) и V(T): 

 
2 2

IV

2 2
:

W V 
= −

 
I

ε T
. (11) 

Продифференцируем (11) по тензору напряжений: 

( )
3 2 2 3

3 2 2 3
: : :

W V W V     
+ = 

    

ε
0

Tε T ε T
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или 

 ( )
3 2 2 2 3

3 2 2 2 3
: : :

W V V W V     
− + = 

     
0

ε T T ε T
. (12) 

В соотношениях (12) знаком [(:)] обозначено двойное скалярное произведение 

средней диады тензора шестого ранга ∂3W/∂ε3 и левой диады тензора четвертого 

ранга ∂2V/∂T2. Соотношения (11) и (12) устанавливают связи между вторыми  

и третьими производными потенциалов W(ε) и V(T). При выполнении усло-

вий (11) и (12) в общем случае нелинейная связь между напряжениями и дефор-

мациями (2) может быть обращена. Обращённые определяющие соотношения 

имеют вид (9). 

Рассмотрим случай, когда потенциалы W(ε) и V(T) имеют полиномиаль-

ный вид: 

 IV VI1 1
( ) :: :::

2! 3!
W = +ε N εε N εεε , (13) 

 IV VI1 1
( ) :: :::

2! 3!
V = +T A TT A TTT , (14) 

где тензоры четвертого NIV, AIV и шестого NVI, AVI рангов постоянные, опреде-

ляются через константы упругости второго и третьего порядков соответственно. 

В этом случае 

 
2

IV

2

W

=


=


ε 0

N
ε

,        
3

VI

3

W

=


=


ε 0

N
ε

; (15) 

 
2

IV

2

V

=


= −


T 0

A
T

,     
3

VI

3

V

=


= −


T 0

A
T

. (16) 

Тогда в окрестности ненапряженного и недеформированного состояния соот-

ношения (11) и (12) приводят к связи между тензорами (15) и (16) в виде: 
IV IV IV: =N A I ,                ( )VI IV IV IV VI(:) : :+ =N A A N A 0 . 

Первое из этих соотношений повторяет связь между тензорами упругости и 

упругой податливости (5), получающуюся при обращении линейных соотноше-

ний. Умножим второе из этих соотношений слева на AIV и преобразуем с учетом 

первого соотношения к виду: 

 ( )VI IV VI IV IV: (:) := −A A N A A . (17) 

Связь между напряжениями и деформациями является следствием соотноше-

ний (2), (9). Для потенциалов в форме (13) и (14) эта связь имеет вид: 

 IV VI1
: ::

2
= +T N ε N εε . (18) 

 IV VI1
: ::

2
= +ε A T A TT . (19) 

Если тензоры NIV, NVI, входящие в соотношения (18), и тензоры AIV, AVI, вхо-

дящие в соотношения (19), удовлетворяют условиям (5) и (17), то нелинейные 

соотношения (19) представляют собой обращение нелинейных соотношений (18) 

так же, как соотношения (4) представляют собой обращение линейных соотно-

шений (3). 
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Обращение нелинейных определяющих соотношений  

для некоторых материалов 

 
Для различных типов анизотропных материалов различным оказывается число 

независимых компонент тензоров упругости четвертого и шестого рангов, вхо-

дящих в определяющие соотношения (18) и (19), поэтому различным является и 

число независимых упругих констант второго и третьего порядков. Наиболее 

простые представления для тензоров (15) и (16) получаются при разложении их 

по собственным упругим состояниям материала [4, 16] в виде: 

 IV ( )

1

m

N
=





=

= N Ω ,   IV ( )

1

m

A
=





=

= A Ω ,   VI ( )

1

k

n
=





=

=N B ,   VI ( )

1

k

a
=





=

=A B . (20) 

В разложениях (20) Ω(α), α = 1, …, m, – собственные тензоры для тензоров 

упругих свойств четвертого ранга, B(β), β = 1, …, k, – собственные тензоры для 

тензоров упругих свойств шестого ранга. Число m равно количеству различных 

собственных значений тензора упругости четвертого ранга и числу независимых 

констант упругости второго порядка, а число k – количество различных соб-

ственных значений тензора шестого ранга и, следовательно, число независимых 

констант упругости третьего порядка. В соответствии с соотношениями (20) тен-

зоры упругости и тензоры упругой податливости одинаковых рангов расклады-

ваются по одним и тем же собственным базисным тензорам. 

В работах [4, 16] были получены представления для собственных тензоров Ω(α) 

в главных осях анизотропии для материалов, относящихся ко всем кристаллогра-

фическим системам, в том числе и для изотропного материала. В работах [14, 17] 

получены представления собственных тензоров шестого ранга B(β) для изотроп-

ного материала и анизотропного материала, относящегося к кубической кристал-

лографической системе. 

Собственные тензоры Ω(α) и B(β) удобно представлять в тензорных базисах 

четвертого и шестого рангов, построенных на основе канонического тензорного 

базиса А.А. Ильюшина [4]: 

( )0

1 1 2 2 3 3

1

3
= + +I a a a a a a ,   ( )1

3 3 1 1 2 2

1
2

6
= − −I a a a a a a ,   ( )2

1 1 2 2

1

2
= −I a a a a , 

( )3

1 2 2 1

1

2
= +I a a a a ,   ( )4

2 3 3 2

1

2
= +I a a a a ,   ( )5

3 1 1 3

1

2
= +I a a a a ; 

( )
1

2

    = +I I I I I ,   ( )
1

6

                  = + + + + +I I I I I I I I I I I I I I I I I I I , 

где α, β, γ = 0, 1, …, 5, а векторы a1, a2, a3 – единичные ортогональные векторы, 

направленные в случае анизотропных материалов вдоль главных (канонических) 

осей анизотропии [4, 14]. 

Известно [1, 4], что упругие свойства изотропного материала характеризуются 

двумя константами второго порядка и тремя константами третьего порядка. Для 

изотропного материала разложения (20) принимают вид:  
IV (1) (2)

1 2N N= +N Ω Ω ,   VI (1) (2) (3)

1 2 3n n n= + +N B B B , 

 IV (1) (2)

1 2A A= +A Ω Ω ,   VI (1) (2) (3)

1 2 3a a a= + +A B B B , (21) 
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где  
(1) 00=Ω I , (2) 11 22 33 44 55= + + + +Ω I I I I I ,  (1) 000=B I , 

(2) 011 022 033 044 055= + + + +B I I I I I , 

( ) ( ) ( )(3) 111 122 133 144 155 255 244 3452 6 3 3

6 6 6 2
2= − + + + + − +B I I I I I I I I . 

Подставляя разложения (21) в условия (5) и (17), после непосредственных вы-

числений можно определить связь между константами упругости и константами 

упругой податливости второго и третьего порядков для изотропного материала  

в наиболее простом виде [15]: 
1

1 1A N −= ,   1

2 2A N −= ,   3

1 1 1a A n= − ,   2

2 1 2 2a A A n= − ,   3

3 2 3a A n= − . 

Найденная связь между константами решает вопрос об обращении нелинейных 

соотношений (18) для изотропного материала. В обращенных соотношениях (19) 

тензоры упругих свойств AIV и AVI имеют вид (21). 

Для анизотропных материалов, по типу симметрии свойств относящихся к ку-

бической кристаллографической системе, разложения (20) имеют вид: 

 
3

IV ( )

1

N
=





=

=N Ω ,   
3

IV ( )

1

A
=





=

=A Ω ,   
6

VI ( )

1

n
=





=

=N B ,   
6

VI ( )

1

a
=





=

=A B , (22) 

где  
(1) 00=Ω I ,   (2) 11 22= +Ω I I ,   (3) 33 44 55= + +Ω I I I ;  

(1) 000=B I ,   (2) 011 022= +B I I ,   (3) 033 044 055= + +B I I I , 

( ) ( ) ( )(4) 111 122 (5) 144 155 133 255 244 (6) 3451 1 1 1
3 , 2 ,

6 6 2 2
= − = + − + − =B I I B I I I I I B I . 

После подстановки разложений (22) в соотношения (5) и (17) получаем связь 

между константами упругости и упругой податливости второго и третьего поряд-

ков для материалов, относящихся к кубической кристаллографической системе: 
1

1 1A N −= ,   1

2 2A N −= ,   1

3 3A N −= , 

3

1 1 1a A n= − ,   2

2 1 2 2a A A n= − ,   2

3 1 3 3a A A n= − , 

 3

4 2 4a A n= − ,   2

5 2 3 5a A A n= − ,   3

6 3 6a A n= − . (23) 

Рассмотрим в качестве примера кубический кристалл меди, для которого  

по данным работ [18, 19, 20] определены значения констант упругости второго 

порядка (в МПа): N1 = 4.13·105, N2 = 0.47·105, N3 = 1.51·105, и третьего порядка  

(в МПа): n1 = –7.22·106, n2 = –4.23·106, n3 = –2.71·106, n4 = 2.14·106, n5 = –2.33·106,  

n6 = –0.81·106, а упругие податливости вычислены по формулам (23). Упругие по-

датливости второго порядка (в МПа–1): A1 = 2.42·10–6, A2 = 2.13·10–5, A3 = 6.64·10–6. 

Упругие податливости третьего порядка (в МПа–2): a1 = 1.03·10–10, a2 = 4.64·10–9, 

a3 = 2.89·10–10, a4 = –2.06·10–8, a5 = 2.19·10–9, a6 = 2.36·10–10. Таким образом, для 

этого материала по формулам (22) определены тензоры NIV, NVI и AIV, AVI, вхо-

дящие в определяющие соотношения (18) и обращенные соотношения (19). 

Рассмотрим одноосное растяжение призматического образца, ось которого 

совпадает с одной из главных осей анизотропии кубического кристалла, а в попе-

речном сечении лежит квадрат, стороны которого параллельны двум другим 

главным осям анизотропии. Тензор напряжений в этом случае равен T = σa1a1, 

где σ – задаваемое напряжение. По обращенным соотношениям (19) находим 
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тензор деформаций ε(σ) = εa1a1 + ε2(a2a2 + a3a3). При подстановке полученных 

деформаций в соотношения (18) находим вычисляемые напряжения T = Ta1a1. На 

рис. 1 представлены зависимости задаваемых σ (сплошная линия) и вычисляемых 

напряжений T (пунктирная линия) от продольной деформации ε, отнесенных к мо-

дулю упругости N1. 
 

 

Рис. 1. Зависимость напряжений от деформаций при одноосном нагружении  

при расчетах по прямым (Т) и обращенным (σ) соотношениям 

Fig. 1. Stress-strain dependence under uniaxial loading  

in calculations using direct (T) and inverted (σ) relations 
 

Приведенные на рис. 1 кривые полностью совпадают в окрестности нулевых 

деформаций. Это объясняется тем, что в области бесконечно малых деформаций 

соотношения (18) и (19) вырождаются в обобщенный закон Гука (3), (4) и допус-

кают точное обращение. Поскольку тензоры упругих свойств (15) и (16) опреде-

лены через упругие потенциалы W(ε) и V(T) вблизи значений ε = 0 и Т = 0, то  

с ростом деформаций расчеты по прямым и обращенным соотношениям начи-

нают расходиться. В частности, расхождение кривых, приведенных на рис. 1, 

увеличивается с ростом деформаций. Если при одной и той же осевой дефор-

мации ε* ≠ 0 определить напряжения σ* и Т *, то относительная погрешность 

при расчетах по прямым и обращенным соотношениям характеризуется вели-

чиной δ =│(σ* – Т 

*)/σ*│·100%. При растяжении кубического кристалла меди 

величина δ достигает 5% при деформациях ε*
р = 0.032, а при сжатии – при де-

формациях ε*
с = –0.046. Найденные деформации определяют диапазон [ε*

с, ε*
р], 

в котором с заданной точностью возможно использование как прямых, так и 

обращенных определяющих соотношений. Фактически этот диапазон превыша-

ет интервал изменения деформаций кристалла меди, в котором его можно счи-

тать нелинейно упругим материалом.   

S/N1 

ε 

0.01 

0.008 

0.006 

0.004 

0.002 

0 

–0.002 

–0.004 

–0.006 

–0.008 

–0.04562 

–0.06      –0.05      –0.04      –0.03     –0.02      –0.01                    0.01        0.02       0.03        0.04 

 

0.032462 
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Заключение 

 

В работе сформулированы условия, которым должны удовлетворять в изотер-

мических процессах упругие потенциалы свободной энергии W(ε) и Гиббса V(T) 

для того, чтобы построенные по ним нелинейные определяющие соотношения 

допускали обращение. Для упругих потенциалов полиномиального вида, коэффи-

циенты которых связаны с упругими постоянными второго и третьего порядков, 

получена связь между коэффициентами потенциала W(ε) (константами упруго-

сти) и коэффициентами потенциала V(T) (упругими податливостями). Полученные 

соотношения (5) и (17) записаны в инвариантной форме и могут быть конкрети-

зированы для различных анизотропных сред, в том числе для изотропного мате-

риала.  

В статье получены соотношения между константами упругости и коэффици-

ентами упругих податливостей второго и третьего порядков для изотропного  

материала и анизотропного материала, относящегося к кубической кристалло-

графической системе. Для кристалла меди, относящегося к кубической системе, 

рассмотрено одноосное нагружение вдоль одной из осей анизотропии. Связь 

между напряжениями и деформациями, полученная по прямым и обращенным 

соотношениям, совпадает в окрестности нуля. Получен диапазон деформаций,  

в котором результаты расчетов по прямым и обращенным соотношениям расхо-

дятся менее, чем на 5%. 
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