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Аннотация. В математически строгой постановке, используя классические урав-

нения гидродинамики, рассмотрен стационарный процесс молекулярного теплопе-

реноса в двухфазных дисперсных средах повышенной концентрации. На основе 

решения краевой задачи для N-частичной дисперсной среды с учетом дистанцион-

ного взаимодействия частиц установлена область применимости теоретических 

моделей теплопроводности, которые не учитывают взаимодействие частиц. Полу-

чена аналитическая зависимость для эффективного коэффициента теплопроводности 

в структурно-симметричных дисперсных средах, в которых нельзя четко выделить 

непрерывную компоненту. 
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Abstract. It is traditionally believed that various theories and formulas for averaging 

(homogenization) the properties of inhomogeneous dispersive media, which do not take 

into account the distance interaction of dispersed particles, are applicable only at low 

volume concentrations of particles 0 < f2 < 0.1. The molecular heat transfer in two-phase 

dispersive media, both with and without allowance for the interaction of identical spheri-

cal particles, is considered in a mathematically rigorous formulation using the method  

of physical analogy and the concept of the Lorentz local field. It is shown that with an  

increase in the volume concentration of dispersed particles, the main influence on the  

effective thermal conductivity coefficient of the medium is exerted by a geometric con-

straint factor of the carrier phase, which is taken into account by the classical Maxwell’s 

(Clausius–Mossotti) formula. The analytical dependences of the error in the Maxwell’s 

formula, due to the neglected interaction of particles, on the concentration f2 of the particles 

and the relative thermal conductivity of phases λ2/λ1 are obtained. Two corollaries from 

the Maxwell’s formula are derived. The first corollary determines the exact boundaries 

enclosing the effective thermal conductivity coefficients of homogeneous and isotropic 

suspensions. They coincide with the known Hashin–Shtrikman bounds. The second corol-

lary gives an exact solution that is invariant with respect to the phase inversion transfor-

mation. This solution is used to calculate the effective thermal conductivity coefficient in 

three-dimensional disordered structurally symmetric two-phase media. 

Keywords: dispersive media, composite materials, interaction of dispersed particles,  

Laplace's equation, effective thermal conductivity coefficient 
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Введение 

 

Дисперсные среды (суспензии, эмульсии, композитные материалы и др.) ши-

роко распространены в природе и промышленном производстве [1–3]. Однако 

математическое описание законов движения [4–6] и определение физических 

характеристик таких сред, в особенности при повышенных концентрациях дис-

персной фазы [7–9], до сих пор являются одними из наиболее сложных проблем 

физики и механики. Дело в том, что при этом необходимо учитывать дистанци-

онное взаимодействие частиц, так называемое гидродинамическое взаимодей-

ствие [10–12]. 

Гидродинамическое взаимодействие возникает из-за того, что каждая дис-

персная частица при движении генерирует в окружающей жидкости соответ-

ствующее поле скоростей. При повышенной концентрации дисперсной фазы ча-

стицы взаимодействуют друг с другом посредством этих гидродинамических 

полей возмущений; таким образом, движение каждой частицы зависит не только 
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от координат, но и от скоростей окружающих ее дисперсных частиц [12–14]. Для 

определения усредненных, эффективных характеристик (гомогенизации) такой 

дисперсной среды в строгой постановке необходимо вначале найти ее локальные 

характеристики, т.е. решить задачу о динамике N частиц, произвольным образом 

расположенных в пространстве, с учетом их гидродинамического взаимодей-

ствия. Эффективные характеристики дисперсной среды получают последующим 

усреднением локальных характеристик. Первая задача оказалась чрезвычайно 

сложной, поскольку является разновидностью известной в науке фундаменталь-

ной проблемы многих тел, которая до сих пор не имеет общего решения. Доста-

точно сказать, что первые работы [15–17], в которых удалось в первом прибли-

жении по концентрации учесть гидродинамическое взаимодействие сферических 

частиц [18], появились лишь приблизительно через 100 лет после создания тео-

рии электропроводности и вязкости разреженной суспензии, в которой взаимо-

действием дисперсных частиц можно пренебречь [19, 20]. 

Следует отметить, что аналог гидродинамического взаимодействия имеет ме-

сто и при взаимном влиянии полей возмущений иной физической природы, со-

здаваемых дисперсными частицами в окружающей дисперсионной жидкости 

(или матрице), например тепловых или электромагнитных полей, в том числе при 

взаимодействии дисперсных частиц в жестких структурах – кластерах [21], и 

композитных материалах [22]. Так, в диэлектриках из композитного материала  

в локальное электрическое поле, действующее на каждую частицу, дополнитель-

ный вклад будет давать поляризация дисперсных частиц, находящихся по сосед-

ству, которая зависит от их формы, ориентации и пространственной структуры 

композита. 

Как правило, задача о гидродинамическом взаимодействии (или аналогичном 

взаимодействии других полей) решается прямыми численными расчетами [23] 

или статистическими методами [3] с последующим вычислением на ЭВМ слож-

ных интегралов, в приближении идеальной (Re >> 1) или вязкой несжимаемой 

жидкости при числах Рейнольдса Re << 1 [24, 25]. 

Решение задачи о динамике N взаимодействующих сферических частиц в стро-

гой математической постановке впервые было получено в работах [26, 27] на ос-

нове разработанного под руководством академика В.В. Струминского метода 

самосогласованного поля. Построенный метод позволяет, используя классические 

уравнения гидродинамики, получать аналитические решения разных классов за-

дач (осаждение свободных частиц, движение тел в дисперсной среде, движение 

жестких кластерных структур в жидкости и др.) с учетом взаимодействия частиц 

без использования каких бы то ни было допущений эвристического характера. 

В данной работе рассмотрен стационарный процесс молекулярного теплопе-

реноса в двухфазных дисперсных средах в математически строгой постановке,  

с использованием единого подхода, основанного на концепции локального поля 

Лоренца и методе физической аналогии, пригодного для решения задач как без 

учета, так и с учетом взаимодействия сферических дисперсных частиц. 

Преимуществом данного метода являются его универсальность и представле-

ние конечного результата в виде простых аналитических формул, не требующих 

сложных вычислительных процедур на ЭВМ для каждого конкретного случая. 

Универсальность метода обеспечивается тем, что при феноменологическом под-

ходе не рассматриваются конкретные механизмы теплопереноса на молекуляр-
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ном уровне (коэффициенты теплопроводности в каждой из двух фаз заданы), 

поэтому метод пригоден для описания теплопроводности в любых дисперсных 

средах независимо от агрегатного состояния фаз: суспензиях, эмульсиях, компо-

зитах, аэрозолях и др. 

Во второй части исследования достоверность полученных в данной работе 

теоретических результатов подтверждается сравнением с экспериментами. 

 

Макроскопическая модель теплопроводности  

в двухфазных дисперсных средах 

 

Вначале рассмотрим в наиболее общем виде двухфазную дисперсную среду  

(i = 1, 2), состоящую из однородных и изотропных фаз с известными коэффициен-

тами молекулярной теплопроводности λi, Дж/мс К. Каждая фаза занимает свой не-

изменный объем и может находиться в любом из трех агрегатных состояний. 

Пусть внутри каждой фазы теплопроводность описывается линейным законом 

Фурье 

 i i i T= −  q , (1) 

где qi – поток тепловой энергии, Дж/м2с; iT  – локальный градиент температуры 

внутри i-й компоненты смеси, К/м. Для макроскопического описания процесса 

теплопереноса в такой двухкомпонентной среде в общем случае используют 

симметричный тензор второго ранга, называемый эффективным коэффициентом 

теплопроводности среды λ*, который также линейно связывает усредненные век-

торные поля: 

 * i iT= −q   . (2) 

Угловые скобки в уравнении (2) и далее означают усреднение по ансамблю 

реализаций, которое в случае справедливости эргодической гипотезы совпадает  

с усреднением по представительному объему Ω, размер которого должен быть 

достаточно большим по сравнению с масштабом структурных неоднородностей 

среды, но достаточно малым по сравнению с масштабом неоднородностей усред-

ненного таким образом поля температур. В макроскопическом масштабе эффек-

тивных параметров дисперсной среды объем Ω, по существу, является физиче-

ской точкой. Пусть две фазы среды полностью заполняют объем усреднения Ω, 

тогда справедливо соотношение f1 + f2 = 1, где i

if


=


 – объемная доля i-й фазы. 

Проведя соответствующие усреднения в уравнении (2) 

 
1 1

= ,
Ω

i i idxdydz Т Т dxdydz = 
 q q  (3) 

и используя закон Фурье (1), получим два уравнения: 

 1 1 2 2Т Т f Т f =  +  , (4) 

 *

1 1 1 2 2 2λ λТ Т f Т f =  + λ . (5) 

В уравнениях (4), (5) параметры fi, λi и напряженность внешнего поля Т  заданы. 

Отметим, что поскольку дисперсная среда состоит из однородных и изотроп-

ных компонент, то коэффициенты теплопроводности λ1 и λ2 являются скалярами. 
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Из уравнений (4) и (5) следует формула для вычисления эффективного коэффи-

циента теплопроводности в безразмерном виде [28]: 

 
*

21 2

21 2

1

α 1 1 (1 )

f

f

−
=

− − −

ψα

ψ
. (6) 

Здесь
*

*

1λ
=
λ

α , 2

1

λ
α

λ
= ; неизвестный линейный оператор ψ21 (ψ2 = ψ21ψ1) нахо-

дится как результат решения задачи о взаимодействии фаз [10], где 

2

i

i =ψ
 



 


. 

В рамках макроскопических уравнений (4), (5) задача о взаимодействии фаз 

имеет точные решения лишь для простейшей анизотропной среды, состоящей из 

неограниченных слоистых структур. Если слои параллельны интенсивности 

внешнего поля =Е  , то 1 2=   . Подставляя в формулу (6) ψ21 = 1, 

получим *

1 1 2 2λ λf f= = + . Если слои перпендикулярны интенсивности внешнего 

поля, то 1 1 2 2 =     и 1

21

2


=


ψ , соответственно, 1 2

*

1 2

1

λ λ

f f

⊥

= +


 . Эти точ-

ные решения совпадают с так называемыми границами Винера 

 * **

⊥ =     , (7) 

которые были получены вариационным методом в работе [29]. Там же было по-

казано, что неравенства (7) определяют диапазон возможных значений эффек-

тивных коэффициентов теплопроводности для любых анизотропных дисперсных 

сред, когда о них известны лишь сведения о коэффициентах λi и концентрациях fi.  

Во всех других случаях конкретную задачу о взаимодействии фаз необходимо 

решать на более детальном микроструктурном уровне, решая уравнение Лапласа 

для дисперсной среды при соответствующих граничных условиях на бесконечно-

сти и межфазных границах с использованием дополнительной (к заданным λi и fi) 

информации о форме дисперсных частиц и статистических характеристиках, ко-

торые дают полное представление о внутренней структуре среды. Для дисперс-

ных частиц сферической формы задача о взаимодействии фаз может быть решена 

математически строго как без учета, так и с учетом коллективного взаимодей-

ствия дисперсных частиц. 

Отметим, что теплопроводность и другие аналогичные физические процессы, 

такие как электропроводность (коэффициент σ), диффузия (коэффициент D), 

электро- и магнитостатика (коэффициенты диэлектрической и магнитной про-

ницаемости ɛ и µ соответственно), описываются одинаковыми уравнениями и 

граничными условиями [28], т.е. в безразмерном виде все эти задачи математи-

чески полностью эквивалентны. Поэтому для сравнения теоретических моделей 

и экспериментов по теплопроводности могут быть использованы данные для лю-

бых других аналогичных коэффициентов, поскольку 
* * * * *

*

1 1 1 1 1λ σ ε μD
= = = = =
λ σ D ε μ

α  

и 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

λ σ ε μ
α

λ σ ε μ

D

D
= = = = = . 
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Аналитическая модель теплопроводности в дисперсной среде произвольной 

концентрации без учета коллективного взаимодействия частиц 

 

Рассмотрим точные решения задачи о теплопроводности в двухфазной дис-

персной среде сферических частиц, которые диспергированы в непрерывной фазе 

случайным образом, статистически однородно и изотропно. Для такой среды ис-

комый эффективный коэффициент теплопроводности λ* в уравнениях (4)–(6) яв-

ляется скаляром.  

Для решения задачи о взаимодействии фаз используем «принцип локально-

сти» процесса теплопроводности, который следует из линейности определяющих 

уравнений и граничных условий. Принцип локальности означает, что градиент 

локального поля внутри каждой дисперсной частицы 2T  однозначно (через ис-

комый линейный оператор ψ21) определяется градиентом поля температур в дис-

персионной жидкости 1T  в той же точке. В объеме усреднения Ω градиент  

локального поля для каждой k-й частицы ( )

1

kT  вычисляется в центре сфериче-

ской полости, если из среды удалить эту частицу. Локальное поле в диэлектри-

ках, пренебрегая коллективным взаимодействием сферических молекул, впервые 

вычислил Людвиг Лоренц [30], поэтому часто это поле называют «локальное по-

ле Лоренца». В общем случае ( )

1

kT  зависит не только от λi и fi, но и от простран-

ственной конфигурации частиц и их коллективного взаимодействия. 

Если коллективное взаимодействие дисперсных частиц не учитывать, то опе-

ратор Ψ21 находится из решения краевой задачи уравнения Лапласа для одиноч-

ной сферы, находящейся в однородном внешнем поле T . Ясно, что в данном 

случае внешнее поле является и локальным полем сферы 1T T =  . Точное 

решение этой задачи (при идеальном тепловом контакте фаз: T1 = T2 и 

1 2

1 2
n n

 
 = 

 

 
, где n – нормаль к поверхности раздела фаз) дано в моногра-

фии [31] и в наших обозначениях имеет вид: 

 21

3
ψ

α 2
=

+
. (8) 

После подстановки (8) в (6) получим аналитическую формулу, которая в точ-

ности совпадает с так называемой эвристической формулой Максвелла [19]: 

 * 2

2

(α 2) 2(α 1)
α

(α 2) (α 1)

f

f

+ + −
=

+ − −
. (9) 

В обобщенных безразмерных координатах 
α 1

β
α 2

−
=

+
 и 

*
*

*

α 1
β

α 2

−
=

+
 формула (9) 

имеет более простой и компактный вид: 

 *

2β βf= . (10) 

Максвелл получил формулу (9), исследуя электропроводность суспензии незави-

симым от приведенного выше методом, также не учитывая взаимного влияния (вза-

имодействия) частиц. Он отметил, что такое предположение законно, если диаметр 

частиц намного меньше среднего расстояния между центрами соседних частиц,  
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т.е. параметр 1
a

l
 =  . Ясно, что при достаточно малых концентрациях f2 ~ a3/l3 

это условие выполняется, поэтому многие авторы [18, 32, 33] до сих пор ошибочно 

считают, что формула Максвелла (9) применима только при малых объемных кон-

центрациях дисперсных частиц (0 < f2 < 0.1), т.е. в линейном приближении 2

2( )O f : 

 * 2

2 2α 1 3β ( )= + f +O f . (11) 

Формулу (11) часто несправедливо называют формулой Максвелла. Далее бу-

дет доказано, что область применимости формулы (9) существенно шире, чем (11). 

Поэтому, учитывая приведенное выше математически строгое обоснование фор-

мулы (9), мы будем ее называть аналитической формулой Максвелла, а форму-

лу (11) – линейным приближением формулы Максвелла. 

Если бы дистанционное взаимодействие частиц было единственным (или доми-

нирующим) фактором, который влияет на свойства дисперсной среды с увеличени-

ем концентрации частиц, то вывод об ограниченности аналитической формулы 

Максвелла только линейным приближением (11) был бы правильным. На самом 

деле, и далее это будет доказано, на величину локального поля Лоренца и, соответ-

ственно, на оператор Ψ21 гораздо более сильное влияние, чем взаимодействие ча-

стиц, оказывает чисто геометрический фактор стесненности дисперсных частиц. 

Ошибочное мнение, что формула (9) справедлива лишь в приближении 
2

2( )O f , послужило причиной многочисленных попыток получить в рамках фено-

менологических теорий формулу для усреднения свойств среды при повышенных 

концентрациях дисперсной фазы, опираясь на различные дополнительные к (11) 

эвристические соображения. Так появились теории эффективной среды, диффе-

ренциальный подход, формула Бруггемана и др., которые, как выяснилось позд-

нее [34], дают результат хуже, чем формула Максвелла (9). Такие (неаналитиче-

ские) теории в данной работе не рассматриваются. 

Отметим, что позднее Максвелла при исследовании свойств гомогенных жид-

ких и твердых неполярных диэлектриков были получены формулы (Максвелла–

Гарнетта, Клаузиуса–Моссотти, Лоренц–Лоренца и др.), полностью идентичные 

формуле Максвелла (10), которые подтверждались экспериментами. Полная 

идентичность этих формул не вызывает удивления, поскольку все перечисленные 

авторы полагали вещество однородным и изотропным, а молекулы вещества – 

сферической формы. Теоретические исследования по обоснованию справедливо-

сти аналитической формулы Максвелла при повышенных концентрациях дис-

персных частиц (используя различные подходы) продолжаются до сих пор [35–

37]. В частности, в работе [35], исследуя процесс рассеяния монохроматического 

света в дисперсной среде, авторы не только дают оригинальный вывод аналити-

ческой формулы Максвелла (9), но и показывают, что, вопреки распространен-

ному мнению, формула (9) может оставаться очень точной и при высокой кон-

центрации дисперсных частиц. 

Выше было показано, что формула (9) выводится математически строго при 

единственном предположении об отсутствии взаимодействия частиц. Поэтому без 

решения вопроса о степени влиянии взаимодействия частиц на конечный резуль-

тат теоретически установить границы применимости формулы (9) или (10) при 

повышенных концентрациях дисперсных частиц не представляется возможным. 
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Теоретические модели теплопроводности в дисперсных средах с учетом 

коллективного взаимодействия частиц 
 

Одновременно с феноменологическими моделями теплопроводности в дис-

персных средах развивались статистические, численные и другие методы, в кото-

рых учет взаимодействия частиц осуществлялся на более детальном, структурном 

уровне строения дисперсной среды. Ввиду чрезвычайной сложности задача ре-

шалась для статистически однородной и изотропной двухфазной среды, состоящей 

из непрерывной фазы и идентичных сферических дисперсных частиц. 

Лорд Рэлей [38] разработал математическую модель для численного расчета 

эффективной проводимости, рассматривая простую кубическую решетку сфер 

(S.C. – simple cubic) и вычислил α* с точностью до δ13 (или f2
13/3). Затем в работах 

[39–41], используя современные ЭВМ, были выполнены более точные вычисле-

ния α* для объемно центрированных (B.C.C. – body-centered cubic) и гексагональ-

ных или центрированных по граням (F.C.C. – face-centered cubic) периодических 

решеток сфер. В частности, в работе [41] величина α* рассчитана с точностью до 

δ27 (или f2
9). В результате было показано [34], что все традиционные формулы 

усреднения (формула Бруггемана и др.), основанные на (11) и различных допол-

нительных предположениях, предназначенные для оценки α* при повышенных 

концентрациях, имеют точный коэффициент только при первой степени концен-

трации f2, что соответствует дипольному члену (порядка δ3). В то время как ана-

литическая формула Максвелла при описании периодических структур из сфер 

дает точные коэффициенты до величин порядка δ12, т.е. предсказывает α* с точ-

ностью до O(f2
5).  

D.J. Jeffrey [18] рассчитал эффективный коэффициент теплопроводности в сус-

пензиях с хаотичным расположением сфер с учетом парных взаимодействий: 

 * 2 3

2 2 2α 1 3β 3β(β + ) ( )f f O f= + +  + , (12) 

где Σ – сумма медленно сходящегося ряда. Из формулы (12) видно, что, в отличие 

от периодических структур, при хаотичном расположении дисперсных частиц пар-

ные взаимодействия вносят поправку в аналитическую формулу Максвелла (Σ = 0) 

уже с коэффициента при f2
2. В наиболее полной форме статистическая теория 

случайных дисперсных сред была разработана в работах физика-теоретика Фель-

дерхофа [42, 43]. Там же дан краткий обзор и анализ предыдущих теоретических 

методов и результатов. В работе [43] приведены результаты численных расчетов 

коэффициентов ε* с учетом парных и трех-частичных взаимодействий и мульти-

польных моментов при β = 0.1, 0.3, –0.1, –0.3 и 0 < f2 < 0.4. Там же дана прибли-

женная формула для расчета диэлектрической проницаемости суспензии для 

частного случая, когда значения ε1 и ε2 близки друг к другу, т.е. (α – 1) << 1. 

В работе [44] в гидродинамической постановке идеальной несжимаемой жид-

кости в общем виде решена задача о динамике N частиц, произвольным образом 

расположенных в пространстве, с учетом N-частичных взаимодействий и полно-

го набора мультипольных моментов. Затем, усредняя по ансамблю полученное 

решение для локальных скоростей, впервые в аналитическом виде была решена 

задача о взаимодействии фаз для произвольных значений параметра γ с учетом 

парных взаимодействий и мультипольных моментов (с точностью до δ14), что 

важно, так как при случайном расположении частиц они могут находиться и на 

близком расстоянии (параметр δ ≈ 0.5): 
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  21 2

3
1 ( )

1 2

g k f = + 
+ 

, (13) 

2 3

7 1 1415 1 5 1
( )

72 1 2 5632 1 2 2112 1 2
k

    −  −  −
 = + +   

+  +  +    
, 

где 
21

g  – решение задачи о взаимодействии фаз в гидродинамической постанов-

ке; 2

1


 =


, ρ2 и ρ1 – плотность дисперсной частицы и дисперсионной жидкости 

соответственно. 

Используя решение (13) и формулы соответствия физической аналогии [45] 

динамики идеальной несжимаемой жидкости и процессов теплопередачи (верх-

ний индекс t) – 
21 21

g t → , 
1

2

 +
 → , получим решение задачи о взаимодействии 

фаз для процессов теплопередачи в дисперсной среде взаимодействующих сфе-

рических частиц: 

  21

3
1 ( )

2

t k = + 
 +

, (14) 

 2 3( ) 0.0486 0.0628 0.0003k  = +  +  . (15) 

После подстановки (14) в (6) получим искомую аналитическую зависимость для 

эффективной теплопроводности дисперсной среды в виде: 

 * 2

2 2

2

1 (β)
β β

1 (β)

k f
f

k f

+
=

+
. (16) 

Видно, что при малом взаимодействии дисперсных частиц (k(β) << 1) форму-

ла (16) совпадает с аналитической формулой Максвелла (10) при любых концен-

трациях дисперсных частиц. При изменении параметра α от нуля до бесконечно-

сти безразмерный параметр β изменяется в пределах –0.5 < β < 1, а коэффициент 

k(β) – в пределах –0.0086 < k(β) < 0.1117. 

Максимальная погрешность аналитической формулы Максвелла (10) из-за 

пренебрежения взаимодействием частиц имеет место при значении коэффициен-

та k(β) = 0,1117 и для максимальной концентрации идентичных сфер при хаотиче-

ской укладке f2
max = 0.637 составляет около 7%. На рис. 1 представлена зависимость 

относительной погрешности 
* *

*
100%M

M

W
 −

=


 от объемной концентрации дис-

персных частиц и параметра β, где *

M – расчет по формуле Максвелла (9). Таким 

образом, полученные нами математически строгим методом аналитические фор-

мулы (15) и (16), которые учитывают коллективное взаимодействие дисперсных 

частиц, позволяют точно оценить погрешность (и область применимости) анали-

тической формулы Максвелла во всем диапазоне изменения безразмерных пара-

метров α и f2. 

Из рис. 1 видно, что для многих практически важных случаев относительная 

погрешность аналитической формулы Максвелла, которая не учитывает взаимо-

действия дисперсных частиц, не превышает 2–3% во всем диапазоне возможных 

концентраций. Дело в том, что в реальных дисперсных средах, в особенности при 
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значениях параметра α >> 1, с увеличением концентрации дисперсных частиц  

f2 ≥ f2
cl может происходить их объединение в кластеры и наблюдаться так называ-

емый эффект перколяции (просачивания) [46]. При этом кластеры дисперсных 

частиц, объединяясь друг с другом, при некоторой пороговой концентрации f2
p 

образуют перколяционный (стягивающий) кластер. При f2 = f2
p наблюдается рез-

кое изменение теплопроводности среды, поскольку скелет перколяционного кла-

стера является «тепловым мостом». Перколяционный переход аналогичен фазо-

вому переходу второго рода, который связан с появлением (или исчезновением) 

нового элемента симметрии в системе.  
 

 

Рис. 1. Относительная погрешность аналитической формулы Максвелла (9) из-за предпо-

ложения, что взаимодействием дисперсных частиц можно пренебречь: 1 – β = 1 (α → ꝏ),  

2 – β = 0.75 (α = 10), 3 – β = 0.5 (α = 4), 4 – β = 0.3 (α = 2.286), 5 – β = 0.175 (α =1.636), 6 –

 β = 0.1 (α = 1.33); круглые маркеры – статистическая теория и численный расчет Фель-

дерхофа с учетом парных и тройных взаимодействий идентичных сфер при β = 0.3 [43] 

Fig. 1. The relative error of Maxwell’s analytical formula (9) due to the assumption that the  

interaction of dispersed particles can be neglected: (1) β = 1, α → ꝏ; (2) β = 0.75, α = 10;  

(3) β = 0.5, α = 4; (4) β = 0.3, α = 2.286; (5) β = 0.175, α = 1.636; and (6) β = 0.1, α = 1.33.  

The circles indicate a statistical theory and a numerical calculation of Felderhof with account  

for pairwise and triple interactions of identical spheres at β = 0.3 [43] 
 

Если принять меры, которые препятствуют контакту дисперсных частиц, то 

кластеры не образуются и аналитическая формула Максвелла применима при 

значениях параметра 0 < α < ∞ и любых практически достижимых концентрациях 

дисперсной фазы. Этот теоретический вывод, который подтверждается экспери-

ментами, приведенными во второй части исследования, имеет принципиальное 

значение, так как, опираясь на него, из аналитической формулы Максвелла мате-

матически строго следуют два важных следствия. 
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Два важных следствия из аналитической формулы Максвелла 
 

Известно, что дисперсные среды, которые имеют точные решения для α*, пред-

ставимые простыми аналитическими формулами, как правило, обладают свой-

ствами симметрии [24]. Это объясняется тем, что пространственное распределение 

неоднородностей в таких средах соответствует некоторым предельным структурам. 

Так, например, для любых анизотропных сред предельными являются две слои-

стые структуры, которые описываются точными решениями границ Винера (7).  

Дисперсная среда, для которой формула (10) является точным решением урав-

нения Лапласа, в приближении отсутствия взаимодействия частиц также обладает 

свойствами симметрии. Действительно, поскольку формула (10) дает достаточно 

высокую точность во всем диапазоне параметров α и f2 (см. рис. 1), мы можем 

увеличивать объемную концентрацию дисперсной фазы до такой степени, что она 

образует сплошной континуум. В этом случае, поменяв местами в формуле (10) 

нижние индексы (1 ↔ 2): 
1

α
α

→ , 
*

* α
α

α
→  и 2 1 21f f f→ = − , т.е. применив пре-

образование инверсии фаз (λ1 ,f1) ↔ (λ2 ,f2), мы получим точное решение, которое 

описывает дисперсную среду с другой (предельной) геометрией матрицы и дис-

персной фазы:  

 
*

1*

α α 1 α

1 2αα 2α
f

− −
=

++
. (17) 

 

 
a                                                b 

Рис. 2. Два типа однородных и изотропных дисперсных сред, образованных идентичными 

сферическими элементами: a – структура дисперсной среды, которую описывает аналити-

ческая формула Максвелла (9) или (10); b – структура дисперсной среды, которая описыва-

ется формулой (17). В структуре b сферы находятся в контакте друг с другом и образуют 

континуум (матрицу), при этом элементы дисперсной фазы имеют различную (несфериче-

скую) форму и размер. 1 – дисперсионная жидкость (матрица); 2 – дисперсная фаза 

Fig. 2. Two types of homogeneous and isotropic dispersive media formed by identical spherical 

elements: (a) the structure of the dispersive medium described by Maxwell’s analytical formula (9) 

or (10) and (b) the structure of the dispersive medium described by formula (17). In structure (b), 

the spheres are in contact with each other, and they form a continuum (matrix), while the elements 

of the dispersed phase are of different (non-spherical) shapes and sizes. 1, dispersive liquid  

(matrix) and 2, dispersed phase 

2 2 1 1 
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На рис. 2 схематично показаны два типа дисперсных структур, образованных 

идентичными сферическими элементами, которые описываются формулами (10) 

и (17). 

Отметим, что формула (17), по-видимому, впервые была получена в работе 

[47] и получила в литературе [48] название «формула Максвелла–Эйкена». Одна-

ко если формула Максвелла (10) применима при 0 < f2 < 0.1, как ошибочно счи-

тают многие авторы, то формула (17) применима только в диапазоне 0.9 < f1 < 1, 

что и утверждается в работе [33]. Следовательно, без решения вопроса об обла-

сти применимости аналитической формулы Максвелла формулу (17) нельзя ис-

пользовать в более широком диапазоне концентраций. 

Примечательно, что полученные аналитические решения (10) и (17) в точно-

сти совпадают с границами изменения эффективных коэффициентов теплопро-

водности для любых однородных и изотропных двухфазных дисперсных сред, 

известными как «границы Хашина–Штрикмана (Х-Ш)», которые были получены 

в работе [29] вариационным методом и для α > 1 имеют вид:  

 2 1

1 2

1 α α 1
1 α

α 1 3 1 α 3

*f f

f f

 
 

+   + 
 + + 

− − 

. (18) 

Отмеченное выше совпадение не очень удивляет, если вспомнить, что сфера 

имеет предельную геометрию любых выпуклых тел: при заданном объеме тела 

сфера обладает минимальной площадью поверхности. 

Следствие 1. Аналитическая формула Максвелла (10) и формула (17), полу-

ченная из (10) в результате преобразования инверсии фаз, в точности совпада-

ют с границами (18) Хашина–Штрикмана (Х-Ш), которые определяют диапазон 

изменения α* для любых однородных и изотропных двухфазных сред.     

В работе [49] показано, что благодаря полной статистической симметрии [24], 

характерной для двумерных случайно неоднородных систем, в случае равных 

концентрации фаз (f1 = f2) задача об эффективной электропроводности допускает 

единственное точное решение, инвариантное относительно перестановки фаз: 
*

1 2 =   . При этом порог протекания (перколяции) имеет место при 

f1
p = f2

p = 0.5.  

Покажем, что и для трехмерного случая среди бесконечного множества двух-

фазных сред, ограниченных точными решениями (10) и (17), существуют среды, 

обладающие полной статистической симметрией, которые инвариантны относи-

тельно перестановки фаз. Действительно, в силу линейности определяющих 

уравнений и граничных условий из решений (10) и (17) легко построить линей-

ную комбинацию, инвариантную относительно преобразования инверсии фаз.    

Для этого умножим уравнение (10) на f1(α + 2), а уравнение (17) на f2(2α + 1). 

После сложения этих уравнений, получим 

 
* *

1 2* *

α 1 α α
(α 2) (2α 1) 0

α 2 α 2α
f f

− −
+ + + =

+ +
. (19) 

Следствие 2. Существует точное решение (19), инвариантное относительно 

преобразования инверсии фаз, предназначенное для вычисления эффективного 

коэффициента теплопроводности в трехмерных неупорядоченных структурно 

симметричных двухфазных средах. 
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Таким образом, и в трехмерном случае однородная и изотропная двухфазная 

среда обладает полной статистической симметрией и для заданных значений па-

раметров λ1, λ2 и f2 имеет единственное точное решение. 

Полученное точное решение (19) пригодно для оценки эффективного коэф-

фициента теплопроводности (и других подобных макроскопических коэффици-

ентов) в структурно-симметричных двухфазных средах, в которых нельзя четко 

выделить непрерывную компоненту (матрицу). В частном случае, при равных 

объемных концентрациях компонент f1 = f2 = 0.5, формула (19) упрощается до 

уравнения 

 * 2 *2
( ) 2 0

1


 +  −  =

 +
, (20) 

которое имеет единственное положительное решение α* = f(α). 

Нетрудно убедится, что полученное аналитическое решение (19), как и из-

вестное уравнение Бруггемана 
* *

1 2* *

1
0

2 1 2
f f

 −  −
+ =

 +  +
 [49], инвариантно отно-

сительно преобразования инверсии фаз (λ1 ,f1) ↔ (λ2 ,f2), т.е. относительно пере-

становки нижних индексов, которые обозначают номер фазы смеси. Однако  

в отличие от формулы (19), которая выводится математически строго, обосно-

ванность вывода уравнения Бруггемана и область его применимости остаются 

источником непрекращающихся споров [35, 50]. В частности, в работе [51] отме-

чается, что уравнение Бруггемана применимо лишь в случаях, когда коэффици-

енты теплопроводности фаз близки друг к другу. 

Отметим, что формула (6) применима для двухфазных дисперсных сред, со-

ставленных из однородных компонент, в самом общем случае. Она содержит 

неизвестный параметр (оператор) ψ21, в котором сосредоточена вся информация 

о форме и размерах дисперсных частиц, их ориентации и распределении в про-

странстве. Формула (8) дает решение задачи о взаимодействии фаз (определение 

ψ21) для сферических частиц произвольного радиуса. Таким образом, из приве-

денной выше теории следует, что аналитическая формула Максвелла и все след-

ствия из нее справедливы для сред, в которых одна из фаз представлена полидис-

персными сферическими частицами. Последнее согласуется с работой [29], где 

получено точное решение * *

М    для полидисперсной изотропной модели 

двухфазной среды, дисперсные частицы которой состоят из двух концентриче-

ских сфер – ядра радиусом a2 и оболочки радиусом a1. При этом для каждой ча-

стицы соблюдаются соотношения: 
3

2

23

1

a
f const

a
= =  и 2

1

const


=  =


 . Если размер 

частиц изменяется в диапазоне 3

1 10 ma a    , то они полностью заполняют 

трехмерное пространство (f1 = 1 – f2) и первая фаза (i = 1) является непрерывной. 

Очевидно, что эта модель дисперсной среды полностью эквивалентна максвел-

ловской полидисперсной среде, и, соответственно, мы имеем: * *

М   . 

В частном случае одинаковых дисперсных сферических частиц их макси-

мальная объемная концентрация зависит от типа пространственной упаковки. 

Так, например, доказано (Гаусс), что максимально плотная упаковка жестких 

шаров одинакового размера не может превысить f2
max ≤ 0.74. В этих случаях ана-



Механика / Mechanics 

48 

литическая формула Максвелла (при выводе которой предполагается, что 

0 < f2 < 1) неприменима при концентрациях, близких к f2
max и выше. 

 

Заключение 

 

Математически строго обосновано, что аналитическая формула Максвелла, 

предназначенная для вычисления эффективного коэффициента теплопроводно-

сти в суспензии сферических частиц, которая не учитывает их взаимодействия, 

дает достаточно высокую точность практически во всем диапазоне объемных 

концентраций дисперсных частиц 0 < f2 < 1. Используя это свойство, из аналити-

ческой формулы Максвелла получено два важных следствия. 

Первое следствие определяет точные границы, внутри которых находятся эф-

фективные коэффициенты теплопроводности однородных и изотропных суспен-

зий сферических частиц, которые совпадают с известными границами Хашина–

Штрикмана. 

Второе следствие определяет точное решение, инвариантное относительно 

преобразования инверсии фаз, предназначенное для вычисления эффективного 

коэффициента теплопроводности в трехмерных неупорядоченных структурно-

симметричных двухфазных средах, когда трудно выделить непрерывную фазу. 
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