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Аннотация. Пусть NΦ(K) – нильтреугольная подалгебра алгебры Шевалле ассоциа-

тивно-коммутативного кольца K с единицей, ассоциированная с системой корней Φ 
(базис NΦ(K) составляют все элементы er ∈ Φ+ базиса Шевалле). Мы описываем 

автоморфизмы нильтреугольного кольца Ли типа G2 над полем K при ограничении 

2K = 0. Для исследования автоморфизмов существенно используются верхние и 

нижние центральные ряды, описываемые в данной работе. 
Ключевые слова: алгебра Шевалле, нильтреугольная подалгебра, кольцо, стан-

дартные автоморфизмы, гиперцентральный автоморфизм 
 
Благодарности: Работа поддержана Красноярским математическим центром, фи-

нансируемым Минобрнауки РФ (соглашение 075-02-2024-1429). 
 

Для цитирования: Казакова А.В. Автоморфизмы нильтреугольных подколец ал-

гебр Шевалле типа G2 над полем характеристики 2 // Вестник Томского государ-

ственного университета. Математика и механика. 2024. № 88. С. 26–36. doi: 
10.17223/19988621/88/3 

 
 
Original article 

 

Automorphisms of nil-triangular subrings of Chevalley  

algebras of type G2 over the field of characteristic 2 
 

Alyona V. Kazakova  
 

Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russian Federation, alvkazakova@gmail.com 
 

Abstract. Let NΦ(K) be the nil-triangular subalgebra of the Chevalley algebra over an 
associative commutative ring K with the identity associated with a root system Φ (The 

basis of NΦ(K) consists of all elements er ∈ Φ+ of the Chevalley basis). This paper studies 
the well-known problem of describing automorphisms of Lie algebras and rings NΦ(K). 
Automorphisms of the Lie algebra NΦ(K) under restrictions K = 2K = 3K on ring K are 
described by Y. Cao, D. Jiang, J. Wang (Intern. J. Algebra and Computation, 2007). 
When passing from algebras to Lie rings, the group of automorphisms expands. Thus, the 
subgroup of central automorphisms is extended, i.e. acting modulo the center, ring auto-
morphisms induced by automorphisms of the main ring are added. For the type An, a de-
scription of automorphisms of Lie rings NΦ(K) over K was obtained by V.M. Levchuk 



Казакова А.В. Автоморфизмы нильтреугольных подколец алгебр Шевалле типа G2  

27 

(Siberian Mathematical Journal, 1983). Automorphisms of the Lie ring NΦ(K) are de-
scribed by V.M. Levchuk (Algebra and Logic, 1990) for type D4 over K, and for other 
types by A.V. Litavrin (Thesis for: Cand. Sc. (Physics and Mathematics) – 01.01.06.  
Siberian Federal University, 2017), excluding types G2 and F4. The author (2022) obtained 
a description of automorphisms of Lie rings NΦ(K) of type G2 when K is an integrity 
domain and K = 2K = 3K or 3K = 0. In this paper we describe automorphisms of a nil-
triangular Lie ring of type G2 over a field K under restriction 2K = 0. To study automor-
phisms, the upper and lower central series described in this work are essentially used.  
A new non-standard automorphism was found, called an S-automorphism. 
Keywords: Chevalley algebra, nil-triangular subalgebra, ring, automorphism, hypercen-
tral automorphism 
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Введение 

 
Алгебру Шевалле над полем K характеризуют системой корней Φ евклидова 

пространства и базисом Шевалле, который составляют подходящий базис подал-

гебры Картана и векторы er, r ∈ Φ. Подалгебру с базисом {er | r ∈ Φ+} для систе-

мы Φ+ положительных корней, как и в [1], обозначим через NΦ(K) и назовем 

нильтреугольной. 
Далее K – ассоциативно-коммутативное кольцо с единицей. Автоморфизмы 

алгебры Ли NΦ(K) при ограничениях K = 2K = 3K на кольцо K описаны в 2007 г. 
в [2]. 

Автоморфизмы алгебры NΦ(K) являются и автоморфизмами множества NΦ(K), 
рассматриваемого как кольцо. При переходе от алгебр к кольцам Ли группа  
автоморфизмов расширяется, поскольку в кольце не обязано сохраняться умно-

жение на скаляр. Так, расширяется подгруппа центральных автоморфизмов, т.е. 
действующих тождественно по модулю центра, добавляются кольцевые авто-

морфизмы, индуцированные автоморфизмами основного кольца. 
Для типа An описание автоморфизмов колец Ли NΦ(K) над K получил в 1983 г. 

В.М. Левчук [1]; в основном существование нестандартных автоморфизмов здесь 

зависит от аннулятора в кольце K элемента 2. 
Автоморфизмы кольца Ли NΦ(K) выявлены в [3] также для типа D4; в [4–6] их 

описание редуцировано к исключительным типам G2 и F4. 
В [7] получено описание автоморфизмов колец Ли NΦ(K) типа G2, когда K 

есть область целостности и K = 2K = 3K или 3K = 0. 
В статье описываются автоморфизмы кольца Ли NΦ(K) типа G2, когда K есть 

поле характеристики 2 – теорема 3.1. В доказательстве теоремы 3.1 существенно 

используется структура центральных рядов кольца Ли NΦ(K) типа G2, получен-

ная в лемме 1.1. Также найден новый нестандартный автоморфизм, называемый 

S-автоморфизмом. 
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1. Центральные ряды и гиперцентральные автоморфизмы 
 
Для описания автоморфизмов колец нам потребуются определенные характе-

ристические идеалы. Аннулятором множества M в произвольном кольце R назы-

ваем множество Ann R (M) = {α ∈ R | Mα = αM = 0}. 
В произвольном кольце Ли R = (R, +, *) аналогично группам вводят гиперцен-

тральный или верхний центральный ряд 
0 1 10 ,i iZ Z Z Z +=      

1 : { | } ( 0),i iZ g R g R Z i+ =      
и нижний центральный ряд 

1 2 1, : ( 1).n n nR R n+=        =   
Автоморфизм, действующий тождественно по модулю центра Z1, называют 

центральным. В 1990 г. в [3] введено обобщение центральных автоморфизмов – 
гиперцентральные автоморфизмы. 

Автоморфизм группы или кольца Ли L, единичный по модулю m-го гиперцен-

тра и неединичный по модулю (m–1)-го гиперцентра, называют гиперцентраль-

ным высоты m (кратко – гиперцентральным, когда L не совпадает с m-м гипер-

центром). 
Пусть Φ+ – множество положительных корней системы Φ, а Π = {r1, ..., rl} –  

ее фундаментальная система простых корней из Φ. Для любого r ∈ Φ через  
ht(r) обозначим высоту корня r. По определению при r = a1r1 + ... + alrl полагаем 

ht(r) = a1 + ... + al. Согласно теореме о базисе алгебры Шевалле [8. Теорема 4.2.1], 
для произвольных корней r, s ∈ Φ+ имеем er ⁎ es = 0 при r + s ∉ Φ и  

, , ,, ( ),r s r s r s s r r se e N e N N r s+= = − +   
где структурные константы Nr,s = ±1, ±2 или ±3, причем равенство Nr,s = ±3 воз-

можно только для Φ типа G2. Выбор знаков Nr,s далее зафиксируем в соответ-

ствии с [8. С. 211]. 
В [8] введен стандартный центральный ряд алгебры Ли NΦ(K), где 

1 2 1 0,h hL L L L−   =  

: | , ( ) (1 1).i rL Ke r ht r i i h+=       −  

Когда верхний и нижний центральные ряды в NΦ(K) стандартны, имеем  
(1 ).i i h iL Z i h−=  =  

 Описание верхних и нижних центральных рядов завершено в [5, 6] для клас-

сических типов и требуется лишь для типа F4 (cм.: [9]). Приведем их для типа G2. 
Пусть a, b – простые корни для Φ типа G2, корень a – короткий, и |a| < |b|. Тогда 

Φ+ = {a, b, a + b, 2a + b, 3a + b, 3a + 2b}. 
Аннулятор элемента t в кольце K обозначаем через Δt. 
Лемма 1.1. [9] Пусть K – произвольное ассоциативно-коммутативное кольцо с 1. 

Для кольца Ли NG2(K) = L1 верны равенства 
2 2 3 3 22 3 ,a b a b a b a bKe Ke Ke Ke+ + + + = + + +

 
3 2 3 3 22 6 3 ,a b a b a bKe Ke Ke+ + + = + +  

6 , 4,5,6,i iL i = =  

1 2 3 3 2 5 ,a b a bZ e e L+ +=   +  +  
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2 2 3 2 3 2 3 3 2 4( ) ,a b a b a bZ e e e e L+ +=   +  +  + + +  

2 3 1 6( ) , 3,4.i iZ L L i−=  +  + =

 Замечание 1.2. Очевидно, для произвольного элемента t ∈ K, t ≠ 0, не являю-

щегося делителем нуля в кольце K, любой Δt = 0. Поэтому для поля K получаем 

Δ2Δ3 = 0, и формулы в лемме 1.1 для Z1 и Z2 упрощаются. 
Следствие 1.3. Верхний или нижний центральный ряд кольца Ли NG2(K) при 

2K ≠ K не является стандартным. 
 

2. Некоторые автоморфизмы кольца Ли NG2(K) 
 

Кольцо Ли NΦ(K) порождают множества Ker (r ∈ Φ+), а при p(Φ)!K = K, где 

p(Φ) = max {(r,r)/(s,s) | r, s ∈ Φ} = 1, 2 или 3, даже Ker (r ∈ Π). К основным соот-

ношениям относятся также и соотношения в кольце коэффициентов. 
Для автоморфизмов кольца Ли NΦ(K) полезна (и очевидна) 
Лемма 2.1. Автоморфизм Φ аддитивной группы кольца Ли NΦ(K) есть его ав-

томорфизм тогда и только тогда, когда Φ сохраняет соотношения 
( ) ( , , ),r r rxe ye x y e r x y K++ = +    

,* ( , , ),r s r s r sxe ye xyN e r s r s +

+= + 

 * 0 ( , , ).r sxe ye r s r s+ +=  +   
В алгебре Шевалле типа Φ над K подалгебра NΦ(K) характеристична относи-

тельно каждого корневого автоморфизма xr(t) (r ∈ Φ, t ∈ K) [8. § 4.3]. Его ограни-

чение дает автоморфизм подалгебры NΦ(K), называемый внутренним. Действием 

на базе он определяется по правилу 

, , 1

0

( ) : , ( \{ }),

q

i

r r r s r s i ir

i

x t e e e M t e s r+

+

=

→ →   

, ,0 , , , , ,( 1): 1, : (1/ !) .r s r s i r s r r s r i r sM M i N N N+ − += = 

 Все корневые автоморфизмы xr(t) порождают подгруппу J внутренних авто-

морфизмов алгебры Ли NΦ(K). Известно, что она изоморфна фактор-группе уни-

потентной группы U = UΦ(K) по центру. 
Диагональный автоморфизм h(χ) : er → χ(r)er (r ∈ Φ+) алгебры Ли NΦ(K) сопо-

ставляет любому K-характеру χ решетки корней, т.е. гомоморфизму подгруппы 

〈Φ〉+ аддитивной группы V+ в мультипликативную группу K* обратимых элемен-

тов кольца K [8. § 7.1]. Хорошо известно, что χ определяется однозначно значе-

ниями на простых корнях. 
Кольцевые автоморфизмы алгебры Ли NΦ(K) выделяем по аналогии с [8]. 
Произведения внутренних, диагональных, кольцевых и центральных авто-

морфизмов называют стандартными автоморфизмами. 
Один нестандартный автоморфизм, известный для Φ типа An с 1950-х гг., 

определен Гиббсом [10] для всех k ∈ K, а для Φ типа G2 – по правилу (r ∈ Φ+) 
 3( ) : , , .a a b b a b r rk e e e e ke e e+ → → + →  (1) 

В соответствии с [2] и [11] его называют автоморфизмом Гиббса. Ясно, что 

при k ≠ 0 он является гиперцентральным автоморфизмом высоты 2. 
Далее мы выделим нестандартные автоморфизмы кольца Ли NΦ(K) типа G2 

при t ∈ K следующих четырех типов: 
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1 2 2( ) : ,a b a b a bt e e te+ + + → +  
 er → er для остальных r ∈ Φ+, (2) 
 

2 2 2 3 3( ) : , ,a b a b b a b a b a bt e e te e e te+ + + + + → + → +

  er → er для остальных r ∈ Φ+, (3) 
 

3 2 3( ) : , ,b b a b a b a b a bt e e te e e te+ + + + → + → +

  er → er для остальных r ∈ Φ+, (4) 
 

34 2 2 3( ) : , , , ,b a b a b a b a b b a b a bt e e e e e e e e+ + + + + + → → → →

  er → er для остальных r ∈ Φ+. (5) 
Автоморфизм ξ4(t) назовем S-автоморфизмом, так как он связан с подстанов-

ками положительных корней. 
Лемма 2.2. Отображения ξi (i = 1, 2, 3) при 2K = 0 и ξ4 при 4K = 0 являются ав-

томорфизмами кольца Ли NΦ(K) типа G2 над кольцом K. 
Доказательство. Нетрудно проверить, что отображения ξi – автоморфизмы 

K-модуля NΦ(K) типа G2. Из того, что в кольце NΦ(K) выполняются обычные 

свойства линейности (αx +βy)ϕ = α(x)ϕ + β(y)ϕ, следует, что ϕ – линейное преобра-

зование, под действием которого сохраняется умножение на скаляр. 
Проверим соотношения из леммы 2.1 при t ∈ K. 

1 2 1 2 , 3 2 , 3 21 , 3( ) ( ) ( ) ,a b a a b a a b a b a a b a b a a bxe e N e N e N e+ + + + + + + =  =  =  

1 2 1 2 2 , 3 , 2( ) ( ) ( ) .a b a a b a b a a b a a b a b a a be e e te e N e N te+ + + + + + +  = +  = +  
Инвариантность этих соотношений следует сейчас из равенства Na+b,a t = 0, отку-

да 2t = 0. 
1 2 1 2 , 3 2 2 , 3 2( ) ( ) ,a b a b a b a b a b a b a b a bxe e N e N e+ + + + + + + + =  =

 
1 2 1 2 2 , 3 2( ) ( ) ( ) .a b a b a b a b a b a b a b a be e e te e N e+ + + + + + + +  = +  =  

 

1 2 2 1( ) (0) 0,a b a bxe e+ +  = =  

1 2 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0.a b a b a b a b a b a be e e te e te+ + + + + +  = +  + =  
Инвариантны и остальные соотношения. Поэтому ξ1 – автоморфизм. Далее. 

2 2 2 ,2 3 ,2 2 3 ,2 3( ) ( ) ( ) ( ),a a b a a b a b a a b a b a a b a b a be e N e N e N e te+ + + + + + + + =   = + =  

2 2 2 2 ,2 3 ,( ) ( ) ( ) ,a a b a a b b a a b a b a b a be e e e te N e N te+ + + + +  =  + = +  
инвариантность этого соотношения, очевидно, равносильна условию (Na,b –  
– Na,2a+b)t = 0, где Na,b = –1, Na,2a+b = 3. Поэтому 4t = 0. 

2 2 3( ) 0,a b a be e+ +  =  

2 2 2 3 2 3 2 , 3 2 ,3 3 2( ) ( ) ( ) ( ) .a b a b a b b a b a b a b a b a b b a b a be e e te e te tN e tN e+ + + + + + + + + +  = +  + = +  
Инвариантность этого соотношения, очевидно, равносильна условию (N2a+b,a+b +  
+ Nb,3a+b)t = 0. Так как N2a+b,a+b = –3, Nb,3a+b = 1, то 2t = 0. 

2 2 2 , 3 2( ) ,a b a b a b a b a be e N e+ + + + + =  

2 2 2 2 2 , 3 2( ) ( ) ( ) .a b a b a b b a b a b a b a be e e te e N e+ + + + + + +  = +  =  
 

2 3 3 , 3 2( ) ,a b b a b b a be e N e+ + + =  

2 3 2 3 3 , 3 2( ) ( ) ( ) .a b b a b a b b a b b a be e e te e N e+ + + + +  = +  =  
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2 3( ) 0,a b ae e+  =  

2 3 2 3 , 2( ) ( ) ( ) ,a b a a b a b a a b a a be e e te e N e+ + + + +  = +  =  
инвариантность этого соотношения следует сейчас из равенств Na+b,at = 0, откуда 

2t = 0. Инвариантны и остальные соотношения. Поэтому ξ2 – автоморфизм. Далее. 
3 3 , , 3 , 3( ) ( ) ( ) ( ),b a b a a b b a a b b a a b a be e N e N e N e te+ + + + =  =  = +  

3 3 2 , 2 , 3( ) ( ) ( ) .b a b a b a b a a b a b a a be e e te e N e N te+ + + +  = +  = +  
Инвариантность этого соотношения следует сейчас из равенства (Nb,a – N2a+b,a)t = 0. 
Поскольку N2a+b,a = –3, Nb,a = 1, то 4t = 0. 

3 ( ) 0,b a be e + =  

3 3 2 3 2 , 3 2 ,3 3 2( ) ( ) ( ) ( ) .b a b a b b a b a b a b a b a b b a b a be e e te e te N te N te+ + + + + + + + +  = +  + = +  
Инвариантность этого соотношения следует сейчас из равенства (N2a+b,a+b +  
+ Nb,3a+b)t = 0. Так как N2a+b,a+b = –3, Nb,3a+b = 1, то 2t = 0. 

3 , 2( ) ,a b a a b a a be e N e+ + + =  

3 3 3 , 2( ) ( ) ( ) .a b a a b a b a a b a a be e e te e N e+ + + + +  = +  =  
 

3 ( ) 0,a b be e+  =  

3 3 3 2 ,2 3 2 3 , 3 2( ) ( ) ( ) ( ) .a b b a b a b b a b a b a b a b a b b a be e e te e te N te N te+ + + + + + + + +  = +  + = +  
Поскольку Na+b,2a+b = 3, N3a+b,b = –1, то 2t = 0. 

33 2 ,2 2( ) ,a b a b a b a b a be e N e+ + + + + =  

2 3 2 ,3 3 2 3 2( ) ( ) ( ) .a b a b a b a b a b a b a b a be e e te e N e+ + + + + + + +  = +  =  
Инвариантны и остальные соотношения. Поэтому ξ3 – автоморфизм. Далее. 

4 4 , , 3( ) ( ) ,b a b a a b b a a btte e N e N et+ + =  =  

4 4 2 2 , 3( ) ( ) .b a a b a a b a a bte e t N te e e+ + +=  =  
Инвариантность этого соотношения следует сейчас из равенства (Nb,a – N2a+b,a)t = 0. 
Так как N2a+b,a = –3, Nb,a = 1, то 4t = 0. 

4 3 4 ,3 3 2 ,3 3 2( ) ( ) ,b a b b a b a b b a b a btte e N N te e+ + + + + =  =  

4 4 3 2 2 , 3 2( ) ( ) .b a b a b a b a b a b a bte e te N ete+ + + + + +  =  =  
Инвариантность этого соотношения следует сейчас из равенства (Nb,3a+b – 
– N2a+b,a+b)t = 0. Из того, что Nb,3a+b = 1, N2a+b,a+b = –3 следует равенство 4t = 0. 

4 2 4 ,2 3 2 ,2 3 2( ) ( ) ,a b a b a b a b a b a b a b a bte e te N etN+ + + + + + + + =  =  

4 4 2 3 3 , 3 2( ) ( ) .a b a b a b b a b b a bte e te e N et+ + + + +=  =  
Инвариантность этого соотношения следует сейчас из равенства (Na+b,2a+b – 
– N3a+b,b)t = 0. Из серии равенств Na+b,2a+b = 3, N3a+b,b = –1 следует, что 4t = 0. Инва-

риантны и остальные соотношения. Поэтому ξ4 – автоморфизм. 
 

3. Автоморфизмы кольца NG2(K) при 2K = 0 

 
Исследуем описание автоморфизмов кольца Ли NG2(K) или NΦ(K) типа G2 

над полем K при 2K = 0. 
Теорема 3.1. Пусть R – кольцо Ли NΦ(K) типа G2 над полем K при 2K = 0. То-

гда справедливы два случая.  
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1. Автоморфизм ϕ кольца R есть произведение стандартного автоморфизма, 

автоморфизмов вида (3) и (4), а также гиперцентральных автоморфизмов высоты 2 
вида (1), (2); 

2. Автоморфизм ϕ кольца R есть произведение S-автоморфизма вида (5), стан-

дартного автоморфизма, автоморфизмов вида (3) и (4), а также гиперцентральных 

автоморфизмов высоты 2 вида (1), (2). 
Доказательство. Исследуем произвольный автоморфизм ϕ ∈ Aut R. Кольцо R 

порождается аддитивными подгруппами Kea, Keb и Ke2a+b. Поэтому действие на 

них характеризует автоморфизм ϕ. Вначале исследуем действие по модулю R2 =  
= Kea+b + Ke3a+b + Ke3a+2b. Находим аннуляторы кольца R и его степени R2: 

2

3 2 3 3 2Ann , Ann .a b a a b a b a bR Ke R Ke Ke Ke Ke+ + + += = + + +  
Учитывая характеристичность членов верхнего и нижнего центральных рядов 

кольца R и характеристичность идеалов Ann R2 при x, y, z ∈ K, получаем 
2( ) mod ,a axe x e R  

2

2( ) mod ,b a b a bye y e y e y e R
    

+= + +  

 2
2 2( ) moda b a b a bze z e z e z e R

    
+ += + +  (6)

 для подходящих эндоморфизмов σ, λ, λ', λ'', μ, μ', μ'' аддитивной группы K+ поля 

K (пользуемся тем, что ϕ сохраняет сложение в R). Рассмотрим два случая. 
1. Одновременно xλ, yμ ≠ 0 при x, y ≠ 0, x, y ∈ K. Учитывая, что K – поле, 

умножив ϕ последовательно на автоморфизм вида (3) при t = c = zμ''(zμ)–1 и авто-

морфизм вида (4) при t = (yλ + yλ''c)–1yμ'', получаем  
2( ) mod ,a axe x e R =

 1 2( ) ( ( ) ) mod ,b a bye y e y y z z e R
        −= + +

 2

2 2( ) mod .a b a a bze z e z e R
  

+ += +  
Отображение ψ: yψ = (yλ + yλ''zμ''(zμ)–1) будет эндоморфизмом аддитивной группы 

поля K, так как 
1 1( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ) .x y x y x y z z x y x y z z x y

         −       −  + = + + + = + + + = +  
Учитывая, что ϕ – автоморфизм, получаем, что ψ ≠ 0. Отсюда получаем, что λ' и 

μ' равны 0, используя равенства 
1

2 30 ( ) ( ) ( ( ) ) mod .b a b a b a bye ze y y z z z e y z e Ann R
         −   

+ + += = + +  
Исследуем σ ∈ End K+. Учитывая характеристичность идеалов Ann R2, R2 и се-

рию равенств 
2 2 2 2 2Ann (Ann ) ( ) ,( )a a aKe R R R Ke R K e R   + = = = + = +  

из равенства Kσ = K получаем сюръективность σ.  
Докажем инъективность σ. Пусть x, y ∈ K и x ≠ y, тогда 

2( ) mod ,a axe x e R =  
2( ) mod .a aye y e R =  

Предположим, что xσ = yσ = c, тогда 
2

1 1( ) , ,a axe ce Y Y R = +   
2

2 2( ) , .a aye ce Y Y R = +   
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Пусть Y1 – Y2 = Y ∈ R2 и A = cea + Y1, B = cea + Y2, откуда  
1 1 1

1) ( ) ( ) ,aA B A B x y e
− − −  − = − = −  

1 1 22) ( ) .A B Y R
− − − =   

Учитывая характеристичность R2 и 1), из 2) получаем, что 
1

0Y
− = , откуда x = y. 

Инъективность σ доказана. Отсюда вытекает включение σ ∈ Aut K+. По модулю 

Ann R имеем 

3 2 3( ) ( ) 1 1 ,a b a b b a a b a a b a bKe Ke Ke e Ke e K e K e     

+ + + + ++ = + = +   
откуда Kψ1σ = K, Kμ1σ = K и аналогично 1ψKσ = K, 1μKσ = K. Отсюда и из того, что 
K – поле, вытекают равенства Kψ = K = Kμ, т.е. сюръективность ψ, μ ∈ Aut K+.  

Докажем инъективность μ. Пусть x, y ∈ K и x ≠ y, тогда 
2

3 3( ) mod ,a b a bxe x e R 

+ +=  
2

3 3( ) mod .a b a bye y e R 

+ +=  
Предположим, что xμ = yμ = c, тогда 

2

3 3 1 1( ) , ,a b a bxe ce Y Y R

+ += +   
2

3 3 2 2( ) , .a b a bye ce Y Y R

+ += +   
Пусть Y1 – Y2 = Y ∈ R2 и A = ce3a+b + Y1, B = ce3a+b + Y2, откуда 

1 1 1

31) ( ) ( ) ,a bA B A B x y e
− − −  

+− = − = −

 1 1 22) ( ) .A B Y R
− − − =   

Учитывая характеристичность R2 и 1), из 2) получаем, что 
1

0Y
− = , откуда x = y. 

Инъективность μ доказана. Аналогичное доказательство для ψ ∈ End K+. Отсюда 

получаем, что ψ, μ ∈ Aut K+. 
С точностью до умножения ϕ на диагональный автоморфизм мы получим  

1σ = 1ψ = 1μ = 1. 
Далее, ϕ-инвариантность основных соотношений кольца R дает (по модулю 

Ann R) 
( ) ( ) 1 ,

( ) ( ) 1 ,

b a b a a b

b a b a a b

xe e xe e x e

xe e e xe x e

    

+

    

+

= =

= =

 

 
 

2 2 3( ) ( ) 1 ,a b a a b a a bxe e xe e x e    

+ + +==  

2 2 3( ) ( ) 1 .a b a a b a a bxe e e xe x e    

+ + += =   
Поэтому xψ = xσ = xμ для любого x ∈ K, т.е. ψ = σ = μ. Кроме того, для любых x, y ∈ K, 
σ ∈ Aut K в силу равенств (по модулю Ann R) 

( )*( ) ( ) *( ) ( * ) ( ) .a b b a b a b a a bx y e x e y e xe ye xye e xy e       

+ += = = =  

С точностью до умножения ϕ на кольцевой автоморфизм 1ˆ −  мы получим, 

что σ = 1, откуда (x ∈ K) 
2

2 2( ) mod ( ) ( \{2 }), ( ) mod ,r r a b a bxe xe Q r r a b xe xe R + 

+ +=  + =  

где ( ) : .s

s r

Q r Ke


=  Считаем, что s > r, если коэффициенты разложения s – r по 

базе Π(Φ+) положительны. 
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Умножаем ϕ последовательно на внутренние автоморфизмы вида χb(u), 
χ2a+b(u), χa(u), χa+b(u), χ3a+b(u), автоморфизмы вида (1), (2) и на аннуляторные ав-

томорфизмы из леммы [12], получим 
( ) ,a axe xe =  

( ) ,b bye ye =  

2 2 3( ) ( , , , ).a b a b a bze ze ce x y z c K

+ + += +   
Так как 0 = (eb ⁎ ze2a+b)ϕ = ce3a+2b, получаем, что c = 0. Значит 

3 3( ) , ( ) , ( ) .a a b b a b a bxe xe ye ye ze ze  

+ += = =  
2. Хотя бы один из xλ, yμ равен 0 при x, y ≠ 0, x, y ∈ K. 

Лемма 3.2. В (6) для NG2(K) над любым ассоциативно-коммутативным коль-

цом K с единицей характеристики 2, если хотя бы один из x1
λ, y1

μ равен 0 для не-

которых x1, y1 ≠ 0, x1, y1 ∈ K, то одновременно xλ'', yμ'' ≠ 0 для любых x, y ≠ 0, x, y ∈ K. 
Доказательство. Предположим, что для некоторого x ∈ K, xλ = 0. Откуда 

(xeb)ϕ = xλ'ea + xλ''e2a+b mod R2. Проверим, что yμ'' ≠ 0 для любого y ≠ 0, y ∈ K. Пусть 

существует такой (y1 ≠ 0) ∈ K такой, что y1
μ'' = 0, тогда 

1 3 1 2 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) 1 mod Ann ,a b a a b a a b a by e e y e e e y e R     

+ + + + = = =  

1 3 2 1 3 1 3 1( ) ( ) ( ) ( ) 0,a b a b b a b by e y e e y e y e   

+ + +=  = =  
т.е. получаем противоречие, так как ϕ – автоморфизм и идеал Ann R характери-

стичен. Отсюда yμ'' ≠ 0 для любого (y ≠ 0) ∈ K. 
Проверим, что xλ'' ≠ 0 для любого x ≠ 0, x ∈ K. Пусть существует такой  

(x1 ≠ 0) ∈ K такой, что x1
λ'' = 0, тогда 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0,a b a b a bx e e x e e x e   

+ = = =  
т.е. получаем противоречие, так как ϕ – автоморфизм. 

Для случая yμ = 0 для некоторого (y ≠ 0) ∈ K доказывается аналогично преды-

дущему случаю xλ = 0 для некоторого (x ≠ 0) ∈ K. Лемма доказана. 
Умножая ϕ на автоморфизм (5), переходим к случаю 1. Теорема доказана. 
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