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Аннотация. Работа посвящена согласованию теоретических моделей удара и по-

слеударных продольных колебаний стержня с экспериментальными данными. По-

лучено решение задачи о продольных колебаниях стержня со свободными концами 

при наличии трения, коэффициент которого определяется по совокупности много-

частотных затухающих колебаний стержня после ударного воздействия. Определе-

ны и проанализированы амплитудно-частотные зависимости перемещений и ско-

ростей концов стержня, их связь с акустическим давлением, излучаемым торцами 

при разных соотношениях между массой ударника и стержня. Продемонстрирован 

эффект сдвига амплитудного максимума акустического давления с частоты основ-

ного тона на обертон, зависящий от параметров, определяющих период осцилляции, 

и отношения масс ударника и стержня. 
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Abstract. This study is devoted to the correlation of theoretical models of the impact and 
post-impact longitudinal vibrations of a rod with the corresponding experimental data.  
A solution to the problem of longitudinal vibrations of a cylindrical rod is obtained using 
the Saint-Venant wave model with free ends in the presence of friction. The friction coef-
ficient is determined by a set of multi-frequency damped vibrations of the rod after  
impact. The amplitude-frequency dependences of the displacements and velocities of the 
rod ends for free post-shock vibrations are determined and analyzed together with their 
relationship with the acoustic pressure emitted by the ends at different ratios between the 
masses of the striker and rod. The shift of the amplitude maximum of acoustic pressure 
from the frequency of the fundamental tone to the overtone is shown to depend on the  
parameters determining the oscillation period and the mass ratio of the striker and rod. 
This is inconsistent with the longitudinal vibration spectrum of the rod, whose maximum 
corresponds to the frequency of the fundamental tone at any mass ratio of the striking 
pair. The obtained data are experimentally validated. 
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Введение 
 
Изучение продольных колебаний стержня имеет обширную теоретическую 

базу. Достаточно упомянуть классические монографии Рэлея [1], Лява [2] и Тимо-

шенко [3]. Наиболее распространенной и простой моделью их описания является 

волновое уравнение. При его использовании предполагается, что поперечные 

размеры стержня малы по сравнению с его длиной. Это позволяет при определе-

нии продольных смещений стержня пренебречь влиянием поперечных деформа-

ций, сопровождающих деформации расширения-сжатия в процессе продольных 

колебаний. Задача соударения тел также имеет богатую историю и большое прак-

тическое значение. Основы теории удара по стержням заложили Сен-Венан [4], 
Герц [5], Сирс [6]. Модель продольного удара Сен-Венана предполагает волновое 

распространение возмущений и отсутствие местных деформаций, что может 

быть обеспечено для идеально плоских торцов соударяемых тел. Модель удара 

Герца учитывает местную контактную деформацию соударяемых сферических 

тел, но не учитывает волновое движение. Модель Сирса объединяет оба подхода, 
учитывая местную деформацию и деформацию расширения-сжатия в продольной 

волне. Такая объединенная модель хорошо согласуется с экспериментами [7–9]. 
Современные направления работ, посвященных продольному удару, определяют 

время соударения, форму ударного импульса [10], различные эффекты, сопут-

ствующие продольным колебаниям: поперечные колебания, возникающие в усло-

виях параметрического резонанса [11], возможность потери устойчивости прямо-

линейной формы стержня [12], а также возможности диагностики дефектов  
в стержне [13–14]. Большое количество современных работ посвящено рассея-

нию стержнями звуковых волн [15–17]. 
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В настоящей работе рассмотрены удар и послеударные колебания стержня со 

свободными концами. Для получения спектров колебаний торцов с ограничен-

ными амплитудами в математическую модель колебаний введено внутреннее 
трение, коэффициент затухания при котором определяется по совокупности мно-

гочастотных затухающих колебаний стержня после ударного воздействия. По-

добное введение трения в модель Сен-Венана представлено в монографии [8], 

однако при анализе спектров послеударных колебаний стержня ранее не исполь-

зовалось, что видно из цитированных работ [8–14]. Введение внешнего трения  
в модель Сен-Венана представлено в [18]. В части определения ударного импульса 
также используется волновая теория Сен-Венана, что позволяет получить явное 

аналитическое решение. Данное допущение оправдано условием свободного вы-

ходного конца, малым отношением массы ударника к массе стержня и малой 

скоростью столкновения соударяющихся тел, что подтверждается эксперимен-

тально. В экспериментальной части обнаружены некоторые особенности спектра 

звукоизлучения стержня, зависящие от соотношения масс ударника и стержня, 

что показано и в теоретической модели. Авторы также видят актуальность в про-

движении подхода оперативности снятия информации о колебаниях стержневых 

элементов конструкций в сочетании с минимальным вмешательством в процесс 

колебаний, что обеспечивается бесконтактностью регистрации колебаний и при-

менением современных быстродействующих спектроанализирующих устройств. 

 

Продольный удар телом по стержню со свободными концами 

 

Рассматривается продольный удар по упругому стержню 1 длиной l, массы М 
с двумя свободными концами (рис. 1). По правому концу в начальный момент 

времени ударяет со скоростью v0 шарик или молоток 2 массой m, в результате 

чего возникает контактное взаимодействие. Ударник, как и в большинстве дру-

гих работ, считается абсолютно твердым телом.  
 

 

Рис. 1. Удар телом по стержню 
Fig. 1. Longitudinal impact of a body on a rod  

 
Колебания стержня по модели Сен-Венана с учетом диссипативных сил опи-

сываются одномерным волновым уравнением 
2 2
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где u(x, t) – функция продольного перемещения точек стержня, c – скорость звука, 
ρ – плотность стержня, E – модуль упругости, γ – коэффициент, учитывающий 
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Граничные и начальные условия для функции перемещения запишем в виде: 

0
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где P(t) – контактная сила на конце стержня, S – площадь поперечного сечения,  
l – длина стержня.  

Решение краевой задачи (1), (2) представим в виде ряда по собственным фор-

мам колебаний стержня со свободными концами:  
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Для определения ударной силы запишем условие контакта [7, 11]:  

( ) ( )
0 1 1 1 1 1 1

0 0

1
( ) ( )

t t

v t P t t t dt P t Y t t dt
m

− − −  = −  , (4) 

где v0 – скорость ударника в момент удара по стержню, m – масса ударника,  
α – упругая деформация в зоне контакта, Y – реакция системы на единичный им-

пульс [19]: 
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В реакции на импульс первый член соответствует свободному перемещению 

системы как абсолютно твердого тела. Данная поправка позволяет получить ре-

шение интегрального уравнения (4) относительно P(t) в элементарных функциях; 
эффектом затухания ввиду незначительной продолжительности взаимодействия 
и для упрощения аналитического решения пренебрегаем. 

При определении ударной силы без учета местного смятия ввиду малого от-

ношения масс m/M и свободного края выходного конца стержня условие контак-

та (4) примет вид:  
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Отметим, что ряд в этом выражении сводится к табличному виду 5.4.2.9 [20]. 
Тогда выражение (5) упростится: 

( )
0 1 1 1 1 1

0 0

1 1
( ) ( ) 0

t t

v t P t t t dt P t dt
m Sc

− − − =


  . (6) 

Дифференцируя дважды каждый интеграл (6) по параметру t, приходим  
к дифференциальному уравнению относительно функции P(t): 
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1 1 ( )
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dP t
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.  

Решение этого уравнения представляется в виде: 

( ) 0
,

M ct

m lP t c Sv e
−

=   M Sl=  . (7) 

Видно, что в этом решении учитывается только затухающая часть контактно-

го импульса. 
Для получения контактной силы с учетом местного смятия запишем условие 

контакта [7, 11], в котором местное смятие связано с контактной силой по фор-

муле Герца: 
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где R – радиус кривизны ударника в точке контакта, ν – коэффициент Пуассона. 
В таком виде интегральное уравнение допускает только численное решение [11]. 

В отличие от (7), здесь уже присутствует не только затухающая, но и возрастаю-

щая часть ударного импульса. 
Возвращаясь к решению краевой задачи (3) c учетом найденного выражения 

для ударной силы (7), получим, что функция перемещения имеет вид: 
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Фурье-спектр перемещения u(x, t), являющегося сверткой двух функций P(t) и 

Y(t), с учетом u(x, t) = 0 при t < 0 является Лапласовым изображением: 

( ) ( ) ( ) ( )1

1 10
1

10 0 0

sin2
, , cos

t ctM
t t ni t i t m l

n

n n

t tcv
U x u x t e dt e e e xdt dt

l

+ + −
− −−  − 

=

 −
 = = 


   . 

Согласно теореме свертки двух оригиналов [21], Фурье-спектр перемещений 
входного и выходного концов имеет вид произведения изображений; таким обра-

зом, с учетом преобразований, амплитуда принимает вид: 
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( )( ) ( )( )
2 2

1 2 22 2 2

2 2

0 12

n

n n

M c

m l

cv
A

l



=

=

−  +  +  +   +


 
 
 

 . 
(8) 

На рис. 2 показан фрагмент спектра послеударных колебаний для шести пер-

вых собственных частот продольных колебаний стержня при ударе шариком. 
Параметры соударяющихся пар приводятся в экспериментальной части. 

Видно, что общей тенденцией является снижение амплитуд спектра с ростом 

номера частоты. 
В экспериментальной части работы измеряются не перемещения торцов 

стержня, а акустическое давление, регистрируемое микрофоном, расположенным 

у торца стержня. Поэтому при согласовании теоретических и экспериментальных 

результатов необходимо перейти к определению акустического давления в окрест-

ности торца стержня.  
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Рис. 2. Изменение амплитуд спектра послеударных колебаний  

в зависимости от номера собственной частоты 

Fig. 2. Variation in amplitudes of the spectrum of post-shock oscillations  
depending on the natural frequency number 

 

Для определения акустического давления плоского круглого торца стержня, 

пульсирующего в обе стороны с амплитудами, зависящими от частот, использу-

ется потенциал скоростей, который записывается в виде [22]: 
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где c1 – скорость звука в акустическом пространстве, r – расстояние от элемента 

излучающей поверхности dS до точки измерения, |V(ω)| – амплитуда скорости 
излучающей поверхности. 

Для направления вдоль оси стержня интеграл (9) приобретает явный вид. В этом 
случае амплитуда акустического давления на расстоянии l0 в зависимости от ча-

стоты с учетом связи с потенциалом скоростей p = iωρφ представляется выраже-

нием [22] 
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(10) 

где l0 – расстояние до приемника, r0 – радиус стержня, ρ1 – плотность акустиче-

ской среды. 
Формула (10) справедлива тогда, когда плоскость торца поршня продолжается 

экраном, на котором считается равным нулю потенциал скорости вне поршня. 
Однако Л.Я. Гутиным показано, что звуковое поле и импеданс осциллирующей 
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поршневой диафрагмы и пульсирующей поршневой диафрагмы, излучающих без 

экрана, для направления вдоль оси стержня малоразличимы от случая с экраном [22].  
Для определения амплитудно-частотной зависимости скорости из выражения 

перемещения u(x, t) в форме интеграла Дюамеля найдем функцию скорости v(x, t) 
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Фурье-спектр скорости v(x, t) входного торца стержня при x = 0 с учетом v(t) = 0 
при t < 0 является Лапласовым изображением: 
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Отсюда видно, что амплитуда |V(ω)| этого выражения получается умножением 
(8) на частоту ω. 

В результате определены амплитудно-частотная зависимость скорости |V(ω)| и 

осциллирующая функция |f(ω)|, что позволяет определить акустическое давление 
вдоль оси колеблющегося стержня на заданном расстоянии от торца стержня.  

 
Экспериментальное изучение спектра продольных колебаний стержня 

 

Измерения проводились на установке, схематически показанной на рис. 3. 
Колебания цилиндрического стержня (5), подвешенного на двух нитях (6), воз-

буждались ударом по торцу стержня. Для этого использовался либо стальной 

шарик с массой, много меньшей массы стержня, либо ударный молоток AU02 (4) 
с массой 330 г, соединенный с двухканальным спектроанализатором A19-U2 (2).   

 

 
Рис. 3. Схема экспериментальной установки для ударного возбуждения  

и регистрации продольных колебаний стержня 
Fig. 3. Design of the experimental setup for shock excitation and registration  

of longitudinal vibrations of the rod 
 
Регистрация колебаний осуществлялась с помощью лабораторного микрофо-

на (3), установленного вблизи противоположного (выходного) торца стержня. 

1 

2 

3 4 

5 
6 
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Сигнал от микрофона передавался на анализатор спектра A19-U2 и далее на ком-

пьютер (1), где обрабатывался с помощью программного комплекса ZETLab.  
Частота дискретизации данного анализатора спектра составляет 250 кГц. Исходя 

из теоремы Котельникова–Шеннона, верхней границей различаемого диапазона 

частот будет 125 кГц. В результате микрофонной записи и работы анализатора 
спектра производилась одновременная запись амплитудно-временных и ампли-

тудно-частотных зависимостей колебаний торцов стержня.  
В качестве образца использовался цилиндрический стержень из алюминиево-

го сплава длиной l = 1 м, диаметром d = 20 мм. На рис. 4 показана микрофонная 

запись многочастотного сигнала звукоизлучения стержня продолжительностью 

0.1 с после ударного воздействия в момент времени t = 0. 
 

 

Рис. 4. Амплитудно-временная зависимость затухающих колебаний  
с экспоненциальной огибающей 

Fig. 4. Amplitude–time dependence of damped oscillations with exponential envelope 
 

Среднее значение коэффициента γ, характеризующего скорость затухания ко-

лебаний во времени, определялось по огибающей экспериментальной амплитуд-

но-временной зависимости (см. рис. 4) из условия:  
( )

( )
0

0

11 1 800
ln ln 12

260 0.000384 250

A t

k t A t k t
с−

 = = 
 +  

,  

где t0 + kΔt – продолжительность записи колебаний, равная 0.1 с, A(t) – амплитуда 

колебаний торца стержня в момент времени t. Начальная амплитуда A(t0) соответ-

ствует моменту времени 0.00042 с, амплитуда окончания записи A(t0 + kΔt) соот-

ветствует 0.1 с, k = 260 – число периодов на интервале записи, Δt = 0.000384 с – 
продолжительность периода колебаний.  

Проведены серии экспериментов, в которых при разных соотношениях между 

массами ударника и стержня возбуждались колебания стержня и регистрирова-

лось акустическое давление, излучаемое торцами на заданном расстоянии в усло-

виях, где акустическое сопротивление среды соответствовало сопротивлению 

воздуха при температуре 20°С. На рис. 5–8 приведены расчетные и эксперимен-

тальные спектры акустического давления вблизи выходного конца стержня  
при максимальном и минимальном соотношениях масс соударяющейся пары 
m/M = 0.41 и 0.014. Амплитуды экспериментальных спектров акустического дав-

ления по осям ординат отложены в единицах электрического сигнала, поступаю-

щего с микрофона (мВ).   
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Рис. 5. Теоретический спектр акустического давления  
в диапазоне частот 0–20 000 Гц при отношении масс m/M = 0.41 

Fig. 5. Theoretical acoustic pressure spectrum in the frequency 
range 0–20000 Hz with a mass ratio m/M = 0.41 

 

 

Рис. 6. Экспериментальный спектр акустического давления  
в диапазоне частот 0–20 000 Гц при отношении масс m/M = 0.41 

Fig. 6. Experimental acoustic pressure spectrum in the frequency  
range 0–20000 Hz with a mass ratio m/M = 0.41 

 

При расчете использовалась функция f(ω) с периодом, определенным из экс-

перимента. В этом случае характер изменения амплитуд спектра частот теорети-

ческой модели совпадает с экспериментальными данными. 
Приведенные данные показывают хорошее согласование результатов, получен-

ных по теоретической модели, с экспериментальными результатами. По полу-

ченным АЧЗ видно, что при наибольшем отношении массы ударника к массе 
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стержня амплитудный максимум акустического давления выходного конца  
(см. рис. 6), регистрируемый микрофоном, соответствует частоте основного тона. 

 

 

Рис. 7. Теоретический спектр акустического давления  
в диапазоне частот 0–20 000 Гц при отношении масс m/M = 0.014 

Fig. 7. Theoretical acoustic pressure spectrum in the frequency  
range 0–20000 Hz with a mass ratio m/M = 0.014 

 

 

Рис. 8. Экспериментальный спектр акустического давления  
в диапазоне частот 0–20 000 Гц при отношении масс m/M = 0.014 

Fig. 8. Experimental acoustic pressure spectrum in the frequency range  
0–20000 Hz with a mass ratio m/M = 0.014 

 

При уменьшении m/M амплитудный максимум акустического давления вы-

ходного конца сдвигается по частоте и в данном случае соответствует 4-му обер-

тону (см. рис. 7, 8). Данное различие объясняется тем, что при ударе по стержню 

молотком амплитуды скорости выходного конца на разных частотах отличаются 
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друг от друга значительнее осциллирующего эффекта функции f(ω); таким обра-

зом, максимум акустического давления соответствует частоте основного тона. 

При стремлении отношения масс к нулю спектр меняется и диктующим макси-

мум оказывается осциллирующий эффект. 
 

Заключение 

 

В работе решалась задача продольного удара и последующих колебаний ци-

линдрического стержня по волновой модели Сен-Венана. Получена амплитудно-
временная зависимость ударной нагрузки. В части определения амплитуд продоль-

ных колебаний вблизи резонансных частот рассматривалась линейная постановка 

задачи. При таком подходе совместно с полученной амплитудно-временной зави-

симостью ударной нагрузки определены амплитудно-частотные зависимости для 

свободных послеударных колебаний. Определен спектр акустического давления 
по оси колебаний стержня, создаваемый послеударными колебаниями стержня. 

Продемонстрирован эффект сдвига амплитудного максимума акустического дав-

ления по частоте. Показано, что величина этого сдвига зависит от параметров, 

определяющих период осцилляции и отношения масс ударника и стержня, в от-

личие от спектра продольных колебаний на выходном торце стержня, максимум 
которого соответствует частоте основного тона при любом отношении масс со-

ударяющейся пары. Проведена экспериментальная верификация полученных 

результатов. 
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