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Аннотация. Выполнено численное исследование двухфазного течения в осесим-

метричном сопле Лаваля с учетом процессов коагуляции, вращения, дробления  
капель и силы Магнуса, действующей на них. Показано, что учет силы Магнуса 

приводит к отклонению предельных линий (траекторий) фракций капель к контуру 

сопла, смещению мест выпадения капель к минимальному сечению сопла и увели-

чению угла их столкновения со стенкой сопла. 
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Abstract. The available papers on two-phase flows in de Laval nozzles are focused on 
the effect of various initial conditions, models of coagulation, fragmentation, and rotation 
of droplets on their local and integral characteristics. Some papers note that due to the 
difference in the velocities of the gas and droplets along the nozzle axis, the Magnus 
force acts on the rotating droplets perpendicular to the specified difference and deflects 
the trajectories of the droplets toward the nozzle wall. 
In an earlier paper, the authors proposed a mathematical model of a two-phase flow in 
an axisymmetric de Laval nozzle that accounts for the Magnus force on the basis of the 
kinetic equation. The present article is devoted to a numerical study of a polydisperse 
two-phase flow in a de Laval nozzle with account for the coagulation, fragmentation, 
and rotation of droplets and the Magnus force. This study is based on the “monodis-

perse” model of fragments developed by I.M. Vasenin and A.A. Shreiber, the method 

of labeled drops (the Lagrange method), and the finite-difference schemes of second 
order accuracy. 
The calculations are carried out for a test nozzle configuration with condensate formation 
on the nozzle wall both with and without the Magnus force accounted. The calculated re-
sults show that the Magnus force has different impacts on the trajectories of droplets of 
various sizes. It should be noted that the limiting trajectories of the droplets approach the 
nozzle wall due to the Magnus force, resulting in the earlier dropout on the wall. There-
fore, when designing the divergent section of the nozzle, it is necessary to consider the 
revealed approach of the location of the dropout, which is associated with the Magnus 
force, to the nozzle throat. 
Keywords: two-phase flow, coagulation, rotation, and fragmentation of droplets, the 
Magnus force, mathematical model 
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Исследования полидисперсных двухфазных течений в осесимметричном 
сопле Лаваля с учетом процессов столкновения капель конденсата друг с другом 

и взаимодействия капель с газом актуальны для ракетно-космической и тепло-

энергетической техники. 
К настоящему времени опубликован ряд статей [1–8], посвященных различным 

аспектам этой тематики. Первой работой по исследованию осесимметричного 

течения в сопле Лаваля в рамках модели полной коагуляции частиц и их аэроди-

намического дробления является работа [1]. В последующих исследованиях [2–5] 
проанализированы особенности двухфазных течений с учетом коагуляции и дроб-

ления частиц при столкновениях. В работах [6–8] предложено учитывать еще  
и вращение частиц, возникающее из-за нецентральных столкновений капель.  
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В [6–8] показано, что в результате многочисленных столкновений собственные 

моменты импульсов капель могут возрастать и достигать критических величин, 

что приводит к их разрушению центробежными силами. 
Можно отметить ряд обобщающих монографий по данному направлению [9–15]. 

В них выполнен анализ моделей двухфазных течений различной степени сложно-

сти, приведены соответствующие системы уравнений, описывающие эти модели, 

методы их реализации и результаты численных и экспериментальных исследова-

ний особенностей течений в соплах Лаваля.  
В работе [16] нами предложена модель двухфазного течения с учетом силы 

Магнуса, действующей на вращающиеся капли. Представленное далее исследо-

вание является численной реализацией работы [16]. Результаты расчетов позво-

лили получить новые данные по локальным характеристикам двухфазного тече-

ния, в частности по траекториям предельных линий тока вращающихся капель. 
Рассмотренная в [16] модель описывает неравновесное двухфазное течение 

смеси газа и полидисперсных жидких капель конденсата в осесимметричном 

сопле Лаваля. Учитываются процессы коагуляции, дробления, вращения капель и 

силы Магнуса, действующие на вращающиеся капли в потоке. 
При моделировании двухфазного течения использовались следующие допу-

щения [16]:  
1. Течение описывается многожидкостной моделью сплошной среды, предло-

женной Х.А. Рахматулиным и развитой в работах Р.И. Нигматулина, А.Н. Крайко, 
Л.Е. Стернина, И.М. Васенина, А.А. Шрайбера. Согласно этой модели, двухфаз-

ное течение заменяется «взаимопроникающими» течениями нескольких сплош-

ных сред: средой газа и «сплошных сред» капель. В каждой точке течения состо-

яние сред характеризуется своими скоростями, температурами, внутренними 

энергиями. Состояние газа определяется скоростями (u, v), давлением p, плотно-

стью ρ и полной энтальпией H, а параметры среды фракций капель – скоростями 
(ui, vi), массой капель mi, условной плотностью «газа» капель ρi, квадратами мо-

ментов вращения 2

iM , радиальной составляющей момента вращения M2i, момен-

том второго порядка радиальной скорости <v1v1>i и моментом второго порядка 

компоненты силы Магнуса в радиальной плоскости <v1L2>i, количеством капель  
в единице объема ni. 

2. Все капли разбиты на Kp фракций. Капли имеют сферическую форму и 

одинаковый радиус ri (индекс i – номер фракции). Объемом, занимаемым капля-

ми, пренебрегаем. 
3. Течение стационарное. 
4. Газ совершенный, химически не реагирующий. 
5. Влияние капель на течение газа не учитывается. 
6. Процессы коагуляции, вращения и дробления капель при столкновениях учи-

тывались по «монодисперсной» модели осколков И.М. Васенина [9] и А.А. Шрай-

бера [10]. 
7. Сила Магнуса учтена в математической модели, предложенной нами в [16]. 
Система уравнений, описывающая двухфазное осесимметричное течение с уче-

том сделанных допущений, состоит из системы уравнений для газа и Kp систем 
уравнения для фракций капель и имеет следующий вид (обозначения такие же, 
как в [16]): 
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oijM  – квадрат момента относительного 

движения капелек I и j, 
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вого взаимодействия капли с газом, 
рс  – теплоемкость газа при постоянном дав-

лении, Bс  – теплоемкость вещества капли. 
Как и в [15], выражения для коэффициентов имеют вид: 
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CDi, Reri, Nui, Pr – соответственно коэффициент аэродинамического сопротивле-

ния, относительное число Рейнольдса, число Нуссельта и число Прандтля, Stkij – 
число Стокса. 
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где первые четыре уравнения – это законы сохранения массы, количества движе-

ния и энергии газа. Следующие два соотношения – это выражение для энтальпии 

газа H и уравнение состояния. Далее записаны уравнения для частиц соответ-
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ственно: сохранения массы, изменения числа частиц i-й фракции, количеств дви-

жения вдоль оси сопла и в поперечном направлении, энергии частиц, квадрата 

момента вращения 2

iM , радиальной составляющей момента вращения M2i, суммы 

произведения радиальной скорости и радиальной составляющей момента враще-

ния M2i и момента второго порядка – компоненты силы Магнуса в радиальной 

плоскости <v1L2>i, и последнее – суммы квадрата радиальной скорости и момента 

второго порядка радиальной скорости <v1v1>i. 
Область интегрирования Gg для газовой фазы ограничивалась входным сече-

нием сопла нх х=  и его срезом aх х= , контуром сопла y = Y(x) и осью симмет-

рии: н ,0{ ( )}аGg х х х у Y x    . Области интегрирования капель i-й фракции 

отличаются от области Gg только верхними границами ( ) ( 1,  , )iy Y x i Kp= =  , 
где Yi(x) – предельная линия (траектория) капель i-й фракции. Для расчета пара-

метров газа используется метод работы [17]. Вся область расчета разбивается на 

две подобласти: до-трансзвуковую и сверхзвуковую. В качестве правой границы 

первой подобласти выбирается сечение x = xss, в котором реализуется сверхзву-

ковое истечение, а вторая подобласть – от x = xss и до среза сопла. Расчет пара-

метров газа в первой подобласти осуществлялся на основе метода установления. 

При этом во входном сечении сопла задавалось три граничных условия: энталь-

пия торможения, энтропия и направления вектора скорости. На контуре – усло-

вие непротекания, а на оси сопла – условия симметрии потока. Рассчитанные 

установившиеся значения для параметров течения газа в сечении x = xss задава-

лись в качестве начальных условий при расчете во второй подобласти. Уравнения 

для параметров фракций капель являются х-гиперболическими во всей области 

течения при ui > 0, поэтому они интегрировались в стационарной постановке во 

всей расчетной области. Во входном сечении сопла полагалось, что течение 

«равновесное» [15], и задавалось девять начальных условий: 
( ) ( , ),i н нu x y u x y= ,   ( ) ( , ),i н нu x y u x y= ,   ( ) ( , ),i н нT x y T x y= ,   2 ( , ) 0i нM x y = , 

( ), ,   /( 1( ) )i н н ix y x y g z z =  − ,   ,( ) ( /, )i н i н in x y x y m=  ,   2 ( , ) 0i нM x y = , 

1 2 ( , ) 0i нv L x y  = ,   1 1 ( , ) 0нv v x y  = , 
где: gi – нормированная функция распределения по расходам фракций, которая 

задавалась нормально-логарифмическим законом распределения капель по  
радиусам [15], z – весовая доля капель. Положение предельных линий тока ка-

пель всех фракций на входе сопла полагалось равным значению ординаты кон-

тора сопла: ( ) ( )i н нY x Y x= . В дальнейшем расчет предельных линий капель 

определялся следующим образом: ( ) ( ) ( ) ( )  , / ,i i i i i iY x x Y x v x Y u x Y x+  = + . 

Если ( ) ( )iY x x Y x x+  +  , то полагается ( ) ( )iY x x Y x x=+  +   (место выпаде-

ния капель i-й фракции на стенку сопла). 
Для численного решения каждой из подсистем газа и фракций капель области 

интегрирования преобразовывались в прямоугольные с помощью следующей 

замены независимых переменных: ( ) ( ), / , /i ix у Y x у Y x =  =  = . Уравнения 

интегрировались в безразмерных переменных. 
Для определения двухфазных параметров течения во всей расчетной области 

сопла Лаваля использовался приближенный метод работы [18]. На первом этапе 



Механика / Mechanics 

72 

выполнялся расчет «равновесного» течения газа во всей расчетной области. На 

втором этапе осуществлялась маршевая прогонка вдоль сопла уравнений подси-

стем фракций капель по рассчитанному полю параметров газа. Численная реали-

зация уравнений для газа основана на использовании явной разностной схемы 

второго порядка точности Мак-Кормака [17]. 
Подсистемы уравнений для фракций капель являются «жесткими» [15], и для 

их интегрирования применялась устойчивая явно-неявная разностная схема,  
также второго порядка точности [9, 11, 20]. Члены уравнений, отвечающие за си-

ловое, вращательное и тепловое взаимодействия между газом и каплями, учиты-

вались неявно, а коагуляционные члены – явно. 
Расчеты двухфазных течений проводились для сопла, контур которого в до-

трансзвуковой области задавался функцией на основе косинуса [8], а в сверхзву-

ковой области – полиномом третьей степени. mн inн1.8,  1.8,  0,  10.8ax y х x= − = = =

(все линейные размеры отнесены к радиусу минимального сечения minr ). Пара-

метры продуктов сгорания задавались для модельного «равновесного» состава  
и были взяты из [2]. 

На рис. 1, 2 показаны предельные линии траекторий капель с учетом силы 

Магнуса и без учета силы Магнуса. В скобках за номером фракции указан радиус 

капель в микронах. Верхняя линия – контур сопла. Правая вертикальная линия  
к оси сопла – срез сопла. Видно, что учет силы Магнуса приводит к более ранне-

му выпадению капель на контур сопла. 
 

 
Рис. 1. Предельные линии траекторий капель с учетом силы Магнуса.  

В скобках указан радиус частиц в микронах 

Fig. 1. Limiting lines of droplet trajectories with account for the Magnus force.  
The radius of the particles (in microns) is indicated in parentheses 

 

На рис. 3 приведена зависимость безразмерного модуля момента количества 

движения (номер фракции капель опущен, σ – коэффициент поверхностного 

натяжения жидкости в капле) 
1/2

7/32 4

3
n

M

m

   
 =        
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от радиуса капель фракций в точке области сопла с координатами x = 0.6, y = 0. 

Увеличение безразмерного модуля момента количества движения с увеличением 

радиуса капли приводит к большему влиянию силы Магнуса на крупные капли, 

чем на мелкие (рис. 4, 5). Здесь указаны линии траекторий капель соответственно 

радиусов 3.6 и 6 мкм. Верхние – с учетом силы Магнуса, нижние – без учета си-

лы Магнуса. 
На рис. 6 представлена зависимость координат выпадения капель на контур 

сопла от их радиусов. Сплошная линия – с учетом силы Магнуса, штриховая – 

без учета силы Магнуса.  
 

 
Рис. 2. Предельные линии траекторий капель без учета силы Магнуса.  

В скобках указан радиус капель в микронах 
Fig. 2. Limiting lines of droplet trajectories with no account for the Magnus force.  

The radius of the droplets (in microns) is indicated in parentheses 
 

 
Рис. 3. Зависимость безразмерного модуля момента количества движения  

от радиуса капель в точке x = 0.6, y = 0 

Fig. 3. Dimensionless modulus of the angular momentum as a function  
of the radius of droplets at the point x = 0.6, y = 0 
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Рис. 4. Линии траекторий капель радиуса 3.6 мкм. Верхняя линия 
с учетом силы Магнуса, нижняя – без учета силы Магнуса 

Fig. 4. Trajectory lines of droplets with a radius of 3.6 microns. The upper and lower lines  
correspond to the cases with or with no account for the Magnus force, respectively  

 

 

Рис. 5. Линии траекторий капель радиуса 6 мкм. Сплошная линия с учетом  
силы Магнуса, штриховая – без учета силы Магнуса 

Fig. 5. Trajectory lines of droplets with a radius of 6 microns. The solid and dashed lines  
correspond to the cases with or with no account for the Magnus force, respectively 

 

 

Рис. 6. Зависимость места выпадения от радиуса капель (мкм). Сплошная линия  
с учетом силы Магнуса, штриховая – без учета силы Магнуса 

Fig. 6. Dropout location as a function of the droplet radius (in microns). The solid and dashed 
lines correspond to the cases with or with no account for the Magnus force, respectively 
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Рис. 7. Зависимость угла встречи (в радианах) со стенкой сопла капель  

радиуса 3.6 мкм от абсциссы сопла 
Fig. 7. Impact angle (in radians) for the nozzle wall and droplets  
with a radius of 3.6 microns as a function of the nozzle abscissa 

 

На рис. 7 показана зависимость угла встречи (в радианах) со стенкой сопла 

капель радиуса 3.6 мкм от абсциссы сопла. Сплошная линия – с учетом силы 

Магнуса, штриховая – баз учета силы Магнуса. Из рис. 7 наглядно видно, что 

учет силы Магнуса приводит к более раннему (порядка радиуса минимального 

сечения) выпадению капель в сверхзвуковой области сопла и увеличению угла их 

встречи со стенкой по сравнению с течением без учета силы Магнуса. 
Таким образом, результаты расчетов показывают влияние диффузии враща-

ющихся капель под действием силы Магнуса на места их выпадения на стенку 

сопла и на углы встречи с контуром сопла. При построении контура сверхзвуко-

вой области сопла следует учитывать указанную диффузию, так как выпадение 

капель конденсата может привести к эрозии сопла (вплоть до его разрушения). 

Дальнейшее уточнение влияния силы Магнуса на интегральные и локальные па-

раметры полидисперсных газокапельных течений связаны с учетом влияния кон-

денсированной фазы на параметры газовой фазы и использованием более общей 

полидисперсной модели осколков дробления. Для этого требуется уточнение ря-

да экспериментальных зависимостей по взаимодействию вращающихся капель 

разных размеров; в частности, необходимо определить коэффициент эффектив-

ности их взаимодействия, число осколков дробления и их угловые скорости. 
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