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Аннотация. Рассматривается теоретическое обоснование наличия вибрации в ра-

бочих режимах электромеханических устройств из-за технологических погрешно-

стей, имеющих место при механической обработке деталей и сборке изделий.  

Показано обоснование наличия плотного спектра вибрации от технологических по-

грешностей элементов конструкции шарикоподшипников (наружного и внутренне-

го колец, шариков и сепаратора). В аналитическом виде показана зависимость  

амплитуды вибрации от величины технологических погрешностей.  
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Abstract. This article discusses a theoretical justification for the presence of vibration  

in operating modes of electromechanical devices due to technological errors occurring 

during the machining of parts and assembly of products. The reason for the presence of  

a dense spectrum of vibration caused by technological errors in the structural elements  

of ball bearings (outer and inner rings, balls, and cage) is also denoted. The analytical  

dependence of the vibration amplitude on the magnitude of technological errors is shown. 

It follows from the results of the analysis that for the most effective minimization of the 

vibration activity of an electromechanical device, it is necessary to use broadband damping, 

which is liquid–viscous in most cases. 

In addition to the above, it is advisable to apply damping in the cascade version. When 

solving the system of vibration equations for an electromechanical device, replacing ball 

bearings with sliding bearings eliminates the first four terms, which characterize a wide 

and dense vibration spectrum of the ball bearings in the operating mode of the electrome-

chanical device. 
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Введение 

 

Вопрос минимизации уровня механических вибраций в рабочем режиме ме-

ханизмов – постоянно актуальная научно-техническая проблема. Механические 

колебания – весьма распространенный и технически важный вид движения в при-
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роде. Механические колебания – это частный случай колебаний, существующих 

в оптике, электричестве, акустике теории атома и т.п. [1–6]. 

Физическая сущность механических колебательных систем и их назначение 

могут быть совершенно различными, однако между колебательными процессами 

в таких системах есть много общего, так как законы, управляющие этими про-

цессами, одни и те же. Такая универсальность законов позволяет анализировать 

колебания с единой физико-математической точки зрения. Это значит, что меха-

нические колебания можно исследовать через аналогии и сравнения при помощи 

механической обобщенной модели. 

Во всех инженерных задачах, если правильно понята физика колебательного 

процесса, математика – очень хороший инструмент исследования. Логично со-

ставленные математическая модель и алгоритм решения, обоснованно подобран-

ные вычислительные средства – гарантия положительного результата в решении 

исследуемой научно-технической проблемы. 

Следует отметить, что в эффективности решения минимизации виброактивно-

сти в рабочих режимах механизмов большое значение играют определение взаи-

мосвязи параметров, определяющих уровень вибрации, и тип демпфирования. 

Механизмы с шарикоподшипниковыми опорами продолжают использоваться и 

еще долго будут применяться в силу их технических достоинств: малых габари-

тов и веса, простоты и дешевизны, достаточно высоких точности и надежности, 

малого момента трения, высокой жесткости, способности выдерживать много-

численные запуски и остановки изделий. 

В то же время подшипник является неисчерпаемым объектом исследований  

в качестве источника вибрации, что детально представлено в работе В.Ф. Журав-

лева и В.Б. Бальмонта [7]. Здесь только отметим, что основной источник вибрации 

заложен в неидеальности шарикоподшипника: движение сепаратора, переменная 

жесткость при действии радиальной нагрузки, взаимодействие микронеровностей 

шероховатых поверхностей, прорывающих масляную пленку в местах контакта 

шариков с поверхностью дорожек качения, гранность и волнистость рабочих по-

верхностей колец и шариков. 

Проведенные теоретические и экспериментальные исследования [7] показыва-

ют, что доминирующими факторами неидеальности являются гранность шариков 

и волнистость дорожек качения; при исследовании в первом приближении осталь-

ные причины считаются несущественными. Такое ограничение позволяет более 

просто и наглядно решать задачу минимизации параметров вибрационного про-

цесса. 

В электромеханических устройствах (ЭМУ) вибрация обусловлена наличием 

возбуждающих воздействий различной физической природы – механической, 

электромагнитной, аэродинамической. Их причиной являются различные физи-

ческие процессы. Например, совпадение частотных гармоник различного порядка 

с собственной частотой элементов конструкции, дисбаланс вращающихся частей 

электродвигателя, шумы электромагнитного происхождения от взаимодействия 

во времени и пространстве магнитных полей, индукции в воздушном зазоре, 

наличие пазов. 

В данной статье причины вибрационного рабочего режима в ЭМУ рассматри-

ваются в логической связи с предлагаемыми техническим решениями по их ми-

нимизации. 
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Цель настоящей статьи – рассмотрение теоретических основ проявления 

виброактивности в рабочих режимах ЭМУ из-за наличия технологических по-

грешностей изготовления функциональных узлов. 

 

Причины возникновения вибрации 

 

ЭМУ – это большой класс исполнительных механизмов (от исполнительного 

органа космических аппаратов до дрели), в которых движителем является элек-

трический двигатель любого типа с установленным на его валу функциональным 

узлом, определяющим назначение ЭМУ. 

Рабочий режим ЭМУ характеризуется генерируемой электродвигателем виб-

рацией, которая негативно сказывается не только на его надежности и долговеч-

ности, но также и на качестве функциональной работы целевой аппаратуры, 

находящейся в одной с ним технической системе. 

Электрический двигатель, являющийся генератором этих вибраций, содержит 

десяток источников механических колебаний различной физической природы: 

дисбаланс, электромагнитные явления в электродвигателе, погрешность шарико-

подшипников, технологические погрешности конструкции. 

Существующие упругие и инерционные силы вызывают одно за другим сжатие 

и разряжение окружающей среды (колебания), и эти колебания воспринимаются 

как звук. 

Теоретический анализ математической модели ЭМУ проводился с использо-

ванием классического математического аппарата теории колебаний. На рис. 1 

показано ЭМУ массой М, состоящее из электродвигателя 1, который крепится  

к неподвижному основанию 2 посредством пружин 3 с жесткостью k/2 каждая, и 

демпфера 4 с коэффициентом демпфирования KD. 
 

 

Рис. 1. Расчетная схема 

Fig. 1. Design scheme 
 

Любой механизм, являющийся физическим телом и обладающий упругостью 

конструкции, при действии на него периодических воздействий от неуравнове-

шенных сил инерции находится в колебательном режиме. Соударения рабочих 

поверхностей деталей подшипников, изготовленных с технологическими по-

грешностями, электромагнитные явления и тому подобное будут являться при-

чинами наличия вибрационного режима. 

В реальных механизмах ЭМУ, содержащих вращающиеся детали в шарико-

подшипниковых опорах, как показывают прикладные исследования, в рабочих 

M 

1 

4 

2 
3 k/2 k/2 
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режимах существует плотный спектр вибрации с частотой от десятков до десят-

ков тысяч герц. 

Для снижения виброактивности ЭМУ на этапе разработки применяются как 

аналитические методы и способы, так и технические решения, снижающие ам-

плитуду колебаний. 

Полностью устранить виброактивность в рабочем режиме не представляется 

возможным [8, 9], ее можно только минимизировать до приемлемого уровня. 

Существующие три способа минимизации виброактивности – уменьшение 

возбуждающих воздействий, повышение степени демпфирования и «разведение» 

собственных частот элементов конструкции и частот возбуждающих воздействий – 

как правило, позволяют получить необходимый минимальный уровень виброак-

тивности в рабочем режиме устройства. 

При всех действующих возмущающих воздействиях в механизмах технологи-

ческие погрешности шарикоподшипников играют доминирующую роль в гене-

рировании вышеуказанного спектра. Отсюда следует, что в проектируемых 

устройствах должны быть демпфирующие элементы конструкции с широким 

спектром частотного демпфирования. 

 

Теоретические исследования 

 

Примем следующие обозначения: T – кинетическая энергия системы, Дж; t – 

время, с; X, Y, Z – оси декартовой системы координат; τ – угол контакта подшип-

ника; ω – угловая скорость вращающегося кольца подшипника, рад/с; ωс – угло-

вая скорость сепаратора, рад/с; ωш – угловая скорость шарика, рад/с; ω1, ω3, ω5 – 

угловая скорость центра шарика относительно не вращающегося кольца под-

шипника, рад/с; ω2, ω4, ω6 – угловая скорость центра шарика относительно вра-

щающегося кольца подшипника, рад/с; ω7 – угловая скорость шарика вокруг соб-

ственной оси, рад/с; U – силовая функция системы; p1–p8 – геометрические  

характеристики неидеального шарикоподшипника, мм; 
1

k
−  – символ Кронекера; 

ωp – частота резонансная; ωS – угловая скорость шарика относительно колец; a0, 

an, bn – коэффициенты разложения в ряд Фурье; ξλ – коэффициент; Kэм, K – коэф-

фициенты жесткости; 
S
  – фаза гармоники; 

Sa  – амплитуда гармоники; S – ко-

эффициент, определяющий деталь шарикоподшипника. 

Вышеизложенные причины возникновения вибрации математически корректно 

описываются применением научных положений теории колебаний. Например, для 

составления уравнений малых колебаний ЭМУ использован II метод Лагранжа: 

 

,

,

.

d T T U

dt X XX

d T T U

dt Y YY

d T T U

dt Z ZZ

   
− = 
  

   
− = 
  

   
− = 
  

. (1) 

Кинетическая энергия механической системы (кинетическая энергия враща-

ющихся частей ЭМУ): 
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 Э Э

22 ВT J J J=  +  +  . (2) 

Кинетическая энергия поступательного движения: 

 ( )П

2 2 22T M X Y Z= + + . (3) 

Анализ показывает, что из-за отсутствия маховика на валу ротора кинетиче-

ская энергия пренебрежительно мала, поэтому, учитывая силовую функцию от 

линейного движения всего объекта (3), в результате получаем уравнение малых 

колебаний объекта в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )', ', ', .X Y Z X Y Z

d
M X Y Z XM X D YM Y D ZM Z D

dt
+ + = + +  (4) 

Ввиду независимости движения по каждой оси X, Y, Z уравнение (4) запишет-

ся в виде системы уравнений 

( )',
X

d
M X XM X D

dt
= , 

 ( )',
Y

d
M Y YM Y D

dt
= , (5) 

( )',
Z

d
M Z ZM Z D

dt
= , 

где M  – масса объекта, ', ', 'X Y Z  – скалярные величины координат при воздей-

ствии силовых функций [7]; , ,X Y ZD D D  – скалярные величины воздействия си-

ловых функций [7]; X, Y, Z – координаты по осям воздействия. 

Проведя дифференцирования левой части уравнения (5) и подставив возму-

щающие воздействия в виде силовых функций, действующих на объект по осям 

X, Y, Z, получим системы уравнений (6) 

( ) ( )2
71 1 1 6 71 6

' ' ' 'sin( ) sin( ) ( ),эм

X X

X X X

MX C X K X

me t F t X D X D f t− −

+ + =

=   + +  + + + +
 

 
( ) ( )2

71 1 1 6 71 6

' ' ' 'cos( ) cos( ) ( ),эм

Y Y

Y Y Y

MY C Y K Y

me t F t Y D Y D f t− −

+ + =

=   + +  + + + +
 (6) 

( ) ( ) ( )71 6деб эм 71 6

' ' ' 'sin ( ),Z Z Z Z Z
MZ C Z K Z F F Z D Z D f t− −

+ + = + + + +  

где  

( )0

1
( ) cos sin

2
n n

X X Xn

a
f t a n t b n t

=


= +  +  , 

( )0

1
( ) cos sin

2
n n

Y Y Yn

a
f t a n t b n t

=


= +  +  , 

( )0

1
( ) cos sin

2
n n

Z Z Zn

a
f t a n t b n t

=


= +  +  . 

Правые части (6) после знака равенства представляют возмущающие воздей-

ствия, пояснение по которым будет приведено далее по мере рассмотрения мате-

матической сущности возбуждающих воздействий в рабочем режиме ЭМУ. 
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В работе [7] профессоров В.Ф. Журавлева и В.Б. Бальмонта для расчета дина-

мики устройств с шарикоподшипниковыми опорами предложено ввести специ-

альный вид криволинейных координат. 

Для понимания физической сути проводимых в дальнейших математических 

операций тезисно представим описанную в [7] техническую суть этих координат 

(рис. 2): 

– наружное кольцо: 

 
1 1 3 3

5 5

( , ), ( , ),

( , );

p p p p

p p

=   =  

=  
 (7.1) 

– внутреннее кольцо: 

 

2 2 4 4

6 6

( , ), ( , ),

( , );

p p p p

p p

=   =  

=  
 (7.2) 

где p1, p2 – радиусы кривизны сечения в текущей точке; p3, p4 – соответственно 

максимальное и минимальное расстояние от окружности, проведенной радиусом 

кривизны из центра кривизны до оси Z; p5, p6 – координаты вдоль оси Z центра 

кривизны (рис. 2). 

Рабочие поверхности колец шарикоподшипников описываются во введенных 

криволинейных координатах, а шариков – в сферических координатах, отнесен-

ных к центру шариков. Отрезок на поверхности шарика, отсекающий от прямой, 

проходящей через центр шариков, назван текущим диаметром шарика и обозна-

чается p7. 
 

 

Рис. 2. Описание геометрии дорожек качения неидеального подшипника 

Fig. 2. Description of the geometry of non-ideal bearing raceways 
 

Если подшипник идеален, то функции pi являются константами и принимают 

следующие значения (8): 

 
1 3 5 2 4 6

1 1 2 2; ; 0; ; ; 0.p r p R p p r p R p= = = = = =  (8) 

Принято, что дефекты поверхности колец и шариков малы, и поэтому шарик 

имеет две точки контакта с шариками. 

Поверхность качения представляется в форме рядов Фурье, полагая, что след 

проката шарика в первом приближении считается плоской кривой (рис. 3). 

С учетом графических интерпретаций (рис. 2–4) угол контакта τ считается по-

стоянным, а по углу θ раскладывается в ряды Фурье через введенные геометри-

ческие характеристики. 

 
0

( ) sin( ), 1,...,6.s s s
sp a s



 
=

 =  + =   (9) 
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Рис. 3. Графическая интерпретация разложения в ряд Фурье продольного профиля  

дорожки качения наружного кольца подшипника 

Fig. 3. Graphical interpretation of the Fourier expansion for a longitudinal profile  

of the outer ring raceway of the bearing 

 

 

Рис. 4. Графическая интерпретация разложения в ряд Фурье бокового биения  

дорожки качения наружного кольца подшипника 

Fig. 4. Graphical interpretation of the Fourier expansion for a lateral runout  

of the outer ring raceway of the bearing 

 

Так как угол θ определяется выражением  

 
2

( 1) ( 1),s
si sk i

n


 =  − − −  (10) 

то получается следующее представление погрешности (11)–(14). 

 0
1

2
( ) sin ( 1) ( 1)s s s s s s

i si sp p a a k i
n



=  
=

 
 =  − =   − − − +   

 
. (11) 

Для дефектов шариков принято s = 7. Так же, как и в случае колец, траектория 

точки контакта на шарике в первом приближении считается плоской кривой. 

S = 3 

λ = 1 

λ = 2 λ = 3 

S = 5 

λ = 0 λ = 1 λ = 2 



Дмитриев В.С., Миньков Л.Л., Ермаков Д.В. и др. Виброактивность электромеханических устройств 

87 

Диаметр шарика p7 в плоскости этой кривой является периодической функцией 

угла θ7 с периодом, равным π. Поэтому можно записать 

 7 7 7
ш7 7

0
( ) sin(2 )i i ip D a



 
=

 = +  + , (12) 

где: Dш – среднее для всех шариков значение диаметра. 
Угол поворота шарика относительно линии контакта кинематически связан  

с углом поворота внутреннего кольца относительно наружного: 

 7 7k =  , (13) 

что позволяет (12) представлять в следующем виде: 

 
0

7 7 7 7
ш 7sin(2 )i i i ip p D a k



=
  = − =   + . (14) 

Возмущающие силы в уравнении вибрации представляются скалярными про-

изведениями векторов ' ' ' ' ' '( , ), ( , ), ( , )X Y ZX D Y D Z D . Векторы , ,X Y ZD D D  опреде-

лены выражениями  

 
1 1 1

cos , sin , .
n n n

s s s s s s
i i i i iX Y Z

i i i
D p D p D p

= = =
=   =   =     (15) 

Входящие сюда переменные ip , характеризующие отклонения размеров  

неидеального подшипника от размеров среднего идеального подшипника, опре-
деляются выражениями (11) и (12), где: 

 

3
1

7 7 7
3

0

8 1 8
1 3 1

0

8 2 8
2 3 2

0

8 7 8
3

0

2
sin ( ) ( 1) , 1,2,...,6;

sin(2 ), 7;

sin 2 ( 1)

2
sin ( 1)

(2 ), 8.

s s s s

i i

S
i

ii

a k T i s
n

a k s

a k ip n

a k i
n

a k s



 
=



 
=



 
=



 
=




 =

  
  − − − +  =  
 

  +  =

 
  + − +  +   =   

 
+   − − +  +  

 

+   +  =














 (16) 

В результате векторы , ,X Y ZD D D  определяются выражениями  

( ) 1 1 1 1

1
sin ( 1) sin ( ( 1) ) ;

2

S S S S S S S S
X kn kn

n
D t t


− +

  
=

   =    + −  + +  − −  +   
 

 
( )



1 1

1

1 1

cos ( 1)
2

cos ( ( 1) ) ;

S S S S S
Y kn

S S S
kn

n
D t

t


−

 
=

+


 = −    + −  + +  

 +   − −  + 

 (17) 

/ 1
sin( )Z

S S S S

n
D n t



  =
=   + . 

Векторы 'X , 'Y , 'Z  определяются в соответствии с [7]: 

0 0 0 0 0 0

'2 3' ' ' ' ' ' 'sec 1, sec 1, 1, 1, tg , tg , sec , tg
2

XK
X

nM

 
=  −  − −  −  −  −  

 
; 
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 '2 4
0 0 0

' ' '( ) tg
M

Y p p l X
A

 = +  +
  

; (18) 

0
' ' 'tgZ X=  . 

Осевая жесткость системы: 

' ''2 2
00 00

3' ' ' ' "" "( sin cos sin cos )
4

ср ср
X Г ГK n K K=    +    . 

Уравнения вибрации ЭМУ от всех источников возбуждающих воздействий  
с учетом введенных пояснений имеют вид: 

2 2 0

1

'2 ( ) cos sin
2

эм n nX X X X Xn

a
X X X X D me F a n t b n t



=
+  + = +  +  + +  +  , 

 2 2 0

1

'2 ( ) cos sin
2

эм n nY Y YY Yn

a
Y Y Y Y D me F a n t b n t



=
+  + = +  +  + +  +  , (19) 

( ) 0

1

'2 ( ) sin cos sin
2

n nZ Zдеб эм Zn

a
Z Z Z Z D F F a n t b n t



=
+  + = + + + +  +   , 

где: '( )XX D , '( )YY D , '( )ZZ D  – силовые функции, построенные скалярными 

произведениями векторов 'X , 'Y , 'Z , зависящие от радиальной жесткости под-

шипника, угла контакта числа шариков и векторов '
XD , '

YD , '
ZD ; 2me  – воз-

буждающее воздействие от частотной несбалансированности; 2
эмF   – возбуж-

дающее воздействие электромагнитного типа. Последний член правой части 
уравнений (19) определяет периодическое воздействие. 

Решение уравнений (19) с учетом всех возмущающих воздействий (8)–(17) 
имеет вид [4–8]: 

1 1
6

22 11 1

1 1

22 1

sin ( ( 1)

2 ( 1)

sin ( ( 1)

( 1)

S S S
knS S

S SS
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S S S
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S S
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X a X
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 


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



    + −  + 
= +  

   −  + −  

   − −  + 
+ +

  −  − −  
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2 2
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1 2
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= =


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+ + +  
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    
− +    
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2 2 2 21

cos sinэм 1
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1 2 1 2

n n XX X
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K


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  + 
+  + + 
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1 1
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2
1 1 2 1

1 1

2
2 1
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( 1)

cos ( ( 1)

( 1)

S S S
knS S

S S S
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S S
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Y a X
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  −  − − 
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
+  +

     
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2 1эм
1 2 1 2
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с с с с
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=             
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 
 + 

= +   
  − 
 

 +   + 
+ + + + +  

  −      
 − +    

      

 

Система уравнений (20) описывает виброактивность в рабочем режиме ЭМУ 

во всем спектре возмущающих воздействий, т.е. описывает динамику вибрации 

по всему плотному спектру. Уравнения (20) являются несвязанными, а система  

X, Y, Z декартовая. 

При установке демпферов в ЭМУ [8] в уравнениях по осям X и Y в первом, 

пятом и шестом членах будет введено эффективное демпфирование, и динамика 

виброактивности ЭМУ качественно изменится в части уменьшения амплитуды 

вибраций [9–12]. 

Наиболее радикальный способ качественно сократить спектр частот – это за-

мена подшипников качения на подшипники скольжения, тогда исчезают первые 

четыре члена в уравнении, которые показывают наличие генерации вышеуказан-

ного плотного спектра частот.  

Используя принцип суперпозиции, на рис. 5 показан пример решения в графи-

ческом виде для каждого члена системы уравнений (20) с учетом оптимизации. 
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Рис. 5. Графическое решение системы уравнений (20) 

Fig. 5. Graphical solution to the system of equations (20) 
 

Первый член правой части уравнений ,X Y   (20) определяет воздействие на 

систему, создаваемое волнистостью наружного кольца шарикоподшипника, вто-

рой член – волнистостью рабочей поверхности внутреннего кольца. 

Первый член уравнения Z  определяет механическое воздействие от волни-

стости внутреннего и наружного колец. Третий и четвертый члены уравнений 

X  определяют механическое воздействие на систему волнистости шариков,  

а в уравнении Z  такое воздействие определяет второй член. Пятый член в урав-

нениях ,X Y   определяет воздействие на систему дисбаланса, а шестой – элек-

тромагнитное воздействие. Периодическое воздействие определяет последний член 

правых частей уравнений , ,X Y Z    представляющий это воздействие в виде 

разложений на гармонические составляющие при помощи ряда Фурье. 
 

Заключение 
 

Наличие технологических погрешностей в функциональных узлах является 

определяющим для уровня виброактивности. 

Система уравнений динамики ЭМУ с электродвигателем показывает, что в них 

из-за технологических погрешностей режим вибрационных возмущений является 

неотъемлемой частью рабочего режима. 

Общая система дифференциальных уравнений динамики представляет до-

вольно большую математическую модель рабочего режима вибрации ЭМУ,  

в правой части которой содержатся практически все возмущающие воздействия, 

значительную долю которых генерируют шарикоподшипниковые опоры. 

Замена шарикоподшипников на опоры скольжения позволит в системе урав-

нений (20) избавиться от первых четырех членов, которые характеризуют широ-

кий и плотный спектр вибрации шарикоподшипников в рабочем режиме ЭМУ. 

Из представленного материала следует, что для наиболее эффективной ми-

нимизации виброактивности ЭМУ необходимо использовать широкополосное 

р

r


=

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демпфирование, а также целесообразно применять демпфирование в каскадном 

варианте. 

Важным результатом НИР по шарикоподшипниковым опорам является то об-

стоятельство, что влияние на уровень вибраций оказывают только номера гармо-

ник, кратные числу шариков. Все другие гармоники волнистости колец хотя и 

вызывают возмущающие воздействия, но амплитуда этих возмущений на поря-

док меньше. В отличие от колец любая четная гармоника волнистости шариков 

приводит к появлению вибрационных возмущений уже в первом приближении. 

Для снижения виброактивности ЭМУ наиболее целесообразно в его кон-

струкцию встраивать жидкостные демпферы, имеющие широкий спектр вибро-

гашения. 
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