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Аннотация. Исследуется процесс роста трещины эллиптической формы в квази-
хрупком материале, находящемся в градиентном поле температуры. Предполагает-

ся, что упругие свойства материала имеют температурную зависимость, что харак-

терно для материалов, находящихся вблизи температуры плавления. Показано, что 

в зависимости от ориентации оси трещины относительно направления температур-

ного градиента возможны торможение, изменение направления роста трещины ли-

бо возникновение вторичных трещин в окрестности вершины основной трещины. 
Полученные расчетные результаты были успешно валидированы экспериментом 
по термическому разрушению блоков пресноводного льда.  
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Abstract. The elliptical crack growth in a quasi-brittle material located in a gradient field 
of temperature next to the melting temperature for the thermodynamic phases of the ma-
terial is studied. The elastic properties of the material are assumed to have an obvious 
dependence on temperature. This is typical for materials located close to the melting 
point. To determine the direction of crack growth, a gradient strain criterion is intro-
duced, which assumes crack growth from the point of maximum elastic strain of the ma-
terial toward its minimum. Depending on the orientation of the crack axis relative to the 
direction of the temperature gradient, the crack retardation, the change of the crack 
growth direction, or the appearance of secondary lateral cracks in the vicinity of the main 
crack tip are possible. The calculated results and the admissibility of applying the intro-
duced criterion have been successfully validated by an experiment with thermal fracture 
of freshwater ice blocks. As a result, the phenomena predicted by finite element calcula-
tions have also been discovered experimentally. 
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Введение 

 

Плавление поликристаллических материалов происходит в некотором интер-

вале температур, зависящем в том числе от размеров зерен, составляющих мате-

риал [1], причем нижняя граница интервала находится ниже температуры плав-

ления монокристалла данного вещества. Причина этого – поверхностные эффек-

ты плавления, приводящие к появлению жидкой фазы на границах зерен при 

температурах существенно ниже точки плавления [2], что может стать причиной 

проскальзывания и вращения зерен или их агрегатов относительно друг друга.  
В результате изменяются интегральные упругие характеристики массивного ма-

териала, он проявляет особые механические свойства вблизи температуры плав-

ления – так называемый «эффект предплавления», или ползучесть [3–5]. 
Изменение упругих свойств материала также влияет на эволюцию трещин, 

что может выражаться в изменении не только скорости их роста, но и направле-

ния. Учет этого фактора важен, например, для анализа термического разрушения 

материалов такого класса, как огнеупоры, которые применяются в качестве 

ограждения для осуществления высокотемпературных процессов в промышлен-

ности, часто протекающих при температуре более 1 500°С.  
Огнеупоры представляют собой квазихрупкие при обычных условиях кера-

мические материалы. Однако при температуре эксплуатации, близкой к темпера-

туре плавления материала или его отдельных компонентов, огнеупорные материа-

лы за счет эффекта предплавления проявляют пластические свойства [5–7]. При 
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этом распространенной является ситуация, когда вблизи рабочей (горячей) по-

верхности имеет место пластическая деформация, а на противоположной стороне 

наблюдается хрупкое растрескивание [8].  
Непосредственное наблюдение разрушения огнеупорных футеровок при экс-

плуатации невозможно вследствие высокой температуры. Для исследования дина-

мики разрушения огнеупоров наиболее эффективным представляется использова-

ние методов компьютерного моделирования [9–11]. Эффективность численной 
модели будет определяться тем, насколько точно результаты моделирования со-

гласуются с данными эксперимента. Поскольку рабочие условия огнеупорных 

футеровок являются экстремальными, экспериментальная валидация численной 

модели может быть проведена на материалах, которые проявляют подобные эффек-

ты предплавления, но при более низких температурах. К таким материалам отно-

сится, например, пресноводный лед в интервале температур от –5 до 0°С [12–15].  
Цель работы – изучение характера напряженно-деформированного состояния 

(НДС) в окрестности вершины трещины, а также влияния ориентации трещины 

по отношению к градиенту температурного поля на особенности ее роста. Иссле-

дования выполнены с использованием метода конечных элементов с эксперимен-

тальной валидацией численной модели на примере анализа характера разруше-

ния пресноводного льда.  
 

Описание численной модели 

 

Рассматривался трехмерный образец квазихрупкого материала ортогональной 

формы конечных размеров, находящийся в температурном поле, обладающем 

выраженным градиентом. Одна часть образца находилась в условиях относи-

тельно низкой температуры («холодная» часть), а противоположная – вблизи 

температуры плавления («горячая» часть). Модуль упругости и коэффициент 

Пуассона моделируемого материала в условиях его приближения к температуре 

плавления описывали линейными зависимостями, что является распространенной 

практикой для моделирования НДС при переменных температурах [16–19]: 

 {
𝐸 = −𝑘1(𝑇 − 𝑇0) + 𝐶1

ϑ = 𝑘2(𝑇 − 𝑇0) + 𝐶2   
, (1) 

где Е – модуль упругости, ϑ − коэффициент Пуассона, k1 и k2 – положительные 

коэффициенты (знак «минус» показывает обратно пропорциональную зависи-

мость), T0 – температура нижней границы интервала предплавления, С1 и С2 – 
константы, численно равные показателям свойств материала в «холодном» со-

стоянии (при температуре ниже проявления эффектов предплавления). 
Характеристики огнеупорного материала на основе оксида магния – одного из 

основных огнеупорных материалов, применяемых при производстве сталей, для 

которого изменение упругих характеристик в результате предплавления проис-

ходит в интервале температур 1 350–1 450°С, – приведены в табл. 1. Считалось, 

что характеристики материала в температурном интервале меняются линейно.  
В качестве геометрической модели рассматривалась эллиптическая трещина 

конечных размеров, представляющая собой сектор эллипсоида вращения,  
в сплошном твердом теле, находящаяся под действием сжимающей нагрузки ин-

тенсивностью Р = 30 МПа, направленной параллельно длинной оси трещины. 
Противоположная грань образца с трещиной была закреплена, причем допускалась 
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деформация материала в плоскости закрепления (рис. 1). Перемещения перпенди-

кулярно плоскости закрепления (обозначена стрелками снизу) были запрещены.  

Т а б л и ц а  1  

Характеристики периклазового огнеупора вблизи температуры эксплуатации 

Свойства 
Значения 

При температуре  
менее 1 350°С 

При температуре  
более 1 450°С 

Модуль упругости, Па 1011 1010 
Коэффициент теплового 

расширения 1/°С 10–5 

Коэффициент Пуассона 0.15 0.45 
Плотность, кг/м3 3 000 

 

 
Рис. 1. Схема модельного образца с эллиптической трещиной 

Fig. 1. Design of a sample with an elliptical crack 
 

Рассматривали два предельных случая положения оси трещины: параллельно 

и перпендикулярно градиенту температурного поля. Соответствующие темпера-

турные поля приведены на рис. 2. Температурное поле определяли путем реше-

ния уравнения теплопроводности с граничными условиями первого и третьего 

рода. НДС возникало за счет собственного теплового расширения материала. 
Материал считали хрупким, поэтому рост трещин рассматривали как результат 

нормального отрыва. Критерием начала роста трещины было превышение одним 
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из главных напряжений критического значения. Для численного анализа направ-

ления роста трещины использовался градиентный деформационный критерий, 

суть которого заключается в следующем: направление развития трещины при 

наличии градиента поля упругих деформаций происходит в направлении от их 

максимума к минимуму [20]: 
 𝑎с⃗ = −𝑔𝑟𝑎𝑑(ε), (2) 

 
где а – параметр, связывающий приращение длины трещины с уровнем упругой 

деформации в окрестности ее вершины, с⃗ – вектор, определяющий направление 

роста, ε – максимальные нормальные упругие деформации материала, являющие-

ся основной причиной разрушения для хрупкого тела. 
 

  
а b 

Рис. 2. Распределение температуры (°С) в образце, когда ось трещины  
была перпендикулярна (а) и параллельна (b) градиенту температуры.  

Здесь и далее представлен вид сбоку в плоскости XZ 
Fig. 2. Temperature (°С) distribution within a sample with a crack axis (a) perpendicular and  

(b) parallel to the temperature gradient. Hereinafter, a side view in XZ-plane is presented 
 
Ранее подобный критерий был использован [21] для определения момента 

времени и локализации области разрушения для силикатных стекол при интен-

сивном теплообмене при низких температурах, но не использовался для опреде-

ления направления распространения трещин.  
Все расчеты были выполнены методом конечных элементов в среде программ-

ного комплекса Ansys Mechanical R15.0. Расчетная сетка состояла из тетраэдри-

ческих элементов, а их количество – 1,1 млн – выбиралось из условия сходимо-

сти численного решения. Расчеты, выполненные на сетках с содержанием от 0,2 

до 2,2 млн конечных элементов, показали, что увеличение числа элементов сверх 

1 млн не приводит к изменению значений параметров НДС в контрольных точках 
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более чем на 2%. В работе были использованы стандартные процедуры построе-

ния сеток, предусмотренные программным комплексом. 
 

Результаты численного моделирования 
 

Нагружение сжатием хрупких материалов в направлении оси трещины при 

отсутствии дополнительных термических напряжений (градиента температуры) 

вызывает ее рост вдоль оси приложения нагрузки [22, 23]. При этом ось трещины 

является осью симметрии для эпюры характеристик НДС (например, упругих 

деформаций) в окрестности вершины трещины.  
На рис. 3 приведено поле упругих деформаций в окрестности вершины тре-

щины для материала с постоянными значениями упругих свойств (контрольный 

случай) в рассмотренном поле температур. При этом задача решалась в стацио-

нарной постановке, когда температурное поле объекта в процессе счета остава-

лось неизменным. За счет температурных деформаций тела (горячая сторона 

расширяется сильнее) нарушается симметрия поля упругих деформаций в случае, 

представленном на рис. 3, а. Согласно выбранному градиентному деформацион-

ному критерию, следует ожидать отклонения направления роста трещины от пер-

воначального в сторону менее растянутой области материала, т.е. в сторону 

меньшей температуры. В случае если трещина растет вдоль направления гради-

ента температуры, изменения траектории ее роста не наблюдается (рис. 3, b).  
 

  
а b 

Рис. 3. Распределение упругих деформаций в окрестности вершины трещины в образце 
для случая, когда ось трещины была перпендикулярна (а) и параллельна (b) градиенту 

температурного поля. Упругие характеристики материала не зависят от температуры 
Fig. 3. Distribution of elastic strains near the crack tip within a sample with a crack axis  
(a) perpendicular and (b) parallel to the temperature gradient. The elastic characteristics  

of the material do not depend on temperature 
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При развитии трещины в материале, обладающем упругими свойствами, зави-

сящими от температуры, при наличии ее градиента (см. рис. 2) картина упругих 

деформаций будет существенно отличаться от приведенной на рис. 3. На рис. 4 
представлены эпюры упругих деформаций материала, свойства которого приве-

дены в табл. 1, а граничные условия сформулированы выше. 
 

  
а b 

Рис. 4. Упругие деформации в окрестности вершины трещины в материале, обладающем 

температурной зависимостью упругих свойств, в случае, когда ось трещины  
была перпендикулярна (а) и параллельна (б) градиенту температурного поля 

Fig. 4. Elastic strains near the crack tip in a material with temperature-dependent elastic properties 
in the case when the crack axis is (а) perpendicular and (b) parallel to the temperature gradient 

 
При росте трещины вдоль градиента температуры (рис. 4, b) перед и позади 

вершины трещины, в окрестности которой растяжения максимальны, формиру-

ются зоны умеренных растяжений, при этом максимальные градиенты упругой 

деформации направлены противоположно направлению роста трещины в зону 

малых растяжений и сжатия, расположенную позади вершины. Это может приво-

дить к торможению роста трещины в рассмотренных условиях. 
Особенностью роста трещины перпендикулярно градиенту температуры  

(см. рис. 2, а) в материале со свойствами, зависящими от температуры, является 

появление локальной зоны растяжения в окрестности вершины трещины позади 

нее (область на рис. 4, а справа ниже вершины трещины). Градиент упругих де-

формаций в самой вершине трещины направлен вдоль ее оси таким образом, что 

отклонение траектории роста трещины от прямолинейной, согласно выбранным 

критериям, не прогнозируется. Дополнительная напряженная зона при рассмот-

рении ее в сечении, параллельном плоскости XZ на рис. 4 (перпендикулярно 

плоскости изображения), позволяет выявить максимальный градиент упругих 

деформаций и направления развития дополнительных трещин в этой окрестно-

сти. Такая эпюра приведена на рис. 5, а (линией показано направление макси-

мального градиента упругой деформации в этой области, совпадающее с прогно-
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зируемым направлением роста дополнительной боковой трещины). На рис. 5, b 

приведена эпюра температурного поля в этом сечении. Соответственно, следует 

ожидать роста вторичных трещин в окрестности вершины основной трещины  
в направлении горячей стороны образца – в область более пластичных характерис-
тик материала. В случае объединения основной и вторичных трещин возникает 

картина ветвления основной трещины. 
 

  

а b 

Рис. 5. Упругие деформации (а) и температура, °С (b) в сечении локального максимума 

деформаций в окрестности вершины трещины в материале с температурно-зависимыми 

упругими свойствами в градиентном поле температуры 
Fig. 5. (а) Elastic strains and (b) temperature (°C) in the section with the local maximum  
of strains near the crack tip in a material with temperature-dependent elastic properties  

in a gradient temperature field 
 

Расчетом НДС окрестности вершины трещины в квазихрупком материале при 

температуре, близкой к температуре плавления, в том числе при наличии темпе-

ратурного градиента, показано, что в зависимости от взаимной ориентации оси 

эллиптической трещины и градиента температуры возможны различные сцена-

рии роста трещины в этих условиях. Для проверки полученных результатов был 

проведен эксперимент по термическому разрушению блоков пресноводного льда, 

который обладает соответствующим свойством – изменяет свои упругие характе-

ристики аналогично огнеупорным материалам с хрупких на пластичные в узком 

интервале температур, близком к температуре плавления. 
 

Экспериментальная валидация модели и обсуждение результатов 

 

Для экспериментальной валидации численной модели анализировались зако-

номерности разрушения образцов пресноводного льда, находящегося в условиях 

неравномерного нагрева. Льду, как и огнеупорным керамикам, свойственно про-

явление эффекта «предплавления» при более низких температурах (от –5 до 0°С). 
При этом упругие характеристики льда имеют выраженную температурную зави-

симость вблизи температуры плавления. Так, в работе [8] приводятся данные  
о двукратном снижении значений модуля упругости льда при повышении темпе-

ратуры от –20 до –5°С, а по данным [12–14] изменения модуля упругости могут 

достигать порядка величины. Соответственно, при нагревании льда до темпера-

тур, близких к температуре плавления, следует ожидать возникновения в матери-
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але областей, для которых не характерен хрупкий характер трещинообразования. 

Кроме того, лед оптически прозрачен, что позволяет исследовать направление и 

структуру трещин визуально. Свойства льда, использованные в дальнейших рас-

четах [24–30], приведены в табл. 2. Для приготовления льда использовалась  
водопроводная вода стандартного качества для Санкт-Петербурга, свойства ко-

торой по данным ежемесячного контроля ГУП «Водоканал Санкт-Петербурга» 

приведены в [31]. Видимые трещины в блоках на момент начала опытов отсут-

ствовали. 
Т а б л и ц а  2  

Характеристики льда вблизи температуры плавления 

Свойства 
Значение 

При температуре 
–20°С 

При температуре 
–5 … 0°С 

Модуль упругости, Па 7·109 7·108 
Коэффициент теплового расширения 1/°С 5,1·10–5 

Коэффициент Пуассона 0.3 0.45 
Плотность, кг·м–3 920 

Теплопроводность, Вт·м–1·К–1 2.4 
Теплоемкость, кДж·кг–1·К–1 1.9 

 
Схема теплового нагружения ледяного образца показана на рис. 6. Нагрев 

участков 2 и 4, ширина которых соизмерима с высотой блока, считали «точеч-

ным» нагревом. Нагрев области 3 – «локальным» нагревом. Нагрев всей стороны 

(участок 1) – односторонним нагревом. Область 5, приведенная на фото, является 

областью роста трещин. 
 

 
Рис. 6. Схема теплового нагружения образца льда. Пояснения приведены в тексте 
Fig. 6. Scheme of thermal loading of an ice sample. Explanations are given in the article 

 
В ходе эксперимента нагрев одной грани ледяного образца или ее небольшого 

участка проводился следующим образом. На нагреваемую площадку устанавли-

вали металлическую прокладку, которую в дальнейшем нагревали пламенем га-

зовой горелки. Температурное поле в объеме блока и поля параметров НСД 

определяли расчетным путем методом конечных элементов в среде ANSYS Me-
chanical R15.0 в нестационарной постановке. При этом на нагреваемой поверхно-

сти использовали температурное условие третьего рода, а для имитации стеснен-

ных условий – условие непересечения для одной или нескольких граней блока. 

Анализ возможных направлений роста трещин проводился в момент достижения 
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расчетными значениями напряжений критической величины (предела прочности 

льда при растяжении). Тепловая и механическая задачи решались следующим об-

разом. Первоначально для определенных моментов времени выполнялся расчет 
температурного поля, после чего для этих же моментов времени определялись 

упругие термические деформации блоков. Таким образом, рассчитанное темпе-

ратурное поле являлось одним из исходных данных для решения механической 

задачи. 
Блок во время эксперимента опирался на неподвижное металлическое осно-

вание, которое не препятствовало его расширению в других направлениях. Также 

проводили эксперименты в стесненных условиях, например при боковом и тыль-

ном зажатии блока.  
Разрушение (трещинообразование) происходило в течение 5–20 с от начала 

нагрева, при этом плавление льда было локальным и незначительным: изменение 

толщины блока за счет плавления как при нагреве всей грани, так и при точечном 

не превышало нескольких миллиметров. Результат разрушения фотографировали 

и проводили численное моделирование НДС для условий эксперимента.  
В условиях эксперимента наблюдали остановку трещин вблизи нагретой по-

верхности, которая была предсказана расчетами (см. рис. 3, 4). Фотография трещи-

ны, остановившейся у нагретой поверхности, приведена на рис. 7 (горизонтальны-

ми стрелками обозначены вершины остановившихся трещин, а вертикальными – 
граница зоны нагрева; плоскость изображения на рис. 7 совпадает с плоскостью 

максимального размера на рис. 6). Локальный нагрев проводился на участке 3, 
обозначенном на рис. 6.  

 

 
Рис. 7. Пример остановки трещин у нагретой поверхности 

Fig. 7. An example of the arrest of cracks near the heated surface 
 

Кроме того, наблюдалось ветвление (образование вторичных) трещин вблизи 

нагретой поверхности, согласно результатам расчета, приведенным на рис. 4, а и 

5, а, предсказывающим возможность возникновения вторичных боковых трещин 

в окрестности вершины основной трещины. На рис. 8 представлена эпюра упру-

гих деформаций для определения направления роста основной трещины в блоке 

льда при его несимметричном точечном нагреве на площадке 2 (см. рис. 6). Рас-

смотрено пять альтернативных направлений роста трещин, для которых опреде-

лены величины градиента деформации. При этом момент времени определялся 

на основе экспериментальных данных [32, 33], согласно которым предел упруго-

сти льда достигается при деформациях 0.05–0.1%. Градиент упругих деформаций 
определялся в нескольких равномерно распределенных точках предполагаемой 
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траектории роста трещины, после чего вычислялось среднее значение по каждо-

му из направлений. Средние и фактически измеренные значения градиента упру-

гих деформаций для рассмотренных направлений приведены в табл. 3.  
 

 
Рис. 8. Упругие деформации блока льда при несимметричном точечном нагреве.  
Сечение, параллельное плоскости XZ (см. рис. 7). Белыми цифрами и линиями  

обозначены возможные направления роста трещин 
Fig. 8. Elastic strains of the ice block exposed to the asymmetric spot heating.  
The section is parallel to XZ-plane (Fig. 7). White numbers and lines indicate  

possible directions of the crack growth 
 

Т а б л и ц а  3  

Градиенты упругих деформаций для альтернативных направлений  

роста трещин, мм/мм2 

Измерение Номер направления 
1 2 3 4 5 

1 0.00078 0.00136 0.00105 0.00094 0.00157 
2 0.00059 0.00042 0.00039 0.00099 0.00158 
3 0.00042 0.00084 0.00078 0.00093 0.00105 
4 0.00041 0.00019 0.00021 0.00081 0.00099 

Среднее 0.00055 0.00070 0.00061 0.00092 0.00130 
 

Максимальное значение градиента определено для направления 5, однако  
в этом направлении наблюдается немонотонное изменение характера деформа-

ций (снижение растягивающей нагрузки изменяется на ее возрастание); кроме 

того, данное направление роста трещины совпадает с градиентом температуры 

(соответственно, упругие характеристики материала в данном направлении изме-

няются в сторону повышения его пластичности). 
Вид фактически образовавшихся трещин при несимметричном точечном 

нагреве блока льда, расчет НДС которого приведен на рис. 8, показан на рис. 9. 
Сплошными стрелками, направленными вниз, обозначена основная трещина, 

направление роста которой совпадает с расчетными результатами в случае при-
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менения деформационного градиентного критерия для определения траектории 

разрушения (направление 4 на рис. 8). Горизонтальными сплошными стрелками 

обозначены вторичные трещины (боковые ответвления основной трещины) за счет 
роста из локальных максимумов упругих деформаций в окрестности вершины 

основной трещины (рис. 4, а и 5, а). Сплошными стрелками, направленными 
вверх обозначены границы области локального нагрева материала. Направление 

осмотра на рис. 9 вверху совпадает с осью Y на рис. 6, а на рис. 9 внизу – с осью Z 
на рис. 8. 

 

 

 

Рис. 9. Вид трещин, образовавшихся при несимметричном точечном нагреве блока  
пресноводного льда. Описание в тексте 

Fig. 9. Type of cracks arising during the asymmetric spot heating of a freshwater ice block.  
Description is presented in the article 

 
Отметим, что на рис. 9 вверху видны также трещины, идущие в направлениях 

2 и 3 (см. рис.8), обозначенные контурами стрелок. Овалом на рисунке выделена 

область локального максимума растяжений.  
Таким образом, экспериментальные результаты на примере блоков пресновод-

ного льда продемонстрировали соответствие фактического расположения трещин 

ранее сформулированным предположениям (на основе численного моделирования) 
о совпадении направления роста термических трещин с максимальным градиен-

том упругой деформации материала. Расчетным путем обоснованы возможность 

и механизм возникновения вторичных боковых трещин в окрестности вершины 

основной трещины, направленных в сторону увеличения пластичности материала 
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(в сторону нагретой поверхности). Кроме того, экспериментально показано, что 

при температуре материала, близкой к температуре плавления, возможны ветв-

ление вследствие образования вторичных трещин и остановка роста трещины  
в области материала, где наблюдается эффект предплавления с изменением упру-

гих свойств материала. 
 

Заключение 

 

Методами численного моделирования исследованы особенности роста тре-

щин в квазихрупких материалах при температурах, близких к температуре фазо-

вого перехода (плавления), который сопровождается изменением упругих харак-

теристик материала и формированием градиентного распределения свойств.  
Показано, что в этом случае в зависимости от направления градиента температу-

ры и упругих свойств возможно либо торможение роста трещины, либо появле-

ние боковых ответвлений (вторичных трещин) в окрестности вершины основной 

трещины, направленных в сторону более пластичной (нагретой) области матери-

ала. При отсутствии градиента свойств предсказано изменение траектории роста 

трещины в противоположную сторону – к «холодной» грани образца. На блоках 

пресноводного льда, проявляющего изменение упругих характеристик вблизи 

точки плавления, успешно проведена валидация полученных результатов моде-

лирования. 
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