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Аннотация. Конвективно-диффузионное уравнение переноса лежит в основе опи-

сания широкого круга процессов в механике сплошных сред. Доминирование кон-

векции над диффузией, знакопеременность коэффициента при первой производной 

приводят к образованию локальных пограничных и внутренних переходных слоев 

с большими градиентами функции, что создает серьезные трудности при числен-

ном анализе задачи классическими разностными схемами. Традиционная аппрок-

симация первой производной центральными разностями при больших числах  

Пекле приводит к осцилляциям и нарушению монотонности численного решения. 

Чтобы избежать этого, требуется сильное уменьшение шага сетки в областях узких 

зон с большими градиентами. Использование односторонних разностей сильно 

размазывает искомое решение из-за схемной вязкости и приводит к потере точно-

сти. Практические потребности решения жестких краевых задач требуют разработ-

ки и применения вычислительных технологий, обеспечивающих монотонность, 

точность и экономичность численного анализа. В данной работе предложена новая 

специальная разностная схема для численного решения жесткого конвективно-

диффузионного уравнения переноса. Доминирующий конвективный член исклю-

чен из явного рассмотрения путем перехода к самосопряженной форме уравнения, 

что позволяет использовать известные методы численной аппроксимации. Для по-

строения разностного аналога дифференциального уравнения на трехточечном 

шаблоне используется метод контрольного объема. Полученная схема является 

монотонной, консервативной. На тестовых примерах показаны большие возможно-

сти предложенной разностной схемы при больших числах Пекле на грубых сетках 

при решении жестких краевых задач конвективно-диффузионного переноса. 

Ключевые слова: конвективно-диффузионный перенос, разностная схема, метод 

контрольного объема, трехточечный шаблон, монотонность решения 
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Abstract. The convective-diffusion transfer equation is often found in problems of hydro-

mechanics and heat and mass transfer. The dominance of convection over diffusion and 

the change in sign of the coefficient at the first derivative lead to the formation of boundary 

and internal layers with high gradients of the function. This creates serious difficulties in 

numerical analysis of the problem using traditional difference schemes. The traditional 

method of approximating the first derivative using central differences at high Peclet 

numbers can lead to oscillations and violate the monotonicity of the numerical solution. 

To avoid this problem, it is necessary to significantly reduce the size of grid cells in nar-

row areas with large gradients of the unknown function. The use of one-sided differences 

significantly smears the desired solution, due to the viscosity of the scheme, and leads  

to loss of accuracy. The practical need to solve stiff boundary value problems requires 

the development and use of computational technologies that guarantee monotonicity, accu-

racy, and cost-effectiveness in numerical analysis. In this paper, a new special difference 

scheme is proposed for the numerical solution of a stiff equation of convective-diffusion 

transfer. The dominant convective term is eliminated from explicit consideration by 

transforming the equation into self-adjoined form, which permits the use of well-known 

numerical approximation techniques. The control volume method is used to construct  

a difference analogue of a differential equation on a three-point template. The resulting 

scheme is monotonic and conservative. The test examples show great possibilities of the 

proposed difference scheme for large Peclet numbers on coarse grids in solving stiff 

boundary value problems of convective diffusion transfer. 

Keywords: convective-diffusion transfer, difference scheme, control volume method, 

three-point template, solution's monotonicity 
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Введение 

 

Математическое описание широкого круга процессов тепломассообмена опи-

рается на конвективно-диффузионное уравнение переноса. Основным способом 

его решения являются численные методы. Доминирование конвекции над диф-

фузией, знакопеременность коэффициента при первой производной приводят  
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к образованию локальных областей с большими градиентами функции – погра-

ничных и внутренних переходных слоев, что создает серьезные трудности при 

решении краевой задачи классическими разностными схемами [1, 2]. Их причи-

ной является различный масштаб процессов диффузии, конвекции, источников и 

стоков. Математически это приводит к возникновению в задаче малого парамет-

ра при старшей производной и порождает сингулярно возмущенную задачу. 

Появление осцилляций и нарушение монотонности численного решения диф-

ференциального уравнения переноса является одной из проблем, возникающей 

при аппроксимации первой производной уравнения центральными разностями. 

Такая аппроксимация приводит к потере диагонального преобладания, 

несимметричности матрицы коэффициентов системы разностных уравнений и 

ухудшению ее свойств. Для обеспечения монотонности решения требуется силь-

ное уменьшение шага сетки в области узких зон с большими градиентами реше-

ния – пограничных слоев, что ведет к большим затратам процессорного времени.  

Используемый на практике переход к односторонним разностям сильно раз-

мазывает узкие зоны искомого решения из-за схемной вязкости и в конечном 

счете приводит к потере точности. При больших числах Пекле она вообще пре-

вышает физическую вязкость (коэффициент при второй производной) исходного 

уравнения.  

Способу аппроксимации конвективного слагаемого в уравнении переноса  

в литературе уделяется большое внимание. В [3] для этой цели применяются ло-

кальные весовые интерполяционные кубические сплайны, что дает определенные 

преимущества перед широко используемыми монотонизированными аппроксима-

циями второго или третьего порядка. Метод сопряженных операторов предложен 

в [4] для построения разностных схем, являющихся точным дискретным анало-

гом исходной краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка. 

В современных вычислительных технологиях для обеспечения монотонности 

решения применяют принцип регуляризации разностных схем [1]. Обзор иссле-

дований по проблеме численного решения сингулярно возмущенных краевых 

задач на основе применения сеточных методов и разностных схем высокого по-

рядка имеется в [5–9] и не является целью данной работы.  

Практические потребности решения жестких краевых задач конвективно-

диффузионного переноса, возникающих перед исследователями, ставят задачу 

разработки и применения вычислительных технологий, обеспечивающих моно-

тонность, точность и экономичность численного анализа [9]. 

В данной работе получена новая разностная схема для решения стационарного 

конвективно-диффузионного уравнения переноса. В основе ее построения лежат 

исключение на математическом уровне слагаемого с первой производной и при-

менение метода контрольного объема [2] к дивергентной форме уравнения для 

получения разностного аналога дифференциального уравнения на трехточечном 

шаблоне. 

 

Математическая постановка задачи 

 

Рассмотрим одномерное стационарное конвективно-диффузионное уравнение 

переноса на отрезке [a, b] с краевыми условиями первого рода [6] 
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Здесь u(x) – искомая функция; f1(x)–f4(x) – коэффициенты уравнения. Считаем, 

что выполняются обычные для корректной постановки задачи условия f1(x)   > 0 

и f3(x)  0, причем значение  может быть сколь угодно малым. Из выражения (1) 

путем варьирования коэффициентов f1(x)–f4(x) можно получить необходимую 

форму дифференциального уравнения. Выбор граничных условий первого рода 

не является принципиальным и принят лишь для упрощения изложения основ-

ных этапов построения разностной схемы на трехточечном шаблоне.  

 

Методика построения разностной схемы 

 

Введем на отрезке [a, b] произвольную неравномерную сетку  
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Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений следует [10], что 

слагаемое с первой производной может быть исключено из явного рассмотрения. 

Используем для этой цели функцию φ(x), в результате получим преобразованный 

вид, эквивалентный исходному уравнению (1) [10, 11]: 
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где xi – произвольная точка (узел) по координате x. Убедиться в правильности (3) 

можно путем непосредственной проверки. 

Умножим все слагаемые (3) на φ(x) > 0, получим самосопряженную (дивер-

гентную) форму уравнения (1): 
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Нетрудно видеть, что теперь в (4) при коэффициенте диффузии появился множитель 

с сильно меняющейся функцией φ(x), описывающей взаимодействие второй и первой 

производных. Формат уравнения (4) уже не содержит в явном виде исходной труд-

ности и позволяет использовать известные методы численной аппроксимации. 

Для получения разностного аналога дифференциального уравнения проинте-

грируем (4) от xi–1/2 до xi+1/2, где индексы i – 1/2 и i + 1/2 соответствуют серединам 

отрезков [xi–1, xi] и [xi, xi+1] соответственно, получим  
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Балансовое выражение (5) является основой для получения различного вида 

разностных схем в зависимости от предположения о характере поведения коэф-

фициентов f3(x), f4(x) уравнения. Рассмотрим некоторых из них.  
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Аппроксимируем функции J(x) и φ(x) в промежуточных узлах следующим об-

разом: 
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Здесь z – сеточный параметр, имеющий смысл числа Пекле. Верхние индексы «+» 

и «–» относятся к интервалам справа и слева от узла i соответственно. Значения 

коэффициентов f1, i–1/2 и f2, i–1/2 определяются аналогично по формуле среднего 

арифметического от значений на концах сеточного отрезка. В случае сильно ме-

няющегося коэффициента f1(x) согласно [2] целесообразно использовать формулу 

среднего гармонического. 

Рассмотрим наиболее простой случай, когда f3(x) = f3, i и f4(x) = f4, i – кусочно-

постоянные на сеточном отрезке xi–1/2 ≤ x ≤ xi+1/2, взятые в i-м узле. Значение неиз-

вестной u также возьмем в i-м узле для усиления его влияния в дискретном ана-

логе. В итоге остается интеграл от «быстрой» функции φ(x), который может быть 

взят точно. С учетом введенных обозначений (6) получим 
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где ψ–, ψ+ – сеточные функции аргумента z. Выражения для интегралов с источ-

никами с учетом (7) имеют вид: 
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В итоге, подставляя (6), (8) в (5), получим коэффициенты канонического вида 

разностной схемы во внутренних узлах, которые зависят от сеточных функций 

φ(z), ψ(z):  
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Представляет интерес другой важный случай, когда f3(x) и f4(x) – кусочно-

линейные функции на сеточных отрезках [xi–1, xi] и [xi, xi+1], например 
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Тогда интеграл от источника f4(x) принимает вид: 
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Здесь ξ(z), η(z) – сеточные функции источника, играющие роль весовых множи-

телей при периферийном и центральном узлах шаблона. Интеграл от линейного 

источника f3(x) аналогичен (10): 
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 (11) 

Подставляя (10), (11) в (5), с учетом (2), (6) получим вид специальной раз-

ностной схемы во внутренних узлах: 
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Трехточечные выражения (12) образуют систему (N – 1) линейных алгебраи-

ческих уравнений с трехдиагональной матрицей с неизвестными u1, ..., uN–1. Она 

решается прямым экономичным методом прогонки [12], требующим O(N) ариф-

метических действий. 
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Отметим некоторые важные свойства специальной разностной схемы конвек-

тивно-диффузионного переноса. Согласно (12), коэффициенты ai, bi, ci являются 

всегда положительными, так как сеточная функция φ(z) > 0 для любых z. Кроме 

того, в матрице коэффициентов имеет место диагональное преобладание 

, 1, 1i i ic a b i N + = − , что обеспечивает устойчивость метода прогонки и моно-

тонность разностной схемы [9]. Также она обладает консервативностью и обес-

печивает интегральный закон сохранения, справедливый для дифференциального 

уравнения (1).  

Посредством коэффициентов ai, bi, ci учитывается решение однородной части 

уравнения (1). Основу их выражений составляет сеточная функция φ(z), описы-

вающая взаимодействие конвекции и диффузии. Коэффициент di определяет не-

однородную часть уравнения. Нетрудно видеть, что источник f4(x) при линейной 

зависимости от координаты x берется во всех узлах шаблона. Через сеточные 

функции ξ(z), η(z) осуществляется влияние решения однородной части уравнения 

на источник. 

 

Асимптотика коэффициентов разностной схемы 

 

Представляют интерес асимптотические выражения коэффициентов специаль-

ной схемы (9), (12) при малых значениях сеточного параметра z → 0, когда ста-

новится справедливым применение традиционных разностных схем. Разложение 

сеточных функций в ряд Тейлора в этом случае имеет вид: 
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Учитывая (13), видим, что в предельном случае коэффициенты упрощенной 

схемы (9) стремятся к выражениям 
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Нетрудно видеть, что (14) представляет собой традиционную схему с централь-

ными разностями для решения конвективно-диффузионного уравнения, записан-

ную на неравномерной сетке.  

Для схемы (12) в предельном случае имеем 

 ,1,1,11 −=−=+− +− Nidubucua iiiiiii   (15) 
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Как видно, здесь также присутствует аппроксимация первой производной 

центральными разностями, однако выражения для источников имеют более 

сложный вид, характерный для схем сплайновой аппроксимации [13].  
 

Результаты расчетов и их анализ 
 

Для анализа точности предложенной схемы (12) и сравнения с другими раз-

ностными аппроксимациями было рассмотрено несколько тестовых задач. Одна 

из них приведена в [11]: 

 )1,0(,sin
Re
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=− xx
dx

ud
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, (16) 
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которое показано сплошной кривой 1 на рис. 1. Увеличение числа Re при стар-

шей производной приводит к возникновению области резкого изменения функ-

ции – пограничного слоя (ПС) на правом конце расчетной области. 

В табл. 1 и на рис. 1 приведены результаты численного решения задачи на 

равномерной грубой сетке с шагом h = 1/11 (x0 = 0, x11 = 1) при числах Re = 102 и 

Re = 103 , что соответствует сеточным значениям Reh = 9.1 и Reh = 91 соответ-

ственно. В обоих случаях ПС является подсеточным масштабом, и в его область 

не попадает ни одного расчетного узла.  

В табл. 1 приняты следующие обозначения: u, uh – точное и приближенное 

решения, h = uh – u – погрешность численного решения. Строки а, б относятся  

к аппроксимации конвективного слагаемого односторонними и центральными 

разностями, в – к схеме Н.И. Булеева, Г.И. Тимухина [14] (совпадает со схемой 

А.М. Ильина [15]), г – к схеме (12) данной работы. Результаты численного реше-

ния указаны значками на рис. 1. 

Из рис. 1 видно, что односторонние разности а плохо обрабатывают область 

погранслойного изменения функции на правом конце, схема b с центральными 

разностями, как и следует теоретически, приводит к сильным осцилляциям  
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решения. Ситуация с традиционной схемой становится еще более драматичной  

с увеличением числа Re.  
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                                         a                                                                              b 

Рис. 1. Численное решение задачи (16) при различных значениях числа Re: 102 (a), 103 (b): 

1 – точное решение, 2 – центральные, 3 – противопотоковые разности,  

○ – специальная схема (12), h = 1/11 

Fig. 1. Numerical solution of problem (16) for different values of the Re number:  

Re = (a) 102 and (b) 103. (1) exact solution, (2) central, (3) upwind differences,  

○ is the special scheme (12), h = 1/11 

 

Таблица 1 

Результаты численного решения задачи (16) различными схемами на грубой сетке 

Номер узла i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Re = 102 

u104 157 559 1 173 1 950 2 826 3 731 4 592 5 338 5 909 6 259 

104 

а 125 235 322 380 402 388 338 251 90 –590 

б –117 76 –209 260 –444 689 1 053 1 700 –2 582 4 132 

в 99 189 262 312 335 330 296 237 158 64 

г –1 –3 –6 –11 –16 –21 –27 –31 –35 –37 

Re = 103 

u104 132 511 1 106 1 870 2 740 3 646 4 514 5 275 5 866 6 240 

104 

а 127 242 335 399 429 421 378 303 200 11 

б 5 030 233 –5 253 499 5 489 794 5 747 1 111 –6 037 1 446 

г –1 –3 –7 –13 –19 –25 –31 –36 –40 –42 

 

Ошибка предложенной схемы (строка г табл. 1) оказывается почти на порядок 

ниже одной их лучших специальных аппроксимаций в [11, 12] и по уровню по-

грешности соответствует результатам [6, 13, 14]. Улучшение точности численно-

го решения напрямую связано с учетом линейной зависимости источника на се-

точном интервале. Предложенная схема правильно воспроизводит решение при 

любом значении Re. 

Практический интерес представляет случай переменных коэффициентов диф-

ференциального уравнения конвективно-диффузионного переноса. Для его анали-

за была рассмотрена следующая задача [5, 9, 16, 17]: 

 0)2)5.0)((133(4)2)5.0(()1( 2222 =+−+−++−−++ xxxuxuxu , (17) 

0)1(,1)0( =−= uu . 
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На рис. 2 (сплошная кривая) хорошо видно, что решение уравнения (17) со-

держит пограничный слой толщиной ~  на левой границе. Несмотря на то, что шаг 

грубой сетки превышает его толщину ~  = 1/512, разностная схема (12) практи-

чески точно воспроизводит в узлах решение как при h = 1/16, так и при h = 1/4.  
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                                         a                                                                              b 

Рис. 2. Расчет функции u(x) в задаче (17) при различном шаге сетки: h = 1/16 (a), h = 1/4 (b): 

сплошная линия – точное решение, ○ – специальная схема (12),  = 1/512 

Fig. 2. Calculation of the function u(x) in problem (17) at a different grid step: h = (a) 1/16  

and (b) 1/4. The solid line is the exact solution, ○ is the special scheme (12),  = 0.01 

 

В общем случае коэффициент f2(x) при конвективном слагаемом в уравнении (1) 

может менять знак. Знакопеременность f2(x) делает возможным появление внутри 

расчетной области локальных областей с большими градиентами искомой функ-

ции в виде внутренних переходных слоев. Поэтому представляет практический 

интерес анализ возможностей предложенной специальной разностной схемы (12) 

конвективно-диффузионного переноса и в этом случае. Рассмотрим модельную 

задачу [5], содержащую точку поворота, в которой происходит смена знака коэф-

фициента при первой производной, и в ней f2(x) = 0 [9, 16, 17]: 

 )1,1(,02 −=+ xuxu , (18) 

2)1(,1)1( =−=− uu . 

Задача имеет точное решение 

 
−


=



+
=

z
t dtez

x
xu

0

22
)(,

)/1(2

)/(3)/1(
)( . (19) 

Внутренний пограничный слой находится в окрестности точки поворота при  

x = 0 и имеет толщину ~  . Здесь решение резко изменяется от –1 до 2. Счита-

ем, что точка поворота находится в одном из узлов сетки. Результаты расчетов 

показали, что схема (12) дает правильные значения u(x) в узлах даже на грубой 

равномерной сетке при малом количестве узлов N. На рис. 3 в качестве примера 

приведены значения u(x) при числе узлов N = 20 (h = 0.1) и N = 4 (h = 0.5). Малый 

параметр при старшей производной равняется  = 0.01. Видно, что хорошо вы-

числяется функция внутри каждого из пограничных слоев, а также во внешней 

области. Увеличение числа узлов сетки N приводит к уменьшению различия чис-

ленного и точного решений. 
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                                        a                                                                              b 

Рис. 3. Расчет функции u(x) в задаче (18) с внутренней точкой поворота при различном шаге 

сетки: h = 0.1 (a), h = 0.5 (b): сплошная линия – точное решение, ○ – специальная схема (12), 

 = 0.01 

Fig. 3. Calculation of the function u(x) in problem (18) with an internal pivot point at a different 

grid step: h = (a) 0.1 and (b) 0.5. A solid line is an exact solution, o is the special scheme (12),  

 = 0.01 

 

Таким образом, приведенные результаты тестовых расчетов подтверждают 

изложенный теоретический анализ и показывают большие возможности предло-

женной специальной разностной схемы при решении жестких краевых задач по 

сравнению с традиционными аналогами, использующими центральные и одно-

сторонние разности при аппроксимации первой производной уравнения.  
 

Заключение 

 

Предложена новая специальная разностная схема решения жестких краевых 

задач конвективно-диффузионного переноса для граничных условий первого ро-

да. Исследована асимптотика ее коэффициентов при малом значении сеточного 

параметра и получена связь с известными в литературе разностными аппрокси-

мациями. Схема является монотонной, консервативной, обеспечивает устойчивое 

получение численного решения при больших числах Пекле на грубых сетках и 

имеет хорошие перспективы дальнейшего развития. 
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