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Аннотация. На основе разработанного высокоточного метода расчета динамики 

каркасных молекул показано, что характер тройных столкновений фуллеренов за-

висит от энергии вращений сталкивающихся молекулярных объектов. Показано 

также, что такие столкновения часто приводят к образования стабильно существую-

щей кинематической пары. В этой паре взаимодействующие объекты перемещаются 

симметрично по квазиплоским орбитам вокруг центра сформировавшегося дуэта. 
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Abstract. This paper considers the interactions between two and three fullerenes using 

the methods of molecular dynamics. The results show that at a time step of one femto-

second, very high calculation accuracy can be achieved regarding the kinematic and  

energy parameters of the interaction. Thus, the details associated with the symmetry  

of the relative opposition of molecular objects are revealed, and the features and nature 

of the transition of two-dimensional motions of interacting objects into three-dimensional 

interaction of fullerenes are clarified, in particular, the interaction with the formation of  

a kinematic pair. The role of the initial spin of the fullerenes, which disables the transi-

tion of kinematic energy from the reservoir of translational energy into rotational energy, 

is also identified. This makes the formation of a kinematic pair impossible. In the general 

case, the triple collision of fullerenes is a complex process, in which, even in the special 

case of plane approximation, three phases can be distinguished: initial planar motion, 

multi-sheet spatial interaction of three objects, and a double spiral of interacting mole-

cules with the linear motion of the discarded fullerene. 
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Введение 

 

В настоящее время очень популярными для исследования являются самосо-

бирающиеся фуллереновые структуры, в частности мономолекулярные слои из 

фуллеренов C60, где каждый фуллерен связан с соседними молекулами с помо-

щью ковалентных связей [1]. В работе [2] рассмотрен монослойный фуллерен  

с квазигексагональной фазой (C60). Полученный 2D-молекулярный кристалл 

демонстрирует высокую кристалличность и хорошую термодинамическую ста-

бильность с широкой запрещенной зоной около 1.6 электронвольт. В исследова-

нии [3] на основе DFT-моделирования произведен теоретический синтез моно-

слойной кристаллической фазы молекул C60. Фаза была названа qHPC60. В ра-

боте [4] с помощью моделирования из первых принципов проводится теоретиче-

ское исследование новых решеток фуллеренов с последующей оценкой их ста-

бильности и ключевых физических свойств. Прочность на разрыв и модуль упру-

гости таких материалов достигают необычных значений 50 и 300 ГПа. Текущие 

исследования [5] раскрывают уникальные свойства фотоэлектрических смесей на 

основе нефуллереновых акцепторов. В работах также исследуется влияние нано-

примесей [6–8]. Исследование [9] посвящено изучению самодиффузии молекул 

флюида в наноканалах методом молекулярной динамики. 

Цель настоящей работы – разработка высокоточного метода расчета динами-

ки крупных молекул и на его основе изучение перехода от плоских сближений 

фуллеренов к пространственному взаимодействию, а также анализ причины об-

разования кинематических пар сближающихся молекул.  
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Рис. 1. Схема начального плоского сближения фуллеренов 

Fig. 1. Scheme of the initial planar approach of fullerenes 
 

Симметричный характер первоначального сближения молекулярных клеток C60 

позволяет лучше понять детали столкновительного взаимодействия фуллеренов. 

Поэтому рассмотрим плоское симметричное сближение клеток, показанное на рис. 1. 

 

Математическая модель 

 

В настоящей работе фуллерены рассматриваются как абсолютно твердые кар-

касные структуры с заданным расположением силовых центров (атомов) на кри-

сталлической поверхности. Хотя атомы в углеродной сетке находятся в связанном 

состоянии, для математического моделирования удобной является модель атом-

атомных взаимодействий с эффективными значениями параметров сферического 

потенциала для атомов углерода, встроенных в кристаллическую сетку графено-

подобной структуры. Эти параметры можно определить по температуре неболь-

шой совокупности рассматриваемых фуллеренов, находящихся в адиабатических 

условиях. Качественная картина взаимодействия отдельных фуллеренов будет 

слабо зависеть от формы конкретного полуэмпирического потенциала. В резуль-

тате мы используем классический LJ-потенциал, имеющий два параметра в своем 

представлении.  

Движение такой каркасной структуры, как фуллерен, удобнее всего описы-

вать как движение его центра масс и одновременно как поворот всей структуры 

вокруг этого центра. Для описания этих групп движений существуют уравнения 

перемещения центров масс каркасных структур, которые в случае трех фуллере-

нов записываются следующим образом: 
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Здесь v(i) – скорость центра масс i-го фуллерена; r(i) – радиус-вектор положения 

этого центра; U – двухпараметрический LJ-потенциал; 
jk  – расстояние между 

отдельными атомами одной из пар взаимодействующих фуллеренов; 
jk  – рас-

стояние между атомами во второй паре; M – масса фуллерена; N – количество 

атомов углерода в рассматриваемой каркасной молекуле.  

Уравнения перемещения центров масс (1) интегрируется численно при сле-

дующих начальных условиях: 

 ( ) ( ) ( ) ( )

0 00, , , 1,2,3.i i i it i= = = =v v r r  (2) 

Вторая группа перемещений – это повороты фуллеренов вокруг их собствен-

ных центров масс. Повороты описываются уравнениями моментов, а именно для 

каждого из фуллеренов мы можем записать 
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Здесь 
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– вектор моментов количеств движения i-го фул-

лерена; M(i) – вектор моментов сил, действующих на отдельный фуллерен.  

K(i) чаще называют кинетическим моментом каркасной структуры. Этот вектор 

определяется как произведение тензора инерции на вектор-столбец угловой 

скорости и в покомпонентном виде записывается следующим образом:
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Здесь мы используем способ определения проекций угловой скорости в абсолют-

ных осях, поэтому компоненты тензора инерции на каждом отдельном шаге и 

даже в каждой отдельной позиции определенного шага по времени вычисляются 

по следующим формулам: 
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В этих формулах индекс «i», отмечающий принадлежность к конкретному фул-

лерену, опущен; m – масса атома углерода; x, y, z – координаты j-го атома углеро-

да рассматриваемого фуллерена. Следуя подходу атом-атомных взаимодействий 

силовые члены в правых частях уравнений (3) определяются следующим образом: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1
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Уравнения (3) служат для определения проекций угловых скоростей фуллере-

нов на оси абсолютного базиса, поэтому для их интегрирования необходимо ис-

пользовать следующие начальные условия: 

 
( ) ( )

00, , 1,2,3.
i i

t i= = =ω ω  (7) 

Как кинетические (5), так и силовые (6) моменты, входящие в уравнение вра-

щательной динамики (3), отнесены к неподвижному центру абсолютного базиса, 
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поэтому радиусы-векторы rj
(i), определяющие j-й атом углерода в i-м фуллерене, 

отсчитываются от начала неподвижной системы отсчета. По нашей технологии 

вычислений эти совокупности координат должны быть найдены в процессе ре-

шения задачи. Это нетрудно сделать, если воспользоваться теоремой сложения 

скоростей для силовых центров (атомов углерода) фуллереновой конструкции, 

участвующих в сложном движении (трансляционном перемещении вместе с цен-

тром масс этой конструкции и во вращательном движении вокруг него): 
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( ) ( ) ( ) ( )( ); 1,2,3; 1,..,60.
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Последние уравнения интегрируются при следующих условиях, определяю-

щих начальную позицию всех силовых центров фуллеренов: 

 
( ) ( )0, 0 ; 1,2,3; 2,..,60.
i i

j jt i j= = = =r r  (9) 

Таким образом, предложенная схема расчета поворотов молекулярной кон-

струкции предполагает вычисление мгновенных значений координат всех ее уз-

лов. В результате поворот молекулярной клетки мы можем определить именно 

этими координатами, что освобождает от необходимости использования углов 

Эйлера, а также кватернионов Гамильтона, если возникает потребность преодо-

леть недостатки подхода Эйлера. 

 

Результаты расчетов 
 

Соотношения (1)–(8) составляют математическую постановку задачи динамики 

трех сближающихся фуллеренов. Все используемые дифференциальные уравне-

ния являются уравнениями первого порядка относительно скоростей и координат 

узлов и центров масс рассматриваемых молекулярных конструкций, зависящих 

лишь от одной переменной – времени. Таким образом, чтобы исследовать дина-

мику рассматриваемой ассоциации крупных молекул, необходимо решить эво-

люционную задачу 558 дифференциальных уравнений первого порядка. Доста-

точно давно разработаны схемы класса Рунге–Кутты, обладающие формально 

высоким порядком точности вычислений относительно шага по времени. Эти 

схемы ориентированы на использование систем обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений, явно разрешенных относительно искомых величин. В нашем 

случае уравнения для проекций кинетического момента не разрешены относи-

тельно искомых проекций угловых скоростей фуллеренов.  

В настоящей работе анализируются вопросы перехода плоских движений мо-

лекул в пространственные, образования кинематических пар фуллеренов, сохра-

нения исходных симметрий движения, образования хаоса при движении малых 

групп молекулярных объектов, поэтому необходимо, чтобы расчетная схема не 

потеряла своей заявленной точности вычислений. Выполняя разделение разност-

ных уравнений по угловым скоростям прямым методом, опирающимся на обра-

щение матриц соответствующих систем алгебраических уравнений, мы не сни-

зим точность вычислений исходного метода, поскольку прямой метод является 

точным в своей основе. Высокая точность схем класса Рунге–Кутты определяется 

перевычислениями искомых величин в промежуточных позициях каждого шага 

по времени. Если и в промежуточных позициях способ извлечения компонент 
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угловой скорости будет опираться на правило Крамера, то мы не понизим заяв-

ленной точности исходной схемы расчетов.  

Последовательный и глубокий синтез схем разделения угловых перемещений 

с идеями пересчета в рамках отдельного шага по времени позволил добиться вы-

соких результатов по точности вычислений. На рис. 2, 3 показаны относительные 

погрешности расчетов полной энергии системы фуллеренов (см. рис. 2) и относи-

тельные величины каждой из трех проекций для кинетического момента для си-

стемы в целом (см. рис. 3). Такие погрешности можно вычислить благодаря  

существованию четырех интегралов уравнений движения, имеющих место в рас-

сматриваемых условиях реализации процесса взаимодействия фуллеренов. Во-

первых, в системе отсутствует диссипация, или подвод энергии. Значит, кинети-

ческая энергия системы, сложенная с потенциальной энергией взаимодействия 

элементов, остается постоянной во все время движения. Кроме того, отсутствует 

момент внешних сил, действующих на рассматриваемую систему. Это приводит 

к тому, что вектор кинетического момента сохраняет свое положение во времени 

в пространстве. Это эквивалентно постоянству трех проекций кинетического мо-

мента на оси какого-либо базиса. Найденные величины проекций суммарного 

момента количества движения системы отнесли к начальной величине кинетиче-

ского момента. Следуя схеме, показанной на рис. 1, мы имеем ненулевое значение 

суммарного момента. Начальное значение кинетической энергии также отлично 

от нуля, поскольку рассматривается ситуация активного сближения элементов 

системы. Таким образом имеем 
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Здесь H, K – полная энергия системы и модуль кинетического момента; H(0), 

K(0) – их начальные значения. Как видно из рис. 2, 3, рассчитанные при шаге по 

времени в одну фемтосекунду величины рассматриваемых погрешностей имеют 

порядок 10–9 безразмерных единиц. Такой порядок погрешности вычислений 

говорит о высокоточных расчетах молекулярной динамики. 
 

 
Рис. 2. Относительная погрешность вычисления полной энергии системы 

Fig. 2. Relative error in the calculations of total energy of the system 
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Рис. 3. Относительные погрешности проекции кинетического момента  

системы фуллеренов 

Fig. 3. Relative errors in the projection of the angular momentum of a fullerene system 
 

Как видим из рис. 3, все погрешности расчетов кинетического момента укла-

дываются в куб с ребром 0.5∙10–9 безразмерных единиц. 

 

Относительное движение кинематической пары фуллеренов 

 

Симметричный характер начального сближения фуллеренов, показанный на 

рис. 1, и отсутствие внешних сил, действующих на систему из трех фуллеренов, 

предполагают, что во все время движения центр масс этой системы будет оста-

ваться в состоянии покоя. Центр масс рассматриваемой ассоциации фуллеренов 

возьмем за начало абсолютной системы отсчета. Пусть r(1)(t) – радиус-вектор 

центра первого фуллерена (черная кривая на рис. 1); r(2)(t) – радиус-вектор второ-

го фуллерена (красная кривая); r(3)(t) – третьего (зеленая кривая).  

Даже при образовании кинематической пары и в том случае, когда возникает 

разлет частей первичной ассоциации фуллеренов и третий фуллерен с удвоенной 

скоростью удаляется от начала абсолютной системы отсчета, положение центра 

масс системы остается неизменным. При этом если кинематическую пару состав-

ляют черный и красный фуллерены, то центр масс пары будет определяться ра-

диус-вектором 
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будут определять положения каждого из фуллеренов дуэта в системе координат, 

связанной с перемещением их центра масс. Из (2) и (3) следует, что любая пара 
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фуллеренов в рассматриваемом классе задач обладает симметрией противостоя-

ния относительно центра пары даже если движение этого центра не является 

инерциальным, как в первой и второй фазах сложного взаимодействия трех фул-

леренов. На рис. 4 показаны два ракурса траекторий черного и красного фулле-

ренов (составляющих стабильный направленно перемещающийся дуэт) в системе 

координат, связанной с их общим центром. По этим траекториям мы можем 

сделать заключение об относительном движении составляющих пары. 

 

 

Рис. 4. Трансляционное взаимодействие трех фуллеренов 

Fig. 4. Translational interaction of three fullerenes 
 

Рисунок 4 представляет полную картину взаимодействия трех фуллеренов. 

Здесь к третьей фазе относится двойная красно-черная спираль, а также зеленый 

прямолинейный фрагмент траектории. Рискнок 5 крупным планом представляет 

вторую фазу. Наконец, рис. 6 показывает вторую и третью фазы взаимодействия 

с перемещающимся центром масс красного и черного фуллеренов. Здесь каждая 

из спиралей выражается в кольцо. На рис. 7 (слева) можно видеть, как для этого 

случая (отсутствия спинов у фуллеренов) происходит генерация вращательного 

движения каркасных молекул. С первого же столкновения, которое происходит 

при t = 0.125 нс, они раскручиваются до уровня скоростей 800 нс–1. После столк-

новения начинается вторая фаза взаимодействия, которая характеризуется боль-

шими изменениями амплитуды колебаний угловой скорости. Эта стадия происхо-

дит на интервале времени [0.125, 0.6] нс. Затем на третьей стадии, при t = 0.6 нс, 

колебания частот заметно успокаиваются. При этом третий фуллерен, поскольку 

он выходит из ассоциации взаимодействующих молекул, т.е. значительно удаля-

ется от кинематической пары, получает постоянную для третьей фазы взаимо-

действия скорость порядка 300 нс–1. Необходимо отметить, что вторая фаза еще 

не является зоной симметрии, поскольку вращательная энергия в ней распреде-

лена неравномерно по элементам системы. Третья фаза в отношении фуллеренов, 

составляющих кинематическую пару, является существенно более симметрич-

ной. То же самое можно сказать и в отношении трансляционных движений, пред-

ставленных на рис. 7 (справа). Здесь также явно видны три фазы взаимодействия 

и видна стабилизация флуктуаций в третьей фазе.  
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Рис. 5. Крупный план второй фазы взаимодействия 

Fig. 5. Close-up view of the second phase interaction 

 

       

Рис. 6. Взаимные относительные положения фуллеренов 

Fig. 6. Mutual relative positions of the fullerenes 
 

На рис. 8 и 9 показан характер тройных столкновений при относительно вы-

соких значениях начальных вращений фуллеренов. Тройное столкновение обычно 

завершается образованием кинематической пары с отходящим от нее в противо-

положном направлении с удвоенной (относительно скорости центра масс пары) 

скоростью третьим свободным фуллереном. Однако это происходит лишь до 

определенного уровня начальных скоростей вращения. Как показывают расчеты, 

при одинаковых спинах всех фуллеренов это предельное значение есть ω0 = 366 ГГц. 

Дальнейшее увеличение начальной частоты приводит к изменению характера 

взаимодействия рассматриваемых конструкций. На рис. 9 показано два ракурса 

тройного столкновения при ω0 = 367 ГГц. Видно, что после удара фуллерены вы-

ходят из плоскости начальных положений. Через их центры масс, конечно, про-

ходит плоскость, но она будет отклонена от исходной на определенный угол. 

После удара фуллерены будут двигаться с постоянными линейными скоростями, 
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направления которых уже не лежат в плоскостях их положений. Вся совокуп-

ность скоростей положений будет параллельна одной плоскости из-за того, что 

отраженные фуллерены будут двигаться по прямолинейным траекториям и иметь 

постоянные скорости, т.е. молекулы всегда находятся в однопараметрическом 

семействе параллельных плоскостей, составляющих определенный угол с плос-

костью их начальных положений. Таким образом, в рассматриваемом примере 

полностью отсутствует вторая фаза взаимодействия наночастиц и не происходит 

образования кинематической пары фуллеренов. 
 

 

Рис. 7. Полные угловые (слева) и трансляционные (справа)скорости  

взаимодействующих фуллеренов 

Fig. 7. Total angular (on the left) and translational (on the right) velocities  

of the interacting fullerenes 

 

На рис. 4 показана картина плоского сближения фуллеренов, их столкновение 

и переход в пространственное движение с образованием кинематической пары. 

Анализ траекторий показывает, что во взаимодействии трех фуллеренов можно 

выделить фазу плоского сближения, фазу пространственного взаимодействия 

трех молекулярных объектов с образованием кинематической пары и фазу разле-

та пары и третьего фуллерена. В дальнейшем будем называть их первая, вторая и 

третья фазы. На рис. 5 крупным планом представлена вторая фаза. Глядя на эту 

картину, можно выделить фрагменты траекторий, составляющих плоские лепест-

ки спутанного бутона. Здесь также имеется симметрия, которую трудно разгля-

деть на плоской проекции сложной пространственной картины. Трудность вос-

приятия такой симметрии заключается в том, что она относится к какой-либо 

паре фуллеренов и реализуется в подвижной системе, связанной с движением 

центра масс рассматриваемой пары. При этом третий фуллерен (его центр масс) 
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участвует в этой симметрии тогда, когда мы рассматриваем другую пару, куда он 

непосредственно входит. Плоские лепестковые фрагменты траекторий первона-

чально могут находиться в исходной плоскости (плоскости начального положе-

ния фуллеренов). Потом плоскости лепестков поворачиваются относительно пер-

вичной плоскости на определенный угол, зависящий от характера критического 

сближения фуллеренов. Таким образом, даже во второй фазе трансляционные 

движения фуллеренов далеко не являются полным хаосом. Что касается третьей 

фазы, то здесь (см. рис. 6) перемещения фуллеренов являются еще более опреде-

ленными. 
 

 

Рис. 8. Траектории центров масс фуллеренов при угловых скоростях каждой молекулы 

365 ГГц (слева) и 366 ГГц (справа) 

Fig. 8. Trajectories of the centers of mass of the fullerenes  

at angular velocities of each molecule of 365 GHz (on the left) and 366 GHz (on the right) 

 

  

Рис. 9. Два ракурса траекторного столкновения при ω0 = 367 ГГц 

Fig. 9. Two angles of the trajectory collision at ω0 = 367 GHz 

 

В данном случае движение каждого из фуллеренов, находящихся в паре во 

второй фазе взаимодействия, осуществляется по кольцевым траекториям. Причем 

кольца траекторий разнесены в пространстве, но при этом наблюдается симмет-

рия противостояния относительно центра пары удаляющегося от области перво-

начального взаимодействия с постоянной скоростью. Таким образом кинемати-

ческая пара существует в стабильном состоянии. 
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Заключение 

 

Показано, что при шаге по времени в одну фемтосекунду может быть достиг-

нута очень высокая точность расчета относительно кинематических и энергети-

ческих параметров взаимодействия, что позволило выявить детали, связанные  

с симметрией относительного противостояния молекулярных объектов, а также 

разъяснить особенности и характер перехода плоских движений взаимодейству-

ющих объектов в пространственное взаимодействие фуллеренов, в частности 

взаимодействие с образованием кинематической пары. Вскрыта также роль 

начального спина фуллеренов, который перекрывает возможности перехода ки-

нематической энергии из резервуара трансляционной энергии в энергию враще-

ний, и это делает невозможным образование кинематической пары.  

Таким образом, тройное столкновение фуллеренов в общем случае является 

сложным процессом, в котором даже в частном случае плоских сближений мож-

но выделить три фазы: начальное плоское движение, многолистное простран-

ственное взаимодействие трех объектов и двойная спираль взаимодействующих 

молекул с линейным движением отброшенного фуллерена. 
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