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Аннотация. Рассмотрено нагружение трещиноподобного дефекта в виде физиче-

ского разреза в двухконсольной балке по модам I и II. Значение J-интеграла опре-

делялось в виде произведения линейного параметра и среднего значения удельной 

свободной энергии на тупиковой грани конечного элемента. Представлено сравнение 

значения J-интеграла, потока удельной упругой энергии в вершину математическо-

го разреза и удельной работы узловых сил при удалении тупикового конечного 

элемента.  
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Abstract. The finite element approximation of a double cantilever beam (DCB) specimen 

with a physical cut in a linear elastic medium is considered. The thickness of the physical 

cut specifies a linear parameter of the problem. The J-integral is determined as the product 
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of the linear parameter and the average value of the specific elastic energy on the dead-end 

edge of the finite element. For the considered loading schemes of the DCB specimen in 

modes I and II with zero linear parameter set in ANSYS, the stress intensity factors are 

obtained and used to determine the J-integrals. The convergence of the product of the 

linear parameter and the average value of the specific elastic energy on the dead-end 

edge of the finite element to the reference values of the J-integrals is shown for equiva-

lent loading of the specimen with a physical cut and with a linear parameter tending  

to zero. The specific work of nodal forces is studied during the dead-end finite element 

removing. The convergence of the specific work of nodal forces when removing the 

dead-end element by simple unloading of adjacent edges to the value of the reference  

J-integral is observed. 

Keywords: stress intensity factor, mathematical cut, physical cut, elastic energy flow,  

finite element method, linear parameter, J-integral, Neuber –Novozhilov approach 
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Введение 
 

Решение задач с концентраторами напряжений в виде трещиноподобного де-

фекта связано с моделью трещины. Для трещины Гриффитса [1, 2] в виде мате-

матического разреза в линейно упругой среде решение задачи с сингулярным 

полем напряжений сопряжено с вычислением коэффициентов интенсивности 

напряжений (КИН) [2–4]. В этом случае используются как аналитические, так и 

численные решения, в том числе полученные методом конечных элементов (МКЭ) 

[5–7] и граничных элементов [8]. В качестве критериальной характеристики при 

этом рассматривается поток удельной, отнесенной к единице образуемых поверх-

ностей, упругой энергии в вершину трещины, связанный с J-интегралом [9–11]. 

Трещина в разрезе c различной формой окончания может быть рассмотрена на 

разных масштабных уровнях. Толщина дефекта в виде физического разреза или 

радиус кривизны окончания разреза являются в этом случае естественными ли-

нейными параметрами. В работе [12] с помощью методов молекулярной динами-

ки исследовалась трещина нормального отрыва. Показано, что определение кри-

тических характеристик задачи сводится к энергетическому критерию Гриффитса 

как для бездефектных тел, так и для тел с трещинами различной формы на раз-

личных масштабных уровнях. Аналогичный результат получен и для модели свя-

зей Прандтля [13, 14] для которых начальная длина определяет масштабный уро-

вень трещиноподобного дефекта. 

Физический разрез в сплошной среде является источником сингулярности в его 

угловых точках [15]. Однако конечно-элементное решение задачи с гранью ко-

нечного элемента, равного соответствующему вырезу, приводит к конечным 

напряжениям. Таким образом, напряженное состояние конечного элемента, ле-

жащего на продолжении физического разреза, является регулярным при конеч-

ном значении толщины разреза, принимаемой в качестве линейного параметра.  
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Следуя концепции Нейбера–Новожилова [16–20], в данной работе найдена 

усредненная удельная, отнесенная к единице объема, свободная энергия по грани 

окончания физического разреза. Рассмотрены произведения линейного параметра 

и средней по грани удельной, отнесенной к единице объема, свободной энергии. 

Показано, что уменьшение линейного параметра приводит к сходимости введен-

ных произведений к значению эталонного J-интеграла, найденного по коэффици-

енту интенсивности напряжений для схемы с нулевым значением линейного па-

раметра в пакете ANSYS [21].  

Следуя концепции удаления конечного элемента простой разгрузкой [22], 

найдена полная работа узловых сил на перемещениях тупикового элемента. По-

казана эквивалентность значения эталонного J-интеграла и соответствующей 

удельной работы при уменьшении значения линейного параметра.  

 

Постановка задачи 

 

На рис. 1 представлены схемы нагружения образца в виде двойной консоль-

ной балки (ДКБ), на консоли которого действуют единичные внешние распреде-

ленные нагрузки P, со следующими геометрическими и механическими характе-

ристиками: длина образца l = 0.2 м, длина трещины / 4a l= , ширина консоли 

( )0 / 2h b= −  , ширина ДКБ-образца 02b h= +  , где 0  – варьируемая толщина 

физического разреза, модуль упругости 112 10E =   Па, коэффициент Пуассона 

0.3. =  Правый торец ДКБ-образца жестко закреплен от перемещений.  
 

 

 Рис. 1. Модель ДКБ-образца: a – нагрузка, формирующая нормальный разрыв тупикового 

элемента; b – нагрузка, формирующая поперечный сдвиг тупикового элемента 

Fig. 1. Model of a double cantilever beam (DCB): (a) tension and (b) shearing of the dead-end 

element induced by the load  
 

При 0 0 =  модуль внешней нагрузки P (см. рис. 1, a) определяет коэффици-

ент интенсивности напряжений KI трещины нормального отрыва [2], а в схеме 

(см. рис. 1, b) – коэффициент интенсивности напряжений KII трещины попереч-

ного сдвига [2]. С помощью комплекса ANSYS вычислены значение КИН соот-

ветствующей моды нагружения KI(KII). Результаты расчетов приведены в табл. 1. 

Поток удельной упругой энергии в вершину трещины для плоской задачи свя-

зан с КИН следующим соотношением [2]: 

 
( ) ( )

2

I II I II
2 /K E =  , (1) 

δ
0

 



Глаголев В.В., Лутхов А.И. К нахождению потока удельной упругой энергии  

81 

где 1 =  для плоского напряженного состояния; 
21 = −   для плоского дефор-

мированного состояния. Отметим, что в случае обратимого (упругого) деформи-

рования (1) определяет значение J-интеграла [2]. 

Т а б л и ц а  1  

Расчетные значения КИН 

Искомая величина Значение 

Коэффициент интенсивности напряжений KI, Н/м3/2 1 294.6 

Коэффициент интенсивности напряжений KII, Н/м3/2 111.75 

 

При дальнейшем изложении без ограничения общности ограничимся случаем 

плоской деформации. Из (1) находим эталонное численное значение потока энер-

гии в вершину математического разреза. Результаты расчета приведены в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2   

Расчетные значения потоков упругой энергии 

Искомая величина Значение 

Поток упругой энергии 2γI, Н/м 7.63∙10–6 

Поток упругой энергии 2γII, Н/м 5.68∙10–8 

 

Пусть в линейно упругом конечно-элементном решении окончание трещины 

формирует грань прямоугольного конечного элемента 0 1    с квадратичными 

функциями формы. На рис. 2 показан конечный элемент на окончании физиче-

ского разреза. 
 

 

Рис. 2. Конечный элемент на окончании физического разреза 

Fig. 2. Finite element at the end of a physical cut 

 

При конечно-элементной аппроксимации геометрии будем требовать выпол-

нения следующего условия: 1 0 =  . 

В случае квазистатического продвижения в упругой среде физического разре-

за с регулярным полем напряжений в работе [23] показано, что J-интеграл опре-

деляется произведением линейного параметра и удельной свободной энергии на 

торце физического разреза. 

δ
0

 

δ1 
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Ввиду конечности напряженного состояния конечно-элементного решения 

при фиксированном разбиении введем в рассмотрение произведение толщины 

физического разреза и средней удельной свободной энергии концевой грани ip 

(см. рис. 2) конечного элемента 

 02 =   , (2) 

где, исходя из концепции Нейбера–Новожилова, 
0

0

/ 2

0 2
/2

1/ dx


−
 =   ; ( 11 110.5 =   +  

)22 22 12 122+   +    – удельная свободная энергия; 11 22 12, ,    – компоненты тен-

зора напряжений; 11 22 12, ,    – компоненты тензора деформаций. 

Продвижение физического разреза в конечно-элементном решении сопряжено 

с удалением конечных элементов. Поток удельной упругой энергии, согласно 

Гриффитсу [1], определяет поверхностную энергию новых материальных по-

верхностей. Найдем значение соответствующей энергии. Будем считать, что про-

цесс удаления конечного элемента происходит при достижении определенного 

критерия. Следуя работе [22], рассмотрим исключение элемента в виде простой 

разгрузки его узловых сил, взаимодействующих с сопряженными элементами. 

Соответствующие силы для плоского конечного элемента с квадратичными 

функциями формы показаны на рис. 3. 
 

 

Рис. 3. Взаимодействие конечного элемента со смежными посредством узловых сил 

Fig. 3. Interaction of the finite element with adjacent ones through nodal forces 
 

На рис. 3, b показано тело без тупикового элемента, но за его присутствие  

в ансамбле конечных элементов отвечают узловые силы взаимодействия 
( )

, , , , , , ,
e

e i j k m n o p=F . Для моделирования удаления тупикового элемента раз-

грузим узлы от сил взаимодействия, связывающих тупиковый конечный элемент 

с телом, при неизменной внешней нагрузке. На рис. 4 продемонстрирована схема 

разгрузки. 

F(i)
 

–F(i)
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Рис. 4. Разгрузка новых материальных поверхностей 

Fig. 4. Unloading of new material surfaces 
 

На рис. 4, a значения ΔF(e) устанавливают приращения новой внешней узло-

вой нагрузки. Приращения находятся, исходя из условия ΔF(e) + F(e) = 0. Прира-

щение внешней нагрузки при задании ΔF(e) предполагается нулевым. Конечная 

стадия этапа разгрузки показана на рис. 4, b, причем узлы , , , , , ,i j k m n o p  осво-

бождаются от узловых сил, действовавших на них со стороны исключаемого 

элемента. Перемещения соответствующих узлов в момент перед удалением ту-

пикового конечного элемента обозначим через u(e), а в результате разгрузки – 

через u1(e). Найдем соответствующую работу узловых сил конечного элемента 

 
( ) ( )7

1
0.5

e e

e
A

=
=  F u . (3) 

Будем считать, что силы ΔF(e) завершают процесс исключения элемента, со-

вершая дополнительную работу над его узлами, тогда дополнительную работу 

определим в следующем виде: 

 
( ) ( )7 1

1 1
0.5

e e

e
A

=
=   F u , (4) 

где   – скалярное умножение. 

Работы (3) и (4) в случае выполнения критерия удаления элемента формируют 

энергию новых материальных поверхностей. Таким образом, работа на единицу 

образуемой поверхности будет равна сумме работ (3) и (4), отнесенных к 1 0 =   

(см. рис. 2): 

 ( )1 0
ˆ2 /A A = +  . (5) 

Рассмотрим связи (2), (5) с (1) для мод нагружения I и II при конечно-

элементном решении в комплексе ANSYS. 

 

Нагружение по моде I 

 

На рис. 5 представлена зависимость относительного значения * /I I =    от 

относительной величины физического разреза 
0 0 / h =   при приложении 

нагрузки P, которая формирует нормальный разрыв тупикового элемента. 

На рис. 6 представлена зависимость относительного значения ˆ /I I =    от 

относительной величины физического разреза 
0  при приложении нагрузки P, 

которая формирует нормальный разрыв тупикового элемента. 

ΔF(i)
 

F(i)
 

ΔF(j)
 

ΔF(k)
 

ΔF(m)
 

ΔF(p)
 

ΔF(s)
 

ΔF(n)
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Рис. 5. Зависимость относительного значения потока удельной упругой энергии  

на грани конечного элемента от относительной толщины физического разреза 

Fig. 5. Relative value of specific elastic energy flow on the edge of the finite element  

as a function of relative thickness of the physical cut 
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Рис. 6. Зависимость удельной работы узловых сил при удалении тупикового элемента  

от относительной толщины физического разреза 

Fig. 6. Dependence of the specific work of nodal forces on the relative thickness  

of the physical cut when removing a dead-end element  

 

Для нагружения ДКБ-образца с математическим разрезом по моде I в состоя-

нии плоской деформации известно решение J-интеграла [24]: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
22 2212 1 / / 1 0.673 /J Ph hE a h h a= −  +   . (6) 

В табл. 3 представлены результаты расчетов потоков удельной упругой 

энергии по формулам (1), (2), (5), (6), погрешность решений приведена по от-

ношению к значению относительного потока упругой энергии, вычисленному 

по КИН KI. 
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Т а б л и ц а  3   

Результаты расчетов при нагружении по моде I 

Решение 
Поток удельной упругой 

энергии 2γI, Н/м 

Погрешность 

решений, % 

Формула (6) 7.64∙10–6 0.2 

Численное 

По КИН KI (1) 7.63∙10–6 – 

По представлению (2) 7.46∙10–6 2.18 

Удельная работа узловых сил  

при удалении элемента (5) 
7.64∙10–6 0.13 

 

Из результатов табл. 3 видно, что выражение (5) при значении относительной 

толщины физического разреза 
0 0.00004 =  дает более близкое значение к потоку 

упругой энергии трещины Гриффитса по сравнению с (2). 
 

Нагружение по моде II 
 

На рис. 7 представлена зависимость относительного значения *

II II/ =    от 

относительной величины физического разреза 
0  при приложении нагрузки P, 

которая формирует поперечный сдвиг тупикового элемента. 
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Рис. 7. Зависимость относительного значения потока удельной упругой энергии  

на грани конечного элемента от относительной толщины физического разреза 

Fig. 7. Relative value of specific elastic energy flow on the edge of the finite element  

as a function of relative thickness of the physical cut 
 

Рисунок 8 демонстрирует зависимость относительного значения II II
ˆ / =    от 

относительной величины физического разреза 
0  при приложении нагрузки P, 

которая формирует поперечный сдвиг тупикового элемента. 

В табл. 4 представлены результаты расчетов потоков удельной упругой энер-

гии по формулам (1), (2), (5), погрешность решений приведена по отношению  

к значению относительного потока упругой энергии, вычисленному по КИН KII. 
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Рис. 8. Зависимость удельной работы узловых сил при удалении тупикового элемента  

от относительной толщины физического разреза 

Fig. 8. Dependence of the specific work of nodal forces on the relative thickness of the physical 

cut when removing a dead-end element 

 
Т а б л и ц а  4   

Результаты расчетов при нагружении по моде II 

Численное решение 
Поток удельной упругой 

энергии 2γII, Н/м  

Погрешность 

решений, % 

По КИН KII (1) 5.682∙10–8 – 

По представлению (2) 5.871∙10–8 3.2 

Удельная работа узловых сил  

при удалении элемента (5) 
5.683∙10–8 0.02 

 

Из результатов табл. 4 видно, что выражение (5) при значении относительной 

толщины физического разреза 
0 0.00004 =  при нагружении по моде II, как и в слу-

чае моды I, дает более близкое значение к потоку удельной  упругой энергии тре-

щины Гриффитса по сравнению с (2) при конечно-элементном решении задачи. 

 

Заключение 

 

На основе концепции J-интеграла и подхода Нейбера–Новожилова для тре-

щиноподобного дефекта в виде физического разреза найден поток удельной 

упругой энергии в виде произведения длины грани тупикового конечного эле-

мента и ее средней удельной свободной энергии. Для мод нагружения I и II при 

вырождении физического разреза в математический показана вычислительная 

сходимость введенного произведения на тупиковой грани конечного элемента  

к значению, близкому к потоку удельной упругой энергии трещины Гриффитса. 

При удалении конечного элемента посредством простой разгрузки узловых 

сил, взаимодействующих со смежными конечными элементами, показана эквива-
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лентность удельной полной работы узловых сил на узловых перемещениях эле-

мента к эталонному значению J-интеграла при стремлении длины его грани  

к нулевому значению. Показано, что при малых значениях линейного параметра 

удельная полная работа узловых сил при исключении элемента практически не 

меняет своего значения. Размер грани тупикового конечного элемента определяет 

конечно-элементную аппроксимацию, в которой удаление элемента приводит  

к соизмеримому с математическим разрезом потоком удельной упругой энергии 

в вершину трещиноподобного дефекта. 

Таким образом, по сходимости произведения длины грани тупикового конеч-

ного элемента и ее средней удельной свободной энергии или удельной работы 

узловых сил при удалении тупикового элемента возможно проводить оценку ко-

эффициента интенсивности напряжений для модели трещины в виде математиче-

ского разреза. При этом результат вычисления посредством удельной работы 

узловых сил при удалении элемента оказывается более близким к соответствую-

щему коэффициенту. 
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